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От Фибоначчи до Эрлеша 


ТЕРМИН СОМСВЕТЕ (означающий также „бетонный“) образо- 
ван слиянием слов СОМ шои$ и Ч415СВЕТЕ. Авторы, избегая воды 
обобщений, на конкретных примерах обучают читателя методам 
исследования как дискретных, так и непрерывных систем. 

Примеры учат не меньше, чем правила. И. М. Гельфанду при- 
писывается высказывание: „Геории приходят и уходят, а примеры 
остаются“ „Конкретная математика“ — это и есть тот сухой оста- 
ток, который сохраняется при всех поворотах моды и составляет 
необходимую часть ремесла всякого математика. 

Созданная Ньютоном и Эйлером, Бернулли и Гауссом, Лейб- 
ницем и Дирихле, она оказывается вечно юной и вновь возрожда- 
ется слелующими поколениями математиков. 

Настоящая книга представляет собой попытку учебного из- 
ложения ряда действительно фундаментальных математических 
фактов. Издание ориентировано на потребителя, хотя и теорети- 
ки, несомненно, найдут в нем много полезного. Очевидная непол- 
нота курса, отражающая личные вкусы авторов, является скорее 
достоинством, чем недостатком. 

Книгу, без сомнения, можно рекомендовать всем работающим 
математикам и всем студентам и пользователям математики. Она 
раскрывает тайну одного феномена американского образования — 
как превращать малограмотных школьников в прекрасных мате- 


матиков. 
— В. Арнольд, 1998 


Посвящается Леонарду Эйлеру (1707-1783) 


Предисловие 


В ОСНОВУ ЭТОЙ КНИГИ положен одноименный курс лекций, 
который ежегодно читается в Станфордском университете, начи- 
ная с 1970 года. Каждый год его слушателями становятся око- 
ло пятидесяти человек — студентов предпоследнего и последнего 
курсов, но, в основном, дипломников,—а ряд наших выпускни- 
ков уже начал насаждать подобные курсы и в других местах. 
Так что настала, видимо, пора ознакомить с материалами курса 
более широкую аудиторию (включая младшекурсников). 

Конкретная математика зарождалась в смутное и неспокой- 
ное десятилетие. В те бурные годы казавшиеся незыблемыми 
ценности постоянно подвергались сомнениям: студенческие го- 
родки превращались в очаги жарких дискуссий. Оспаривались 
сами учебные программы, и математика не стала исключением. 
Как раз в то время Джон Хаммерсли написал полемическую ста- 
тью „О снижении уровня математической подготовки в школах 
и университетах благодаря ‘современной математике’ и подобной 
ей жидкой интеллектуальной похлебке" [330]; другие обеспокоен- 
ные математики [279] даже задавались вопросом: „Можно ли спа- 
сти математику? Когла один из авторов настоящей книги за- 
думал серию книг под названием Искусство программирования 
для ЭВМ, то при написании первого тома он (Д.Э.К.) обнару- 
жил, что в его арсенале отсутствуют важные математические 
инструменты: математика, которая требовалась для доскональ- 
ного, обоснованного истолкования компьютерных программ, со- 
вершенно отличалась от той, которую автор изучал в колледже 
в качестве профилирующей дисциплины. Поэтому он ввел новый 
курс, содержащий материал, который он, в свое время, предпочел 
бы прослушать сам. 

С самого начала название курса — ‚конкретная математика“ — 
подразумевало его противопоставление „абстрактной математи- 
ке’, поскольку конкретные классические результаты стремитель- 
но вымывались из современного математического образования 
новой волной абстрактных идей, популярно именовавшихся „но- 
вой мат’кой. Абстрактная математика — чудесный предмет, и в 
ней нет ничего плохого: она красива, обща и полезна. Однако ее 
приверженцы впали в заблуждение, что вся остальная математи- 
ка занимает более низкое положение и далее не заслуживает вни- 
мания. Погоня за обобщениями оказалась столь захватывающей, 
что целое поколение математиков потеряло способность находить 


„Круг читателей, 
уровень изложения 
и трактовка мате- 
риала — такого ро- 
да вопросы обычно 
обсуждаются в 
предисловиях“ 

— П.Р. Халмош [328] 


„Отдельные лица 
приобретают де- 
шевый авторитет, 
оснастив свою речь 
жаргоном: они мо- 
гут проповедовать и 
выставлять напоказ 
поверхностные 
суждения. Но от 
математиков-про- 
фессионалов тре- 
буются не их раз- 
глагольствования и 
даже не степень их 
осведомленности в 
тех или иных мате- 
матических вопро- 
сах, а ГОТОВНОСТЬ 
применять свои зна- 
НИЯ И способность 
реально решать воз- 
никающие на прак- 
тике математиче- 
ские задачи. Короче 
говоря, мы ждем 
дел, а не слов“ 

— Дж. Хаммерсли 
[330] 


„Суть математи- 
ки — в конкрет- 
ных примерах 
и конкретных 
проблемах“ 
— П.Р. Халмош [327] 


Одно из значений 
слова „сопсгее“— 


бетон. 
етон — Ред, 


„Учить абстракт- 
ному, не изучив 
конкретного, — 
непростительный 
грех" 

— 3. А. Мелзяк [216] 


Конкретная ма- 
тематика — мост 
к абстрактной 
математике. 


„Более подгото- 
вленный читатель, 
пропустивший те 
части, которые ка- 
жутся ему слишком 
элементарными, мо- 
жет потерять боль- 
ше, чем менее под- 
готовленный чита- 
тель, который про- 
пустит части, пока- 
завшиеся ему слиш- 
КОМ СЛОЖНЫМИ" 

— Д. Пойа [242] 
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прелесть в частностях, в том числе получать удовольствие от ре- 
шения численных задач или оценить по достоинству роль матема- 
тических методов. Абстрактная математика стала вырождаться и 
терять связь с действительностью — математическое образование 
нуждалось в конкретном противовесе для восстановления устой- 
чивого равновесия. 

Когда Д.Э.К. приступал к чтению курса конкретной мате- 
матики в Станфорде, он объяснял несколько странное название 
курса тем, что это попытка преподавания математики в стиле 
„хард“ вместо ‚софт“ Он объявил, что вопреки ожиданию неко- 
торых его коллег он не собирается излагать ни теорию агрегатов 
Вейрштрасса, ни теорему вложения Стоуна, ни лаже компакти- 
фикацию Стоуна—Чеха. (Несколько студентов с факультета гра- 
жданского строительства поднялись со своих мест и потихоньку 
покинули аудиторию.) 

Хотя конкретная математика возникла в качестве реакции на 
другие тенденции в математике, основные причины ее появления 
скорее позитивны, нежели негативны. И по мере того как этот 
курс продолжал занимать надлежащее место в учебном процес- 
се, содержание предмета „отвердевало“ и доказывало свою цен- 
ность в целом ряде новых приложений. Тем временем поступило 
другое независимое подтверждение уместности подобного наиме- 
нования курса: 3. А. Мелзяк опубликовал два тома Справочника 
по конкретной математике [216]. 

На первый взгляд, содержание конкретной математики может 
показаться беспорядочным нагромождением уловок, но на деле — 
это упорядоченный набор инструментов. Более того, методы кон- 
кретной математики обладают не только внутренним единством, 
но и внешней привлекательностью. Когда другой автор этой кни- 
ги (Р.Л.Г.) впервые прочитал данный курс в 1979г., студенты 
пришли в такой восторг, что договорились продлить это удоволь- 
ствие на слелующий год. 

Но что же в действительности представляет собой КОНКРЕТ- 
НАЯ математика? Это смесь КОоНтинуальной и дискреаТНОЙ мате- 
матики. Еще более конкретно: это осмысленное оперирование ма- 
тематическими формулами с использованием определенного на- 
бора методов решения задач. После того как вы, читатель, из- 
учите материал этой книги, все, что вам потребуется, — это ясная 
голова, большой лист бумаги и сносный почерк для вычисления 
ужасных сумм, решения запутанных рекуррентных соотношений 
и выявления коварных закономерностей в данных. Вы овладеете 
алгебраической техникой в такой степени, что зачастую вам бу- 
дет проще получить точные результаты, нежели удовлетвориться 
приближенными ответами, которые справедливы лишь в пределе. 

Исчисление сумм, рекуррентные соотношения, элементарная 
теория чисел, биномиальные коэффициенты, производящие фун- 
кции, дискретная теория вероятностей и асимптотические мето- 
ды — вот наиболее важные темы этой книги. При этом предпочте- 
ние отдается технической стороне дела, а не теоремам существо- 
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вания или комбинаторным рассуждениям: наша цель состоит в 
том, чтобы сделать каждого читателя настолько осведомленным 
в дискретных операциях (типа вычисления функции ‚наибольше- 
го целого“ или конечной суммы), насколько изучающие анализ 
знакомы с непрерывными операциями (типа вычисления функ- 
ции ‚абсолютной величины“ или определенного интеграла). 

Заметим, что этот перечень тем совершенно отличается от то- 
го, что в наши дни обычно читается в качестве спецкурсов под 
названием „Лискретная математика. Поэтому наш предмет ну- 
ждается в отличительном наименовании, и название „Конкретная (Мы не настолько 
математика“, право, не хуже любого другого. дерзки, чтобы на- 

Первоначальным руководством по конкретной математике для  ЗВатЬ наш предмет 
станфордского курса служил раздел „Математическое введение“ „Дистинуальная 
из Искусства программирования для ЭВМ [139]. Но изложение  “АТеМатиКа. 
на тех 110 страницах было слишком сжатым, поэтому еще один 
автор книги (О. П.) загорелся желанием составить длинный ряд 
дополнений. Настоящая книга выросла на их почве: она одновре- 
менно предваряет и дополняет материал „Математического введе- 
ния: Некоторые вопросы повышенной сложности были опущены; 

в то же время в книгу включено несколько тем, которых не было 
раньше и без которых изложение было бы неполным. 

Авторы с удовольствием объединили свои усилия для работы 
над этой книгой, поскольку ее предмет начал зарождаться и об- 
ретать свою собственную жизнь на наших глазах; кажется, что „... конкретный 
книга написана как бы сама собой. Более того, отчасти разнород- спасательный круг, 
ные подходы, которые выбирал каждый из нас, оказались после брошенный сту- 
стольких лет совместной работы настолько плотно подогнанными  АеНТаМ, ТОНУЩИМ В 
друг к друту, что мы не могли удержаться от ощущения, что эта МОР абстракции. 
книга — своего рода манифест единодушно выбранного нами пути — У. Готшалк 
занятий математикой. Поэтому мы полагаем, что наша книга про- 
звучит одой математической красоте и очарованию, и надеемся, 
что наши читатели разделят с нами хотя бы Е того удовольствия, 
которое мы испытали при ее написании. 

Поскольку книга родилась в университетской среде, мы по- 

пытались передать дух аудитории наших дней, выбрав нефор- 
мальный стиль изложения. Есть люди, полагающие, что матема- 
тика — это нудное занятие, которое всегла уныло и скучно; мы 
же находим математику развлечением и не стыдимся признаться 
в этом. К чему проводить четкую грань между делом и игрой? 
Конкретная математика полна тому примеров: действия не все- 
гла доставляют удовольствие, но результаты могут быть удиви- 
тельно приятны. Радости и горести математической работы явно 
присутствуют в этой книге, поскольку являют собой части наше- 
го бытия. 

Студенты всегда умнее своих учителей, поэтому мы попро- Мат граффити: 
сили изучавших впервые этот материал откровенно поделиться М=1=Р= МР. 
своим мнением в форме ‚граффити“ на полях. Некоторые из их Килрой не был 
маргиналий были попросту банальны, некоторые не лишены смы-  0аром. 
сла: одни предупреждали о двусмысленностях или неясностях, 


К этому предмету 
у меня всего лишь 
маргинальный 
интерес. 


Это был самый 
приятный предмет 
из пройденных 
мною. Но по ме- 
ре продвижения 
вперед было бы 
неплохо подыто- 
живать материал. 


Понятно: конкрет- 
ная математика — 
это муштра. 


Домашнее задание 
оказалось непо- 
датливым, зато 

я выучил уйму 
нового. Каждый 
час стоил того. 


Домашние кон- 
трольные еще 
пригодятся — 
храните их. 


Контрольные 
оказались более 
трудными, чем я 
ожидал, глядя на 
домашние задания. 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


другие были типичными комментариями умников с последних 
рядов. Часть замечаний позитивна, часть — негативна, ценность 
остальных равна нулю. Но все они, несомненно, отражают реаль- 
ные чувства читателей, что должно облегчить восприятие кни- 
ги. (Вдохновляющая идея для подобных маргинальных пометок 
почерпнута из Справочника для поступающих в Станфорд, гле 
официальной линии университета противопоставляются ремарки 
покилающих его студентов. К примеру, справочник гласит: „Есть 
несколько вещей, которые нельзя пропустить в таком аморфном 
образовании, каковым является Станфорд\, а на полях помечено: 
„Образование, блин! Кругом одни псевлоинтеллектуалы" Спра- 
вочник: „[отенциал группы совместно проживающих студентов 
безграничен" Граффити: „Станфордские общаги — это зверинец 
без смотрителя“) 

На полях также цитируются знаменитые математики прошло- 
го — подлинные слова, которыми они сопровождали некоторые 
свои фундаментальные открытия. Отчего представляется умест- 
ным свести воедино высказывания Лейбница, Эйлера, Гаусса и 
других с высказываниями тех, кому предстоит продолжить их 
дело в будущем? Математика по-прежнему продолжает привле- 
кать своих приверженцев— из многих нитей сплетается богатое 
полотно! 

Книга содержит более 500 упражнений, разбитых на шесть 
категорий: 


е разминочные упражнения, которые должен попытаться 
выполнить КАЖДЫЙ ЧИТАТЕЛЬ при первом чтении книги; 


е обязательные упражнения, предназначенные для устано- 
вления фактов, которые лучше всего усваиваются, если их вы- 
водить самостоятельно, а не читать о том, как это слелали 


другие, 

е домашние задания, представляющие собой задачи для уг- 
лубленного понимания материала той главы, к которой они 
относятся; 


е контрольные работы, обычно охватывающие материал 
двух и более глав одновременно,—в основном они предназна- 
чены для выполнения дома (а не в аудитории при нехватке 
времени); 

е конкурсные задачи, превышающие возможности, которые 
предполагаются у среднего студента, изучающего курс кон- 
кретной математики на базе этой книги,— они продвигают из- 
ложение в важных направлениях; 


® исследовательские проблемы, разрешимые или неразре- 
шимые человеком, но те из них, что предложены в книге, 
наверное следует попробовать решить (без ограничения вре- 
мени). 


Ответы ко всем этим упражнениям приводятся в приложении А, 
зачастую с дополнительной информацией о родственных резуль- 
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татах. (Разумеется, „ответы“ на исследовательские проблемы яв- 
ляются неполными, но лаже в этих случаях могут оказаться 
полезными частичные результаты или указания.) Читателям не 
возбраняется заглянуть в ответы главным образом разминочных 
задач, но только ПОСЛЕ серьезных попыток решить задачу без 
заглядывания украдкой в ответы. Лодыри могут 
В приложении С мы постарались воздать должное первоис- Сдать этот курс, 
точникам каждого упражнения, поскольку составление той или ПРОСТО сПИСЫВая 
иной поучительной задачи зачастую является весьма творческим ОТВЕТЫ, но обманут 
процессом с некоторой долей везения. К сожалению, у математи- они только себя. 
ков сложилась традиция заимствовать упражнения без выраже- 
ния какой бы то ни было признательности; мы полагаем, что го- 
раздо лучше противоположная традиция, практикуемая, напри- 
мер, в шахматных книгах и журналах (где заведен порядок специ- 
ально оговаривать авторов, дату и место появления оригиналь- 
ных шахматных задач). Как бы то ни было, мы не смогли вы- Конкурсные зада- 
явить источники многих задач, ставших частью математического чи не рассчитаны 
фольклора. Если кому-нибудь из читателей известно о происхо- На студентов, 
ждении того или иного упражнения, ссылка на которое нами про- КОТОРЫЕ специ- 
пущена или неточна, мы были бы рады узнать об этом подробнее, ализируются по 
с тем чтобы восполнить подобный пробел в последующих изда- АРрУгим предметам. 
ниях этой книги. 
Шрифт, которым набраны математические обозначения в кни- 
ге — это новая разработка Германа Цапфа [159], заказанная Аме- 
риканским математическим обществом и выполненная при со- 
действии комиссии, в состав которой вошли Б. Битон, Р. П. Боас, 
Л.К. Лерст, Д.Э.Кнут, П. Мердок, Р.С. Пале, П.Ренц, Э. Свен- 
сон, С.Б. Уидден и У.Б. Вульф. Основная идея дизайна Цапфа — 
отразить особенности написания математических знаков идеаль- 
ным почерком. Рукописный стиль в отличие от механического 
более естествен, поскольку математические формулы обычно вы- 
ходят из-под карандаша, ручки или куска мела. (Примером одно- 
го из фирменных знаков этого нового дизайна является начерта- 
ние символа нуля, ‘0’, который слегка заострен сверху, поскольку 
рукописный нуль редко закругляется в исходной точке гладко.) 
Буквы расположены прямо, а не наклонно, с тем чтобы нижние Я не привык к 
и верхние индексы, а также штрихи, было легче совмещать с такому обороту. 
обычными символами. Новое семейство шрифтов получило на- 
звание АМ5 Ещет в честь великого швейцарца Леонарда Эйле- 
ра (1707-1783), открывшего так много в математике из того, что 
мы сегодня знаем. Алфавиты АМ Ешег включают в себя тек- 
стовые (Аа ВЪСс...Хх\Уу 272), готические (а ВБ 6с...Ж9)9 33) 
и рукописные прописные (АЗС...ХУ^)) буквы, а также грече- 
ские буквы (АхВВГу...Хх р Од) и спецзнаки типа у и К. Нас 
особенно радует возможность торжественно представить эйлеро- 
во семейство шрифтов в нашей книге, поскольку дух Леонарда 
Эйлера живет поистине на каждой ее странице: конкретная ма- 
тематика — это эйлерова математика! 
Авторы чрезвычайно признательны Андрею Бродеру, Эрнсту 


Дорогой проф., 
спасибо за (1) ка- 
ламбуры, (2) со- 
держательность 
предмета. 


Не понимаю, 
сможет ли то, 
Что я изучил, 
когда-нибудь мне 
пригодиться. 


С этим предметом 
у меня хватило 
хлопот, но я знаю, 
ЧТО ОН ОТТОЧИЛ 
мои математиче- 
ские и умственные 
способности. 


Случайному сту- 
денту следовало 
бы держаться 
подальше от этого 


курса. 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Мэйру, Эндрю и Фрэнсис Яо, внесшим значительный вклад в эту 
книгу в те годы, когда они преподавали конкретную математи- 
ку в Станфорде. Кроме того, мы выражаем 1024 благодарности 
ассистентам, творчески подошедшим к записи происходившего в 
аудитории каждый год и помогавшим составлять экзаменацион- 
ные вопросы; их имена перечислены в приложении С. Эта книга, 
представляющая в сущности компендиум всего ценного, прозву- 
чавшего на лекциях за шестнадцать лет, была бы невозможной 
без их первоклассной работы. 

И еще многие помогли этой книге стать реальностью. Напри- 
мер, достойны похвалы студенты университетов Брауна и Райса, 
Колумбийского, Нью-Йоркского, Принстонского и Станфордско- 
го университетов, внесшие вклад в отобранные граффити и ока- 
завшие помощь в вылавливании ошибок первых вариантов этой 
книги. Наши контакты с издательством Эддисон-Уэсли были осо- 
бенно эффективны и плодотворны; в частности, мы хотим побла- 
годарить нашего издателя (Питер Гордон), технического директо- 
ра (Бет Аронсон), дизайнера (Рой Браун) и редактора (Лин Дю- 
прё). Национальный научный фонд и Отделение военно-морских 
исследований оказали нам неоценимую помошь. Ширли Грэхем 
была воистину незаменима при составлении указателя. А сверх 
того мы хотим поблагодарить наших жен (Фэн, Джилл и Эми) 
за их терпение, поддержку, ободрение и советы. 

Это второе издание отличается новым разделом 5.8, описы- 
вающим ряд важных идей, которые Дорон Зильбергер открыл 
вскоре после выхода первого издания. Кроме того, исправления 
к первому изданию встречаются почти на каждой странице. 

Мы пытались создать безупречную книгу, но мы — небезу- 
пречные авторы и поэтому призываем оказать содействие в ис- 
правлении допущенных нами ошибок. Мы с признательностью 
выплатим вознаграждение в сумме 2.56 доллара первому нашед- 
шему любую ошибку, будь то математическая, историческая или 
типографская. 


Мюррей Хилл, Нью Джерси, 
Станфорд, Калифорния, Д. 
май 1988 и октябрь 1993 


оФы 
ны н 
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К русскому изданию 


Я С БОЛЬШИМ УДОВЛЕТВОРЕНИЕМ встретил известие о 
том, что перевод нашей книги опубликован в стране, где дол- 
гое время жил и создал свои основополагающие работы Леонард 
Эйлер, которому и посвящена книга. 

Мве доставило подлинное удовольствие сотрудничество с Ири- 
ной Маховой и в ее лице с издательством „Мир“ которое длится 
уже почти 20 лет. Было очень приятно увидеть, как элегантно 
Андрей Ходулев, Ольга Лапко и их коллеги адаптировали по- 
лиграфические средства, разработанные мною для английского 
языка, под русские полиграфические традиции. 

Я хотел бы отдать дань памяти Вориса Походзея, внесшего 
неоценимый вклад в перевод книги, работу над которым прервала 
его внезапная кончина. Во время моего визита в Санкт-Петербург 
в 1994 г. мы с Ворисом посетили Александро-Невскую Лавру и 
возложили цветы на могилу Леонарда Эйлера. 


—А.Э. Кнут, 1998 


„Плохая система 
обозначений может 
сделать хорошее 
изложение плохим, 
а плохое —еще 
худшим! лучшее 
обозначение — 
отсутствие обо- 
значений“ 

— П.Р. Халмош 


[827, с.262], 


(Добавл. перев.) 


Значения обозначений 


ЧАСТЬ СИМВОЛИКИ, используемой в этой книге (еще?) не ста- 
ла нормой. Вот список обозначений, которые могут быть незна- 
комы читателям, изучавшим аналогичный материал по другим 
книгам. В списке указаны номера страниц, где эти обозначения 
разъясняются. (Ссылки на более стандартные обозначения см. в 
предметном указателе в конце книги.) 


Обозначение Смысл 


1х 
5х 
]обх 
[х| 


т (2) 


натуральный логарифм: 105. х 
двоичный логарифм: 105) х 
десятичный логарифм: 10510х 
пол: шах{ п | п <х, п — целое} 
потолок: шт {п | п 2х, п — целое} 
остаток: х — у[х/у| 


дробная часть: х тоа 1] 


неопределенная сумма 


определенная сумма 
убывающая факториальная степень: 
х!/(х— п)! 


возрастающая факториальная степень: 
Г(х-+ п)/Г(х) 


субфакториал: 
п! /0— ми... + (ЕТ)! 


действительная часть: х, если 2 =х + Ц) 
мнимая часть: у, если 2 =х +1) 
гармоническое число: 1/1 +... + 1/м, 


обобщенное гармоническое число: 
ТИХ... +1Ипх 


т-я производная функции { в точке 2 


Стр. 
307 
91 
488 
88 
88 
104 
91 


68 


69 
67, 239 


67, 239 
221 


84 
84 
47 
308 


509 
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[т\ п] 
[т\\ тп] 


п] 


число Стирлинга первого рода 
(число „циклов“) 


число Стирлинга второго рода 
(число ‚подмножеств“) 


число Эйлера 


число Эйлера второго порядка 


обозначение для ) г оакб“ 
в системе счисления с основанием Ъ 


континуант (К-многочлен) 
гипергеометрическая функция 


мощность: количество элементов 
в множестве А 


коэффициент при 2” в разложении {(2) 
замкнутый интервал: 

множество {х | х<х< В} 
1, если т = п, 

О в противном случае* 


1, если т нацело делит п, 
О в противном случае* 


1, если т напросто делит п, 
О в противном случае* 


1, если т взаимно просто с п, 
О в противном случае* 


289 


288 


297 


300 


28 


334 


233 


58 


224 
95 


42 


125 


171 


139 


*В общем случае, если 5 — некоторое утверждение, которое может 
быть истинно или ложно, квадратно-скобочное обозначение [$] 
означает 1, если $ истинно, и 0 в противном случае. 


Повсюду в книге мы используем одинарные кавычки (`... 


') 


для выделения текста, как он пишется, а двойные кавычки 
(„...“)— Аля фразы, как она произносится. Так, строка букв 
‘строка’ называется “строка”. 

Выражение типа ‘а/Бс’ означает то же самое, что и ‘а/(Ъс)’. 
Кроме того, 105 х/ 105 = (]о5х}/ (105 у) и 2! = 2(п!). 


В толковом учеб- 
нике по конкрет- 
ной математике 
не обойтись без 
сбивающего с 
толку списка 
обозначений. 


‘Нестрока’ также 
строка. 


Возвратные задачи 





Кто раньше этого 
Не видел, пусть 
поднимет руку. 
О’кей, осталь- 
ные могут сразу 
перейти к соот- 
ношению (1.1). 


Бог с ними, с золо- 
тыми, разобраться 
бы с нашими, 
конкретными. 


В ЭТОЙ ГЛАВЕ В КАЧЕСТВЕ ПРИМЕРА рассматриваются три 
задачи, по которым можно будет судить о том, что нас ожидает в 
дальнейшем. Эти задачи имеют две общие черты: к ним неодно- 
кратно обращались математики и решение каждой из них осно- 
вано на идее возвратности (или рекуррентности), согласно 
которой решение всей задачи зависит от решений той же самой 
задачи меньших размеров. 


1.1 ЗАЛАЧА О ХАНОЙСКОЙ БАШНЕ 


Рассмотрим сначала маленькую изящную головоломку под 
названием ханойская балиня, которую придумал французский 
математик Эдуард Люка в 1883 г. Башня представляет собой во- 
семь дисков, нанизанных в порядке уменьшения размеров на один 
из трех колышков: 
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Задача состоит в том, чтобы переместить всю башню на один из 
других колышков, перенося каждый раз только один диск и не 
помещая больший диск на меньший. 

Люка [209] связывал свою игрушку с мифической легендой о 
значительно большей башне Брамы, которая, как утверждается, 
состоит из 64 дисков чистого золота, а колышки представляют 
собой три алмазных шпиля. При сотворении мира Всевышний 
поместил диски на первый шпиль и повелел, чтобы жрецы пере- 
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местили их на третий в соответствии с предписанными правила- 
ми. По имеющимся сведениям жрецы трудятся над этой задачей 
денно и ношно — как только они закончат, башня рассыплется в 
прах и наступит конец света. 

Не тотчас очевидно, что эта головоломка разрешима, но по 
кратком размышлении (или предварительном знакомстве с дан- 
ной задачей) убеждаемся, что это так. Тогда возникает следую- 
щий вопрос: какой способ самый оптимальный? То есть, какое 
количество перемещений дисков является необходимым и доста- 
точным для выполнения поставленной задачи? 

Наилучший способ разрешить вопрос, подобный нашему,— не- 
сколько обобщить его. Башня Брамы состоит из 64 дисков, а ха- 
нойская башня — из 8; посмотрим, что будет в случае п дисков. 

Одно из преимуществ такого рода обобщения состоит в том, 
что можно будет даже еще уменьшить размер задачи. И в са- 
мом деле, на протяжении всей книги вы неоднократно сможете 
убедиться, что полезно вначале РАССМОТРЕТЬ КРАЙНИЕ СЛУЧАИ. Не впадая при 
Совершенно ясно, как перемещать башню, состоящую только из этом в крайности, 
одного или двух дисков, а после нескольких попыток становится Разумеется. 
понятно, как перемещать башню из трех дисков. 

Следующий шаг в решении задачи — выбор подходящего обо- 
значения: ОВОЗНАЧАЙ И ВЛАСТВУЙ. Будем говорить, что Т„ есть 
минимальное число перекладываний, необходимых для переме- 
щения п дисков с одного колышка на другой по правилам Люка. 
Тогда Т1, очевидно, равно 1, а Т) равно 3. 

Можно получить дополнительную информацию, причем со- 
вершенно бесплатно, если рассмотреть самый крайний случай: 
ясно, что То = 0, поскольку Аля перемещения башни из п = 0 
дисков вообще не требуется ни одного перекладывания! Блестя- 
щие математики не стыдились впадать в крайности, потому что 
если хорошенько разобраться в частных случаях (даже в совсем 
тривиальных), легче постичь общие закономерности. 

Но давайте теперь изменим точку зрения и попробуем поду- 
мать о главном — как переместить высокую башню? Эксперимен- 
ты с тремя дисками показывают, что решающая идея состоит в 
переносе двух верхних дисков на средний колышек; затем пере- 
носится третий диск и на него помещаются два других. Это дает 
ключ к общему правилу перемещения п. дисков: сначала мы пере- 
мещаем п — 1 меньших дисков на любой из колышков (что требу- 
ет Т„_1 перекладываний), затем перекладываем самый большой 
диск (одно перекладывание) и, наконец, помещаем п-1 меньших 
дисков обратно на самый большой диск (еще Т„_1 перекладыва- 
ний). Таким образом, п дисков (при п > 0) можно переместить 
самое большее за 2Т„_1 + 1 перекладываний: 


М < 2 -1+1 при п > 0. 


В этой формуле фигурирует знак ‘<’ вместо ‘ =’, поскольку на- 
ше построение показывает только, что достаточно 2Т._1 -+ | пе- 
рекладываний; мы не доказали, что необходимо 2Т„_1 +1 пере- 


(Большинство 
опубликованных 
„решений“ зада- 
чи Люка, вроде 
содержащегося в 
работе Аллардиса 
и Фрейзера [6], не 
объясняет, почему 
Т»„ должно быть 
> 2 Ти + 1. ) 


Постойте, постой- 
те... Я видел это 
слово раньше. 


1.1 ЗАЛАЧА О ХАНОЙСКОЙ БАШНЕ 


клалываний. Быть может, какой-нибуль мудрец отыщет лучший 
метод. 

А действительно, нет ли более короткого пути? Оказывается, 
нет. На некотором этапе мы обязаны переместить самый большой 
диск. Когда мы это делаем, п — 1 меньших дисков должны нахо- 
длиться на одном колышке, а для того чтобы собрать их вместе, 
потребуется по меньшей мере Т„_1 перекладываний. Самый боль- 
шой диск можно перекладывать и более одного раза, если мы не 
очень расторопны. Но после перемещения самого большого дис- 
ка в последний раз мы обязаны поместить п — | меньших дисков 
(которые опять должны находиться на одном колышке) обратно 
на наиболыпий лиск, что также требует Т„_1 перекладываний. 
Следовательно, 


Т, > 2Т,-1+1 при п > 0. 


Эти два неравенства вместе с тривиальным решением при п =0 
дают 


То — 0, 
Та = 21-141 при п > 0. 


(1.1) 


(Заметим, что уже известные нам значения Т1 =Ти Т) = 3 согла- 
суются с этими формулами. Особое внимание к крайним случа- 
ям не только способствовало выводу общей формулы, но и обес- 
печило удобным способом проверки, что мы не совершили глу- 
пой ошибки. Такие проверки будут особенно ценными, когда мы 
отважимся на более рискованные маневры в последующих гла- 
вах.) 

Совокупность равенств типа (1.1) называется рекуррентно- 
стью (говорят также о возвратном соотношении или рекурсив- 
ной зависимости). Она задается начальным значением и зависи- 
мостью общего члена от предыдущих. Иногла мы будем назы- 
вать рекуррентностью только выражение для общего члена, хотя 
формально для полного задания рекуррентности необходимо еще 
начальное значение. 

Рекуррентность позволяет вычислять Ти для любого п, ка- 
кое мы пожелаем. Но в действительности никто не захочет поль- 
зоваться для вычисления рекуррентностью, когда п, велико — это 
займет слишком много времени. Рекуррентность дает только кос- 
венную, локальную информацию. Решение рекуррентного со- 
отношения — вот что доставило бы нам чувство глубокого удо- 
влетворения. То есть мы хотели бы получить Т„ в простой, ком- 
пактной, ‚замкнутой форме’ что позволило бы вычислить Та 
быстро даже при большом п. Располагая решением в замкну- 
той форме, мы могли бы понять, что на самом деле представляет 
собой Ти. 

Итак, как же решить рекуррентное соотношение? Один из 
способов состоит в угадывании правильного решения с последу- 
ющим доказательством, что наша догадка верна. А наша самая 


19 


20 ВОЗВРАТНЫЕ ЗАДАЧИ 


большая надежда на угадывание решения — (снова) крайние слу- 
чаи. Поэтому мы последовательно вычисляем [3 =2.3+1=7; 
Та = 2.7 +1 = 15; Т5=2.15+1= 31; Те=2.31-+1 = 63. Ага! Это 
определенно выглядит так, как если бы 

т. = 7" -1 (1.2) 


при п 20. 


По крайней мере эта формула „работает“ при п < 6. 

Математическая индукция — это общий способ доказатель- 
ства, что некоторое утверждение о целом числе п справедливо 
при любом п > по. Сначала данное утверждение доказывается, 
когда п. принимает свое наименьшее значение, по; это называется 
базой или основанием. Затем данное утверждение доказывается 
АЛЯ п. > По, в предположении, что оно уже доказано для всех т, 
между по и п — 1 включительно; это называется индукцией или 
индуктивным перетодом. Такого рода доказательство позволя- 
ет получить бесконечное число результатов при конечном объеме 
работы. 

Рекуррентность идеально подходит для математической ин- 
дукции. Например, в нашем случае (1.2) легко следует из (1.1): 
база индукции тривиальна, поскольку То = 20—1 = 0, аиндуктив- 
ный переход выполняется для п. > 0, если предположить справед- 
ливость (1.2), когда п заменяется на п — 1: 


Та = 2Т.-1+ 1 = 2(2°—- 1 +1= 27-1. 


Следовательно, (1.2) справедливо с равным успехом при любом 
п. Отлично! С поиском выражения для Т„ благополучно покон- 
чено. 

Однако с задачей браминов дело обстоит иначе — они по-преж- 
нему покорно перекладывают диски и им придется еще изрядно 
потрудиться, поскольку при п = 64 требуется 25“ —1 (пример- 
но 18 с восемнадцатью нулями) перекладываний. Даже работая с 
фантастической скоростью одно перекладывание в микросекунду, 
они затратят свыше 5000 веков для перемещения башни Брамы. 
Сама же головоломка Люка несколько практичнее — она требует 
28 —] = 255 перекладываний, которые при известной сноровке 
можно выполнить приблизительно за четыре минуты. 

Рекуррентность, связанная с ханойской башней, типична для 
множества задач, которые возникают во всякого рода приложе- 
ниях. В процессе поиска выражения в замкнутой форме для не- 
которой интересующей нас величины, подобной Т„, мы проходим 
три стадии. 


1 Рассмотрение крайних случаев. Это позволяет вникнуть в за- 
дачу и помогает на стадиях 2 и 3. 

2 Нахождение и доказательство математического выражения 
для интересующей нас величины. В случае ханойской баш- 
ни это рекуррентность (1.1), которая позволяет при заданной 
высоте башни вычислить ТТ. для любого п. 


Математическая 
индукция До- 
казывает, что 
МОЖНО ПОДНЯТЬСЯ 
по лестнице так 
высоко, как мы 
того пожелаем, — 
для этого надо 
доказать, что мож- 
Но ПОДНЯТЬСЯ На 
нижнюю ступень- 
ку (база) и что с 
каждой ступеньки 
МОЖНО ПОДНЯТЬСЯ 
на следующую 
(индукция). 


А если найти 
ошибку в этой 
книге, то можно 
получить даже 
на 1 цент боль- 
ше „стоимости“ 
ханойской башни. 
— Перев. 


„Конечно, мы будем 
учиться доказы- 
вать, но будем 
также учиться 
догадываться“ 
— Д. Пойа, 
[242, с.15]. 
(Добавл. перев.) 


Забавно, мы из- 
бавляемся от 

+1 в (1.1) путем 
прибавления, а не 
вычитания. 


А пицца была 
со швейцарским 
сыром? 


1.2 ЗАЛАЧА О РАЗРЕЗАНИИ ПИЦЦЫ 


3 Нахождение и доказательство замкнутой формы для нашего 
математического выражения. В случае ханойской башни это 
решение рекуррентности (1.2). 


Именно третьей стадии мы будем уделять внимание на протяже- 
нии всей книги. Порой будем перескакивать сразу через стадии 1 
и 2, поскольку математическое выражение будет задано в каче- 
стве исходного. Но даже тогда мы будем сталкиваться с подза- 
лачами, необходимость решения которых заставит нас проходить 
все три стадии. 

Наш анализ задачи о ханойской башне привел к правильному 
ответу, но он требовал ‚индуктивного скачка"— мы полагались на 
счастливую догадку об ответе. Одна из основных целей этой кни- 
ги состоит в том, чтобы объяснить, как читатель может решать 
рекуррентности, не являясь ясновидцем. Например, рекуррент- 
ность (1.1) может быть упрощена прибавлением 1 к обеим частям 
соотношений: 


То+1 =Т, 

ПТ = 21.-1+2 
Теперь, если положить Ца = Т, + 1, то получим 
Мо =Т; 

Ч = 2Ча-—1 
Не надо быть гением, чтобы обнаружить, что решение этой ре- 


курсии есть просто Ми = 2"; следовательно, Т, = 2" —1. Лаже 
компьютер смог бы обнаружить это. 


при п > 0. 


при п > 0. (1-3) 


1.2 ЗАЛАЧА О РАЗРЕЗАНИИ ПИЦЦЫ 


Вторая выбранная нами задача имеет более ощутимый гео- 
метрический привкус: сколько кусков пиццы можно получить, де- 
лая п прямолинейных разрезов ножом? Или более академично: 
каково максимальное число Г. областей, на которые плоскость 
делится п прямыми? Впервые эта задача была решена в 1826 г. 
швейцарским математиком Якобом Штейнером [356]. 

Снова начнем с рассмотрения крайних случаев, памятуя, что 
начинать надо с самого крайнего. Плоскость без прямых — это 
одна область, с одной прямой — две области, а с двумя прямыми — 
четыре области: 





1 
1 о 
2 
№ =1 Ч =2 [2 =4 


(Каждая прямая неограниченно продолжается в обоих направле- 
ниях.) 


21 


22 ВОЗВРАТНЫЕ ЗАДАЧИ 


Вы наверняка думаете, что [.„ = 2"! Добавление новой прямой 
попросту удваивает число областей. К сожалению, это неверно. 
Мы могли бы достигнуть удвоения, если бы новая п-я прямая 
рассекала каждую старую область на две части; разумеется, она 
может рассекать старую область в лучшем случае на две части, Область называ- 
поскольку каждая из старых областей выпукла. (Прямой лини- ется выпуклой, 
ей можно рассечь выпуклую область самое большее на две новые — @СЛИ она целиком 
части, которые также будут выпуклы.) Но когла добавляется тре-  СОАЕРЖИТ ПРямо- 
тья прямая — жирная линия на нижнем рисунке — мы быстро об-  ^ИЧеИНЫе отрезки, 
наруживаем, что она может рассекать самое большее три старые СОбЛИНЯЮЩИе ДВЕ 


6 любые ее точки. 
области вне зависимости от того, как расположены первые лве 
Р рвые ^ (Это не то, что 


прямые: говорится в моем 
2 словаре, но так 


считают матема- 
]1а 
1Ъ За 


ТИКИ.) 
46 /зь 


Таким образом, [3 = 4 +3 = 7 — самое большее, что можно сде- 
лать. 

А по некотором размышлении на ум приходит и подходящее 
обобщение. Новая п-я прямая (при п > 0) увеличивает число 
областей на К тогда и только тогда, когла рассекает К старых 
областей, а рассекает она К старых областей тогда и только тогда, 
когда пересекает прежние прямые в К — 1 различных местах. Две 
прямые могут пересекаться не более чем в одной точке. Поэтому 
новая прямая может пересекать п — | старых прямых не более 
чем в п — | различных точках, и мы должны иметь К < п. Нами 
установлена верхняя граница 


4 < Ц -1+п при п > 0. 


Более того, легко показать по индукции, что в этой формуле мож- 
но достичь равенства. Мы просто проводим п-ю прямую так, что- 
бы она не была параллельна никакой другой (следовательно, она 
пересекает каждую из них) и так, чтобы она не проходила ни че- 
рез одну из имеющихся точек пересечения (следовательно, она 
пересекает каждую из прямых в различных местах). Поэтому ис- 
комое рекуррентное соотношение имеет вид 


ют, (1.4) 
= Ц 1+п при п > 0. | 
Уже известные значения [1, [› и [3 превосходно согласуются с 
этим соотношением, так что мы его берем. 
Теперь нам нужно решение в замкнутой форме. Мы могли бы 
снова сыграть в „угадайку’ но 1, 2, 4, 7, 11, 16,... не напоминает 
ничего знакомого: поэтому попробуем применить другой подход. 


Развертывая? 
Я бы сказал 
„подставляя“ 


Что-то Гауссу 
приписывают 
многовато — 
либо он был 
действительно 
толковым, либо 
Имел толкового 
пресс-секретаря. 


Выть может, он 
просто имел при- 
влекательную 
внешность? 


На самом деле, 
Гаусса часто назы- 
вают величайшим 
математиком всех 
времен. Поэтому 
приятно, что мы 
оказались в со- 
СТОЯНИИ ПОНЯТЬ 
хотя бы одно из 
его открытий. 
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Зачастую можно разобраться в рекуррентности, ‚развертывая“ 
или ‚разматывая“ ее всю до конца следующим образом: 


| — 1 п 
= [2+ (п-1+п 
= 3+ (п- 2) + п-Э+т 


= №+1+2+...-+(п-2)+м-1)+п 
=1+ $, гле $ =1+{2-+3+... + (п- 1 +п. 


Другими словами, [.. на единицу больше суммы $. первых п по- 
ложительных целых чисел. 

Поскольку величина 5, возникает сплошь и рядом, непло- 
хо бы составить таблицу нескольких первых значений. Тогла мы 
смогли бы с большей легкостью распознать такие числа, когла 
они встретятся нам в дальнейшем: 


234 5 6 7 8 7 10 ПП 12 13 14 
3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 71 105 


м | | 
5. | | 


Эти числа называются также треугольными числами, посколь- 
ку $" представляет собой число кеглей, расставленных треуголь- 
ником в п рядов. Например, обычная четырехрядная расстановка 


С к 
.*.* СОСТОИТ ИЗ 54 = 10 кеглей. 


Для вычисления 5$, можно воспользоваться уловкой, до кото- 
рой, как утверждается, Гаусс додумался в 1786 г., когда ему было 
девять лет от роду [96] (см. также Эйлер [378, часть 1, $415]: 


= 1+ 2 + 3 чп п 
+ $ п ППП 2 + 1 
25$ = (+ + (м4) + м+П +... + м+П + (п+17 


Мы просто складываем 5$ с самой собой, записанной в обратном 
порядке, так что сумма в кажлой из п колонок справа равна п-+{ 1. 
После упрощения имеем 


пм +1) 
$ = ——— 
2 


Ну вот мы и получили требуемое решение: 


(1.5) 


при п >20. 


1 
Мао (1.6) 


Как специалисты, мы могли бы удовлетвориться этим выво- 
дом и рассматривать его в качестве доказательства, лаже если 
слегка отмахивались от выполнения „развертывания“ и ‚обраще- 
ния. Но изучающие математику лолжны уметь действовать в со- 
ответствии с более строгими стандартами — вот хороший повод 


| +1 при п > 0. 
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для строгого доказательства по индукции. Решительный индук- 
тивный шаг — 


4 = Цит = (3п—- Пип +1) +п = тп +1) +Т, 


и теперь можно не сомневаться в справедливости замкнутой фор- 
мы (1.6). 

Между прочим, мы разглагольствуем о ‚замкнутых формах" 
без точного определения, что мы под этим понимаем. Обычно это 
и так достаточно очевидно. Рекуррентности типа (1.1} и (1.4) 
представлены в незамкнутой форме, ибо они выражают неко- 
торую величину через самое себя, но их решения типа (1.2) и 
(1.6) —в замкнутой форме. Суммы вида 1 +2 + --. + п запи- 
саны не в замкнутой форме, поскольку они грешат наличием 
‘...), но выражения вида п(п + 1)/2 представлены в замкнутой 
форме. Можно дать некое грубое определение типа следующе- 
го: выражение для величины {(п) представлено в замкнутой 
форме, если ее можно вычислить с помощью некоторого фик- 
сированного числа ‚известных“ стандартных операций, независи- 
мо от п. Например, выражения 2" — | ип(п + 1)/2 представле- 
ны в замкнутой форме, поскольку они включают в себя только 
сложение, умножение, деление и возведение в степень в явном 
виде. 

Общее число простых замкнутых форм ограничено, так что 
существуют рекуррентности, которые не представимы в простых 
замкнутых формах. Но если такие рекуррентности возникают по- 
стоянно, демонстрируя свою важность,— мы пополняем свой ре- 
пертуар новыми операциями; это может существенно расширить 
диапазон задач, решаемых в „простой“ замкнутой форме. К при- 
меру, произведение первых п целых чисел, п факториал, оказа- 
лось настолько важным, что теперь все мы рассматриваем его как 
основную операцию. Поэтому формула ‘п!’ записана в замкнутой 
форме, хотя эквивалентное ей выражение '|1.2.....п’ — нет. 

А теперь небольшая вариация на тему прямых на плоскости: 
предположим, что вместо прямых линий мы используем ломаные 
линии, каждая из которых представлена одним „зигом“ Каково 
максимальное число Г. областей, на которые плоскость делится 
п такими ломанными линиями? Можно ожидать, что Г будет 
примерно вдвое или, быть может, втрое больше, чем [.. Но да- 
вайте посмотрим: 





[1 =2 


Из этих частных случаев, немного подумав, мы заключаем, 
что ломаная линия подобна Авум прямым с тем лишь отличием, 


Если сомневае- 
тесь — обратимся 
к словам. Почему 
„замкнутое“ в про- 
ТИВОПОЛОЖНОСТЬ 
„открытому“? 
Чему это должно 
соответствовать 

в наших умах? 
Ответ: выражение 
„замкнуто’ если 
оно не выражается 
само через себя, 
раскручиваясь 

по спирали. Го- 
ворят „вопрос 
закрыт“— он не 
возникнет вновь. 
Метафоры — ключ 
к пониманию. 


А „зиг“— это на- 
учный термин? 


... а затем 
передумав. .. 
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что области сливаются, если „две“ прямые не продолжать после 
их пересечения: 


Области 2, Зи 4, которые были бы раздельны при наличии двух 

прямых, превращаются в единую область в случае одной ломаной 

линии, т.е. мы теряем две области. Однако если привести все в 

надлежащий порядок — точка излома должна лежать ‚по ту сто- 

рону“ пересечений с другими линиями, — то окажется, что это все, 

что мы теряем; т.е. мы теряем только две области на одну линию. 
Подробности — Таким образом, 


. 18. 
РУ 7, = 1 — 2 = 2 (2 +1)/2+1— 2 
= 21 —п+1 при п 2 0. (1.7) 


Сравнивая решения в замкнутой форме (1.6) и (1.7), мы приходим 
к выводу, что при большом п, 


так что ломаные линии лают примерно в четыре раза больше 
областей, чем прямые. (В последующих главах мы обсудим, как 
анализировать приближенное поведение целочисленных функ- 
ций при большом п. Символ '->’ определен в разд. 9.1.) 
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Последний из наших предварительных примеров предста- 
вляет собой один из вариантов античной залачи, носящей имя 


(Увлекательную Иосифа Флавия — известного историка первого века. Существует 
историю этой легенда, что Иосиф выжил и стал известным благодаря мате- 
задачи обсужда- матической одаренности. В ходе иудейской войны он в составе 
ют Аренс [9, т.2] отряда из 41 иудейского воина был загнан римлянами в пеще- 


и Герштейн с 


. Предпочитая самоубийство плену, воины решили выстроить- 
Каплански [70]. ру. _РеА у У, р р 


Самого Иосифа ся в круг и последовательно убивать каждого третьего из жи- 
[122] несколько вых до тех пор, пока не останется ни одного человека. Олнако 
труднее понять.) Иосиф, наряду с одним из своих единомышленников, счел подоб- 
ный конец бессмысленным — он быстро вычислил спасительные 
места в порочном круге, на которые поставил себя и своего това- 


... И ЛИШЬ ПОЭТО- рища. 
му мы знаем его В нашем варианте мы начнем с того, что выстроим в круг 
историю. п человек, пронумерованных числами от 1 дот, и будем исклю- 


чать каждого второго из оставшихся до тех пор, пока не уцеле- 


26 ВОЗВРАТНЫЕ ЗАДАЧИ 


ет только один человек. Вот, к примеру, исходное расположение 


при п = 10: 
ю 12 
9 
8 4 
7 6 5 


Порядок исключения — 2, 4, 6, 8, 10, 3, 7, 1, 9, так что остается 
номер 5. Задача: определить номер уцелевшего, ](п). 

Мы только что выяснили, что ](10) = 5. Можно было бы пред- 
положить, что ](п) = п/2 при четном п, тем более, что случай 
п. = 2 подтверждает наше предположение: }(2) = 1. Однако не- 
которые другие частные случаи разочаровывают нас — предполо- 
жение нарушается при п =4и п =6. 


234506 
135 


п 1 
п) 113 


Придется вернуться к табличке и попробовать сделать лучшее 
предположение. Гм-м... Кажется, ](п.) всегла будет нечетно. И в 
самом деле, для этого имеется веское основание: первый обход по 
кругу исключает все четные номера. К тому же, если само п чет- 
но, мы приходим к ситуации, подобной той, с которой начали, за 
исключением того, что остается вдвое меньше людей и их номера 
меняются. 

Итак, допустим, что первоначально имеется 2п. людей. После 
первого прохода по кругу мы остаемся с номерами 


тт 3 


м — 3 5 


и следующий проход будет начинаться с номера 3. Это все равно, 
как если бы мы начинали с п людей, за исключением того, что 
номер каждого уцелевшего удваивается и уменьшается на 1. Тем 
самым 


(2) = 2 (п) —1 


Теперь можно быстро продвигаться к большим п. Например, нам 
известно, что ] (10) =5, поэтому 


(20) = 2] (10) -1=2.5-1=9. 


Аналогично, ] (40) = 17, и вообще можно вывести, что ](5.2"') = 
2+1 + 1. 


при п > 1. 


Вот случай, когда 
п = О не имеет 
смысла. 


Даже неудачная 
догадка — не пу- 
стая трата време- 
НИ, ПОСКОЛЬКУ ОНа 
помогает вникнуть 


В задачу. 


Вот в чем хи- 
трость: 

Х2м.) = 
пем№ (] (п.)), 
где пеи№о (К) = 
2—1. 
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чет, нечет, почет, Ну, а как насчет нечетного случая? Оказывается, что в случае 
учет ... 2п +1 людей жертва с номером |1 уничтожается сразу после 
жертвы с номером 2п, и мы остаемся с номерами 
3 
2. + 1 5 
2. — | 7 
9 


Опять получили почти первоначальную ситуацию с п людьми, 
но на этот раз номера уцелевших удваиваются и увеличиваются 
на 1. Таким образом, 


2 +1) = 2 п) +1 при п > 1. 


Объединение этих уравнений с ]|(1) =1 дает рекуррентное соот- 
ношение, которое определяет ] во всех случаях: 


ХТ) =Т1, 
2.) = 2 (п) —1 при п >21, (1.8) 
Г" + 1) = 2 (м) +1 прип > 1. 


Вместо получения (п) из (п — 1) это рекуррентное соотноше- 
ние действует значительно более ‚эффективно’, поскольку оно 
каждый раз уменьшает величину п вдвое и более. Скажем, мож- 
но вычислить ](1000000), применяя (1.8) только 19 раз. Но мы 
по-прежнему хотим найти выражение для ](п.) в замкнутой фор- 
ме, поскольку оно будет более информативным и позволит вы- 
числять решение еще быстрее. В конце концов, это ведь вопрос 
жизни или смерти. 

Наше рекуррентное соотношение дает возможность очень бы- 
стро составить таблицу первых значений |(п). Быть может, оно 
поможет нам так же быстро заметить закономерность и угадать 
ответ: 


п |1123145671|87101 12 13 14 15 | 16 
п) 1113113571135 791 131511 


Вот оно! Оказывается, если сгруппировать значения п. по степе- 
ням 2 (в таблице эти группы отделены вертикальными линиями), 
то в каждой группе ] (п) всегда будет начинаться с 1, а затем уве- 
личиваться на 2. Итак, если записать п. в виде п = 2" 1, гле 2" — 
наибольшая степень 2, не превосходящая п, а | — то, что остает- 
ся, то решение нашего рекуррентного соотношения, по-видимому, 
должно быть таким: 


2" +1 = +1 при т 20и0<1< 2". (1.9) 


(Заметим, что если 2" < п < 2"*!, то остаток 1 = п — 2" удовле- 
творяет неравенству 0 <1<2"+! — 2" = 2т.) 
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Теперь надо доказать (1.9). Как и прежде, мы будем исполь- 
зовать индукцию, но на этот раз — индлукцию по т. При т =0 
имеем | = 0; таким образом, база для (1.9) сводится к равенству 
ХТ) = 1, которое не вызывает сомнений. Индуктивный шаг со- 
стоит из двух частей в зависимости от того, четно или нечетно |. 
Если т >0и2" + 1 = 2, то 1 четно и 


2" +1) = 212" +1/2) = 1 = 2(/2+1 -1=21+1 


на основании (1.8) и индуктивного предположения; это как раз то, 
что нам надо. Аналогичное доказательство проходит и в нечетном 
случае, когда 2" + 1 = 2п +1. Можно было бы также заметить, 
что из (1.8) следует соотношение 


(2 + 1) — (2) = 2. 


В любом случае индукция выполнена и справедливость (1.9) уста- 
новлена. 

С целью иллюстрации решения (1.9), вычислим ](100). В этом 
случае 100 = 26 + 36, так что ] (100) =2.36+1 = 73. 

Теперь, когда самое трудное позади (решена задача), осмо- 
тримся немного: решение всякой залачи может быть обобщено 
так, что его можно применить к более широкому кругу задач. 
Раз уж нами освоена некая техника, поучительно присмотреться 
к ней повнимательнее и выяснить, что еще можно получить с ее 
помощью. Поэтому в оставшейся части данного раздела мы из- 
учим решение (1.9) и исследуем некоторые обобщения рекуррент- 
ного соотношения (1.8). Эти исследования выявят определенную 
структуру, которая лежит в основе всех таких задач. 

Степени 2 играли важную роль в нашем поиске решения, так 
что естественно обратиться к двоичным представлениям величин 
пи ] (п). Допустим, что двоичные разложения величин п имеют 
ВИД 


п = (В О —1 .. 
т.е. 
п = Ба" + В и_12"— + -:- + Ъ12 + щ, 


где каждое Ъ; равно 0 или 1, причем старший бит Би равен 1. 
Вспоминая, что п = 2" + 1, последовательно получаем: 


. Вт Бо) 2 


= (Тит м-2...6160)2, 

= (ОЪ 1 Ьм—2...6160)2, 

Ц т-—] В т—2... 61 600)2, 
+1 = (Вит м2... 61 бо 1}? 

п.) = (6-1 6-2... 61 Бо Бщ 2 


(Последнее следует из того, что ](п) = 2+Т и. = 1.) Мы 


доказали, что 


(мо и-т... 61 60)2) = (Вт... Ь1 Бо Вт) 2 (1.10) 


Но существует 6о- 
лее простой путь! 
Ключевой момент 
СОСТОИТ В ТОМ, ЧТО 
2") = 1 при 
всех т, а это не- 
медленно вытекает 
из нашего первого 
уравнения 


2.) =2п)— 


Следовательно, мы 
знаем, что первый 
человек уцелеет, 
когла п. является 
степенью 2. 

А в общем случае, 
когла п. = 2" +1, 
число людей со- 
кращается до сте- 
пени 2 после 1. ис- 
ключений. Первый 
из оставшихся в 
этот момент — тот, 
кто останется в 
живых, — имеет 
номер д +1. 


(„Итерация“ озна- 
чает применение 

функции к самой 
себе.) 


Более чем странно: 
если М — ком- 
пактное п -мерное 
многообразие 

С® (п > 1), 

то существует 
дифференцируемое 
погружение М 

в В^"-*), но 
необязательно 

В В2^-"-1 
Интересно, не за- 
нимался ли Иосиф 
топологией втайне 
от всех? 
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т.е., на программистском жаргоне, ](п} получается путем ци- 
клического слвига двоичного представления п влево на один 
бит! Мистика. Например, если п. = 100 = (1100100), то (п) = 
7((1100100)2) = (1001001}>, что равно 64 +81 = 73. Если бы мы 
имели дело с двоичной записью с самого начала, то, вероятно, 
сразу же бы наткнулись на эту закономерность. 

Если мы начинаем с п и итерируем ]-функцию т + 1 раз, 
то тем самым осуществляем циклический сдвиг на т +1 би- 
тов; а поскольку п является (т - 1)-битовым числом, мы мо- 
гли бы рассчитывать в итоге снова получить п. Но это не со- 
всем так. К примеру, если п = 13, то ]((1101)2) = (1011}›, но 
затем 1((1011)2) = (111)› и процесс обрывается: когла 0 стано- 
вится старшим битом — он пропадает. В действительности ](п) 
всегла лолжно быть < п по определению, ибо ](п) есть номер 
уцелевшего; следовательно, если ](п) < п, мы никогда не смо- 
жем получить снова п в последующих итерациях. 

Многократное применение ] порождает последовательность 
убывающих значений, достигающих в конце концов „неподвижной 
точки“ п, такой, что (п) = п. Свойство циклического сдвига 
позволяет легко выяснить, что это будет за точка: итерирова- 
ние функции т и более раз всегла будет порождать набор из 
одних единиц со значением 2”) — 1, где у(п) — число равных 
1 битов в двоичном представлении п. Так, поскольку (13) = 3, 
имеем 


2 и более 


—— 
ХУ...) (13)...)) = 28-1 = 7; 


аналогично, 


8 и более 


—— 
ХГ(...1((101101101101011)2)...)) = 2—1 = 1023. 
Странно, но факт. 

Давайте ненадолго вернемся к нашему первоначальному прел- 
положению, что |(п) = п./2 при четном п. Вообще-то это неверно, 
но теперь мы как раз в состоянии выяснить, когда это верно: 


п) = п/2, 
т = (2"+1/2, 
г = 3(2" —2). 


Если число | = 5(2" — 2) целое, то п = 2" +1 будет решени- 
ем, поскольку 1 меньше, чем 2". Нетрудно убедиться, что 2" — 2 
кратно 3, когда тт нечетно, но не когда 11 четно. (Мы будем изу- 
чать подобные вещи в гл.4.) Поэтому имеется бесконечно много 
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решений уравнения (п) = п/2, и первые — такие: 


т, | п=2"+ Е п) =2+1=1/2 п (двоичное) 
] 0 2 ] 10 
3 2 10 5 1010 
5 10 42 21 101010 
7 42 170 85 10101010 


Обратите внимание на крайний правый столбец. Это двоичные 
числа, циклический слвиг которых на одну позицию влево дает 
тот же самый результат, что и обычный сдвиг на одну позицию 
вправо (деление пополам). 
Отлично, мы достаточно основательно разобрались с функ- 
цией }]; слелующий этап — ее обобщение. Что бы случилось, если 
бы в нашей задаче возникла рекуррентность, схожая с (1.8), но 
с другими константами? Тогла мы вряд ли могли бы рассчиты- 
вать угалать решение, поскольку оно было бы воистину таин- 
ственным. Исследуем этот случай, введя константы х, Виу, и Какая-то греческая 
попытаемся: найти решение в замкнутой форме для более общего грамота. 
рекуррентного соотношения 


КТ) =х, 
2) (п) + В при п 
2" +1) = 21 (п) фу при п 


(В нашем первоначальном рекуррентном соотношении было о = 
1, В = —1иу = 1.) Начиная с {(Т) = х и прибегая к ранее опробо- 
ванному способу, можно составить следующую сводную таблицу 
для малых значений п: 


Т, (1.11) 
1 


2 
2 





(1.12) 






8 + 7В 
8% + 6В + У 


Похоже, что коэффициенты при х равны наибольшим степеням 2, 
не превосходящим п. Кроме того, между последовательными сте- 
пенями 2 коэффициенты при В уменьшаются на 1 вплоть до 0, а 
при у увеличиваются на 1, начиная с 0. Поэтому, если выразить 
(п) в виде 


п) = Ап) х + В(п) В + См)у, (1.13) 


чм ш«фь|-— 3 
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разделяя зависимость от х, В иу, то, по-видимому, 


А(п) = 2", 
В(п) = 2" -—1-\, (1.14) 
СЪ) =\1. 
Здесь, как обычно, п = 2" +1и0<1< 2" прип > 1. 
Подождите, впере- Нельзя сказать, что так уж трудно доказать (1.13) и (1.14) 
ди вас ждет новое —по индукции, но подобные действия бестолковы и малоценны. К 
угощение. счастью, существует лучший способ действия, если выбрать от- 


дельные значения и затем скомбинировать их. Продемонстрируем 
этот способ на примере частного случая х = 1, В = = 0, когда 
функция {(п) предполагается равной А(п). Тогда (1.11) сводится 
к рекуррентному соотношению 


А(Т) =Т, 
А(2.) = 2А(п) при п >21, 
А(2 + Т) = 2А(п) при п 2 1. 


Достаточно ясно (доказывается индукцией по 11), что А(2"-+ 1) = 
27%. 
Затем воспользуемся рекуррентным соотношением (1.11) и ре- 
шением (1.13) в обратном порядке, начав с простой функции 
(п) и выяснив, нет ли каких-нибуль определяющих ее констант 
Тонкая мысль! (х, В, У). Подстановка постоянной функции (п) =Тв (1.11) по- 
казывает, что 


следовательно, значения (х, В, у) = (1, —1, —1), удовлетворяющие 
этим уравнениям, дадут А(п)—В(п)—С(п.) = п) = 1. Подобным 
п.) = п: 


же образом можно подставить {( 
1 = о, 
м = 2.п +В, 


т = 2.п + У. 


Эти уравнения справедливы при всех п, когла х = 1, В =0и 
у = 1, так что нет нужды доказывать по индукции, что при этих 
параметрах !(п) = п. Нам уже известно, что в таком случае 
(п) = п будет решением, поскольку рекуррентное соотношение 
(1.11) однозначно определяет {(п.) при каждом п. 

И теперь, в сушности, блюдо готово! Мы показали, что фун- 
кции А(п), В(п) и С(п) из (1.13), которые определяют решение 
(1.11) в общем случае, удовлетворяют уравнениям 


Ап) = 2", где п. = 2" +1и0<1< 2", 
А (п) — В(п.) — Сп) =Т, 
А (п) + Сп) =п. 
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Наши предположения, сделанные в (1.14), подтверждаются не- 
медленно, поскольку мы можем решить эти уравнения, получая 
Съп) =п-А(п) =Ти В(п) =А(п) —-1-— С(п) =2" —1-—1. 

Изложенный подход иллюстрирует исключительно полезный 
репертуарнъй! метод решения рекуррентных уравнений. Сна- 
чала мы подбираем величины общих параметров, для которых 
мы знаем решение — это обеспечивает нас репертуаром разреши- 
мых частных решений. Затем, комбинируя частные решения, мы 
получаем общее решение. При этом необходимо столько независи- 
мых частных решений, сколько имеется независимых параметров 
(в нашем случае их было три — для х, Ви\у). Другие примеры 
репертуарного подхода содержатся в упр. 16 и 20. 

Мы знаем, что первоначальная ]-рекуррентность имеет мисти- 
ческое решение в двоичной записи: 


(6 о и—1 .. . 61 6о)2) — (В м-1 .. . 61 Во 6")? , где О = ]. 


А допускает ли обобщенная ]|-рекуррентность подобную мистику? 
Конечно, почему же нет? Обобщенную рекуррентность (1.11) 
можно переписать как 


ЕТ) =х, 
(2. +}) = 2 (п) + В; 


если положить Во = Ви В1 =У. А эта рекуррентность разверты- 
вается, бит за битом: 


(6 м бт ...61 60)2) = 24 (мт... 61)2) + Вы 
= 4 ((6 м Бит .. .62)2) + 2Вь, + Вы 


(1.15) 


при) =01 и п>1, 


= 2" (62) + 2" "Вы. +... +2Вь, + Вы 
= 2} + В, + --- + 2Вь, + Вы. 


Предположим, что теперь мы расширили систему счисления с 
основанием 2, так что в ней допустимы произвольные цифры, а 
не только 0 и 1. Предыдущий вывод означает, что 


(м Бит... 01 60)2) = («Въ _, Вьн_› -.. Вь, Вы)2. = (1.16) 


Чудесно. Мы смогли бы заметить это обстоятельство гораздо 
раньше, если бы составили табл. (1.12) в ином виде: 






4% + 28 + В 
4 + 2В + У 
4х + 2 + В 
4х + у-+у 


ча] «| —| 3 


Внимание! 
Авторы рассчи- 
тывают на то, что 
читатель осознает 
идею метода из 
этого подробного 
примера, и не 
излагают его по- 
следовательно, 
„сверху вниз". 
Этот метод лучше 
всего работает с 
рекуррентными 
соотношениями, 
„линейными“ в Том 
смысле, что их ре- 
шения могут быть 
выражены в виде 
суммы произволь- 
ных параметров, 
помноженных на 
некоторые фун- 
кции от п, как 

В (1.13). В этом 
смысле уравнение 
(1.13) типично. 


Мне кажется, до 
меня доходит: в 
двоичных предста- 
влениях А(п), 
В(п) и С(п) 
единицы стоят на 
разных местах. 


„Существуют два 
рода обобщений: 
один дешевый, 
другой ценный. 
Легче обобщить, 
разбавив малень- 
кую идею большой 
болтовней. 
Приготовить 
очищенный и сгу- 
щенный экстракт 
из нескольких 
хороших составных 
частей значительно 


труднее" 
— Д. Пойа [242] 


Возможно, это 
было стечением 


неблагоприятных 
обстоятельств. 


Но, вообще-то, я 
против возврата 
ВОЙН. 
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Например, при п = 100 = (1100100)› значения х =1, В = -1 
и у = Т для исходной ]-рекуррентности лают 


п= (1 1 Ооо п 1 0 0} = 10 


+ (п) От т) 
+64 +32 —16 —8 +4 —2 1 = 


73, 


как и прежде. Свойство циклического сдвига сохраняется, по- 
скольку каждый набор двоичных цифр (10...00)› в данном 
представлении п преобразуется в 


(1—1... —1-1)› = (00...01). 


Итак, изменение системы счисления привело нас к компактно- 
му решению (1.16) обобщенной рекуррентности (1.15). Если нам, 
право, неймется — можно обобщить ее еще больше. Рекуррент- 
ность 


2) = % 
(ап )) = сЕ(п.) + В; 


при | <а, 


13) 
(1.17) 
прид0<)<4 и 


п> 1, 


совпадает с предылущей за одним исключением: мы начинаем с 
чисел по основанию 4, а получаем значения по основанию с. То 
есть эта рекуррентность имеет решение с переменным основанием 


(м Бш1.. 51 6о)а) = (мь„ Въ Въи_з. - „Вы: Въо с. 


Предположим, к примеру, что вследствие некоторого благоприят- 
ного стечения обстоятельств нами получено рекуррентное соот- 
ношение 


(1.18) 


(т) = 34, 

(2) =5, 
(3п.) = 10 (п) + 76 прип > 1, 
(Зи +1) = 10(п) — 2 при п >21, 
(3п +2) = 10 (п) + 8 при п >21, 


и, допустим, мы хотим вычислить 1(19). Здесь а =Зис = 10. 
Тогда 19 = (201}3, и решение по переменному основанию позво- 
ляет осуществить переход от основания 3 к основанию 10 цифра 
за цифрой. Так, старшая цифра 2 становится цифрой 5, аби | 
становятся цифрами 76 и —2, образуя наш ответ: 


+(19) = +((201)з) = (5 76 —2) 0 = 1258, 


Итак, Иосиф и иудейская война привели нас к довольно инте- 
ресным обобщенным возвратным соотношениям. 
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Упражнения 


Разминочные упражнения 


1 


То, что все лошади одной масти, можно доказать инлукцией 
по числу лошадей в определенном табуне. Вот так: 

„Всли существует только одна лошадь, то она своей масти, 
так что база индукции тривиальна. Для индуктивного пере- 
хода предположим, что существует п. лошадей (с номерами от 
1 до п). По индуктивному предположению лошади с номера- 
ми от 1 до п — | одинаковой масти, и, аналогично, лошади с 
номерами от 2 до п. имеют одинаковую масть. Но лоттади по- 
средине с номерами от 2 до п — 1 не могут изменять масть в 
зависимости от того, как они сгруппированы,— это лошади, а 
не хамелеоны. Поэтому в силу транзитивности лоптади с номе- 
рами от 1 до п. также должны быть одинаковой масти. Таким 
образом, все п. лошадей одинаковой масти. чтд 

Есть ли ошибка в приведенном рассуждении и какая имен- 
но? 


Найдите кратчайшую последовательность перекладываний, 
перемещающих башню из п дисков с левого кольшка А на 
правый колышек В, если прямой обмен дисками межлу А 
и В запрещен. (Каждое перекладывание должно производить- 
ся через средний колышек. Как обычно, больший диск нельзя 
класть на меньший.) 


Покажите, что в процессе перемещения башни при ограниче- 
ниях из предыдущего упражнения нам встретятся все допу- 
стимые варианты размещения п. дисков на трех колышках. 


Имеются ли какие-нибудь начальная и конечная конфигура- 
ции из п дисков на трех колышках, которые требуют более 
чем 2" —1 перекладываний, чтобы получить одну из другой 
по исходным правилам Люка? 


Так называемая „диаграмма Венна“ с тремя пересекающими- 
ся окружностями часто приводится для иллюстрации восьми 
возможных подмножеств, связанных с тремя заданными мно- 
жествами: 


т 


У 


Можно ли проиллюстрировать четырьмя пересекающимися 
окружностями шестнадцать возможностей, которые возника- 
ют в связи с четырьмя заданными множествами? 


Разминка 
во всех главах 
обязательна! 

— Адм-ция 


„Прежде чем ре- 
шать задачу, по- 
думай, что делать 
с ее решением" 

— Д. Пойа 
[239* с. 208]. 


... То есть лошадь 
уже иной масти. 
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6 Некоторые из областей, очерчиваемых п прямыми на плос- 
кости, бесконечны, в То время как другие конечны. Каково 
максимально возможное число конечных областей? 


7 Пусть Н(п) = (п-+П-—/(п). В силу уравнения (1.8) Н(2п) = 2, 
а Н(2т-1) = (2+2) —] (21-1) = (27 (п + 1-1) - (2 (п) +1) = 
2Н(п.)—2 при всех п. > 1. Поэтому представляется возможным 
доказать инлукцией по п, что Н(п.) = 2 при всех п. Что здесь 
неверно? 


Домашние задания 
8 Решите рекуррентное соотношение 


Че =х, О! =В, 
Ол (1+ Ол-—1)/От-2 при п > 1. 


Примите, что О„ 2 0 при всех п > 0. Указание: 04 = 


(1 +х)/В. 


9 Иногда возможно использование ‚обратной индукции, т.е. до- 
казательства от п. к п - |, а не наоборот! К примеру, рассмо- 
трим утверждение 


(п): Ж...ж < и 


п. 
‚ е@слиху,..., Хи 2 0. 
п 
Оно справедливо для п = 2, так как (х1 + х2)? — 4жх2 = 
(х1 — х2)* 20. 


а Полагая хи = (х1 +... +хи-1)/(п — 1), докажите, что Р(п.) 
влечет Р(п. — 1) при всяком п > 1. 

ЪЬ Покажите, что Р(п) иР(2) влекут Р(2п). 

с Объясните, почему отсюда следует справедливость Р(п.) 
при всех п. 


10 Пусть О, — минимальное число перекладываний, необходи- 
мых для перемещения башни из п дисков с колышка А на ко- 
лышек В, если все переклалывания осуществляются по часо- 
вой стрелке— т.е. с А на В, или с В на другой колышек, или 
с другого колышка на А. Кроме того, пусть К„ — минимальное 
число перекладываний, необходимых для перемещения башни 
с В обратно на А при том же ограничении. Докажите, что 


О, если п. = 0, 
о = 281 -1, если п > 0; 
в если п = 0, 

“| О.-+О.—-1, еслип> 0. 


(Нет необходимости решать эти рекуррентные соотношения — 
как это делается, мы увидим в гл. 7.) 
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11 Двойная ханойская башня состоит из 2п дисков п различ- 
ных размеров — по два диска каждого размера. Как и в случае 
обычной башни, за один раз разрешается перекладывать толь- 
ко один диск и нельзя класть больший диск на меньший. 


а Сколько перекладываний необходимо для перемещения 
двойной башни с одного колышка на другой, если диски 
одинаковых размеров неотличимы друг от друга? 

ЪЬ Что если в окончательном расположении дисков требуется 
воспроизвести исходный порядок всех одинаковых дисков 
сверху донизу? [ Указание: это трудно — на самом деле это 
„конкурсная задача“ | 


12 Лавайте еще обобщим упр. 11а, предполагая, что имеется п 
различных размеров дисков и ровно тк дисков размера К. 


Определите наименьшее число А(ту,..., т.) перекладыва- „Не делайте при 
ний лисков, необходимых для перемещения такой башни, если ПОМОЩИ большего 
считать диски одинаковых размеров неразличимыми. То, что можно сде- 


лать при помощи 
13 На какое максимально возможное число областей плоскость меньшего“ 


делится п. зигзагообразными линиями. — Д. Пойа, 
[240* с.277. 


272 = 12 


каждая из которых состоит из двух параллельных полубеско- 
нечных прямых, соединенных прямолинейным отрезком? 


14 На сколько частей можно разделить головку сыра с помошью 
пяти плоских разрезов? (Головка сыра должна оставаться в 
исходном положении, пока вы ее режете, и каждому разре- Ну-ну... Желаем 
зу должна соответствовать некоторая плоскость в трехмерном Успеха в этом деле! 
пространстве.) Найдите рекуррентное соотношение для Р‚ — 
максимального числа трехмерных областей, на которое может 
быть разбито пространство п. произвольно расположенными 
плоскостями. 


15 У Иосифа был друг, которого он спас, поставив на предпослел- 
нее спасительное место. Чему равен (п) — номер предпослелд- 
него выжившего, если экзекуции подлежит кажлый второй? 


16 Примените репертуарный метод для решения обобщенного ре- 
куррентного соотношения с четырьмя параметрами 


9(1) =х, 
9(2п. +)) = 39(п) +уп+В; при) =01Т и п?21. 


Указание: попробуйте функцию 9(п.) = п. 


Это что-то вроде 
пятизвездного 
метода? 
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Контрольные работы 


17 Обозначим через У/„ наименьшее число перекладываний, не- 
обхолимых для перемещения башни из п дисков с одного ко- 
лышка на другой, когда имеется не три, а четыре колышка. 
Покажите, что 


Ул (+1) /2 < 2М/(п-1/2+ Ш  прип>0. 


(Здесь Т„ = 2" — 1 — число перекладываний в обычном случае 
трех колышков.) Воспользуйтесь этим для нахождения выра- 
жения {!(п), такого, что У/„(и+1)/2 < (п) при всех п > 0. 


18 Покажите, что следующая совокупность п ломаных линий де- 
лит плоскость на Ги областей, где Г. определено в (1.7): ка- 
жлая }-я ломаная при 1 < } < п имеет излом в точке (п2,0) 
и проходит через точки (п?) — п), 1) и (п —п) —-п",1). 


19 Могут ли п ломаных линий разделить плоскость на Г. обла- 
стей, когла угол каждого излома составляет 30°? 


20 Примените репертуарный метод решения обобщенной рекур- 
рентности с пятью параметрами 
®(1) =х, 
К(2п +) = 4 (п) +ул+В; при] =0Т и п>1. 


Указание: попробуйте функции Н(п) =пи (п) =п^. 

21 Лопустим, что в круг поставлено 2п. человек, первые п. из ко- 
торых — ‚славные ребята“, а п последних — ‚гадкие парни‘; По- 
кажите, что всегда найдется целое т (зависящее от п), такое, 
что если, двигаясь по кругу, мы наказываем каждого т-го, то 
первыми будут наказаны все гадкие парни. (К примеру, при 
п. = 3 можно взять т = 5, а при п = 4 взять т = 30.) 


Конкурсные задачи 


22 Покажите, что используя п выпуклых многоугольников, ко- 
торые конгруэнтны друг другу и повернуты относительно об- 
шего центра, можно построить диаграмму Венна для 2" все- 
возможных подмножеств п. заданных множеств. 


23 Лопустим, что Иосиф занимает конкретное }-е место, но при 
этом имеет возможность назвать роковой параметр 4, после 
чего уничтожается каждый 4-й человек. Всегда ли он сможет 
спастись? 


Исследовательские проблемы 

24 Найдите все рекуррентные соотношения вида 

ао + ат Хит + -:: + акХи-к 
61 Х 1 +. о кХ ик 

решения которых периодичны. 


Ха — 


, 
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26 


Решите задачу о ханойской башне с четырьмя колышками и 
в бесконечном числе случаев, доказав, что в соотношении из 
упр. 17 имеет место равенство. 


Обобщая упр.23, будем называть иосифовым подмноже- 
ством множества {1,2,...,п} такое множество из К номе- 
ров, что при некотором 4 первыми будут уничтожены лю- 
ди с остальными п — К номерами. (На этих К местах нахо- 
дятся ‚славные ребята" которых хочет спасти Иосиф.) Ока- 


зывается, что при п = 9, три из 27 возможных подмножеств 
являются неиосифовыми, а именно, подмножества {1,2,5,8,9}, 
{2,3,4,5,8} и {2,5,6,7,8}. Когда п = 12, то 13 подмножеств 
являются неиосифовыми, а при любом другом п < 12 нет ни 
одного неиосифова. Редки ли неиосифовы подмножества при 
больших п? 


Да, поздравля- 
ем, если вы их 
найдете. 





Исчисление сумм 





Членом почетным 
И По нечетным 
тоже. 


СУММЫ ВЕЗДЕСУЩИ в математике, поэтому нам потребуются 
основные приемы обращения с ними. Эта глава знакомит с теми 
обозначениями и методами, которые помогут освоиться с сумми- 
рованием. 


2.1 ОБОЗНАЧЕНИЯ СУММ 


В гл. 1 мы уже сталкивались с суммой первых п натураль- 
ных чисел, которую старательно выписывали как 1+2-+3-+...-+ 
(п — ТП + п. Многоточие ‘...’в таких формулах указывает на 
то, что пропущенное нужно восполнить по аналогии с соседними 
членами суммы. Разумеется, мы должны остерегаться сумм типа 
1-7-...-+4Т1.7, которые не что иное, как вопиющая бессмыслица. 
С другой стороны, включение членов 3 и (п —1) было излишней 
роскошью — достаточно было бы написать 1 +2+...-+п. Крайне 
самоуверенные ограничились бы даже записью 1 +... +1. 

Мы будем иметь дело с суммами общего вида 


+++ (2) 


гле каждое ак — определенное каким-то образом число. Такое обо- 
значение имеет то преимущество, что при наличии достаточно 
богатого воображения можно ‚представить“ себе всю сумму цели- 
ком, почти так, как если бы она была выписана полностью. 
Каждый элемент ак такой суммы называется ее членом. За- 
частую эти члены определяются косвенно, в виде формул, следуя 
некоторому легко просматривающемуся правилу, а в ряде случа- 
ев приходится записывать суммы в развернутом виде с тем, что- 
бы стал понятен их смысл. Например, если предполагается, что 


формула 
2+... +2" 


должна обозначать сумму из п, а не из 2"! членов, то ее следует 
записать более аккуратно как 


29-21 +...+2“". 
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Хотя обозначение с использованием ‘...’ широко распростра- 
нено, оно излишне громоздко и может вызывать разночтения. Ис- 
пользуются и другие способы записи суммы, особенно форма за- 
писи с явными пределами 


и 
> ак, 


К=1] 


(2.2) 


которая называется сигма-обозначением, поскольку здесь фигу- 
рирует греческая буква > (прописная сигма). Это обозначение 
говорит, что включать в сумму надо именно те члены ак, но- 
мер К которых является целым числом, лежащим между нижней 
и верхней границами 1 и п включительно. Это произносится как 
„сумма по Кот 1 до п" Это ) -обозначение ввел Жозеф Фурье в 
1820 г., и оно вскоре покорило математический мир. 

Кстати, величина после знака ) (в данном случае ак) назы- 
вается общим членом. 

Говорят, что переменный индекс К связан знаком )_в (2.2), 
поскольку К в ак не имеет отношения к тем К, которые появля- 
ются за рамками сигма-обозначения. В частности, любая другая 
буква могла бы заменить К без изменения смысла (2.2). Часто ис- 
пользуется буква 1 (возможно потому, что с нее начинается слово 
‚1одех“), но мы будем, как правило, суммировать по К, поскольку 


разумно сохранить 1 за \/-Т. 

Оказывается, что еще более полезным, чем форма записи с 
явными пределами, является обобщенное сигма-обозначение: мы 
просто записываем одно или несколько условий под знаком )_, за- 
давая тем самым множество значений индекса, по которым следу- 
ет проводить суммирование. Например, суммы (2.1) и (2.2) можно 
записать иначе как 


ув. 


1<К< п 


(2.3) 


Хотя в этом отвлеченном примере и не видно существенного раз- 
личия между новым обозначением и обозначением (2.2), обобщен- 
ное обозначение позволяет „брать“ суммы по множествам значе- 
ний индекса, не ограниченным последовательными целыми чи- 
слами. К примеру, сумму квадратов всех нечетных положитель- 
ных чисел, меньших 100, можно выразить таким образом: 


7) к 
1<К<100 
К нечетно 


Аналог этой суммы с явными пределами 
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У (2к+1] 


К=0 


. 1=оо 


тацие дие 
Роп ао! аоппег 
аи потЬге епНег 1 
фоирез зе; уаеиг$ 
1, 2,3,..., @# 
ргепаге [а зотте 
4ез фегтез“ 

— Ж. Фурье [324] 


Граффити на 
иностранных 
языках способ- 
ствуют воспитанию 


ПОЛИГЛОТОв. 
— Ред. 


Ну, я бы не хотел 
заменять перемен- 
НЫЙ индекс К на 
а или п —эти 
буквы являют- 
ся „свободными 
переменными" 
имеющими са- 
мостоятельное 
значение за рам- 
ками этой >. 
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более громоздок и менее нагляден. Аналогично, сумма обратных 
всем простым числам между | и М есть 


1 
> 5; 
р<М 
р простое 
в случае формы записи с явными пределами потребовалось бы 
написать 


пм) ] 


› 
уе Рк 


где рк означает К-е простое число, а п(М) — количество простых 
чисел, не превосходящих М. (Между прочим, эта сумма дает при- 
близительно среднее число простых делителей „случайного“ це- 
лого числа, близкого к М, поскольку около 1/р этих целых чисел 
делятся на р. При большом М она примерно равна шш М + М, 
гле М = 0.2614972128476427837554268386086758590515666 — кон- 
станта Мертенса [220], пх означает натуральный логарифм х, а 
2 шх означает ш(шх).) 
Но самым большим преимуществом обобщенного сигма-обоз- 
Знак суммы похож  начения является то, что с ним обращаться гораздо легче, чем 
на сгорбившегося с формой записи с явными пределами. Предположим, например, 
грузчика. что нам захотелось заменить переменный индекс К на К + 1. В 
случае обобщенной формы записи мы имеем 


У «= >» а: 


1<К<п 1<К--1< п 


легко сообразить, что происходит, и мы производим подстановку 
почти без всяких раздумий. А в случае обозначения с явными 
пределами получаем 


п 
2 = 
К=1 


в этом случае труднее понять, что стряслось, и болыше шансов 
совершить оплошность. 
Тем не менее, форма записи с явными пределами не является 
Кругленькая совершенно бесполезной. Она имеет округлые, привлекательные 
сумма. .. формы и быстро пишется, ибо сумма (2.2) состоит из семи сим- 
волов, в сравнении с восемью, требуемыми для суммы (2.3). По- 
этому мы будем зачастую использовать ) с пределами при фор- 
мулировке задачи или представлении результата, но предпочтем 


п-] 


Чк+1, 
К=0 


Это еще что...А иметь дело с соотношениями-под-)_ при действиях с суммой, ко- 
вы бы подсчита- торые требуют преобразования переменной суммирования. 
ЛИ, СКОЛЬКО № В Знак ) встречается в этой книге более 1000 раз, поэтому надо 


„Илиаде“ бы убедиться в том, что мы наверняка знаем, что он означает. 
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Формально 
У Ак (2.4) 
Р(К) 


представляет собой сокращенную запись суммы всех членов ак, 
таких, что целое К удовлетворяет заданному условию Р(К). 
(„Условие Р(К)“ — это некоторое утверждение относительно К, ко- 
торое может быть либо истинным, либо ложным.) Пока допустим, 
что ак 70 лишь для конечного числа К, удовлетворяющих усло- 
вию Р(К); в противном случае будет складываться бесконечное 
число ненулевых членов, и тогда придется несколько исхитрить- 
ся. Другая крайность: когла Р(К) ложно для всех целых К, мы 
получаем ‚пустую“ сумму — пустая сумма по определению равна 
нулю. 

Если знак суммы появляется в тексте, а не в выделенной фор- 
муле, то используется слегка измененная форма записи (2.4): мы 
пишем РК) ак’, придавая условию Р(К) вид нижнего индекса 


при ), для того чтобы формула не слишком выходила за пре- 
делы строки. Аналогично, Ук ак’ представляет собой удобный 
вариант записи (2.2), если мы хотим уместить данное обозначение 
в одну строку. 

Зачастую соблазнительна запись 


п—1 Ш 
У кк-Пт-ю вмесю >) Кк-Птп-К, 
К=2 К=о0 


поскольку при К = 0, Ти п соответствующие члены этой суммы 
равны нулю — разве не разумнее сложить п-—2 члена вместо п-+] 
членов? Но не надо поддаваться таким соблазнам: разумность в 
смысле вычисления и разумность в смысле понимания — это не 
одно и то же! В дальнейшем мы обнаружим, что как можно более 
простые верхние и нижние границы индекса суммирования име- 
ют то преимущество, что при простых границах гораздо проше 


обращаться с суммами. Более того, обозначение типа у" мо- 
жет даже приводить к опасной двусмысленности, поскольку не 
совсем ясен его смысл при п = 0 или п =1 (см. упр. 1). Нулевые 
члены безопасны и часто избавляют от ненужных хлопот. 
Обозначения, которые мы обсуждали до сих пор, являются 
общепринятыми, но сейчас мы собираемся решительно отступить 
от сложившейся традиции. Кеннет Айверсон в своем языке про- ась мне в других 
граммирования АПЛ [4, с. 11, см. также 152], внес замечательную — книгах (я имею в 
идею, которая, как будет видно, существенно упрощает многое из виду би, равную 
того, что мы собираемся проделать в этой книге. Его идея состоит 1, если К=п, и 
в том, чтобы просто заключать истинное-или-ложное утвержде- 0 — в противном 
ние в квадратные скобки и считать при этом, что результат равен случае), всего 
1, если данное утверждение истинно, и 0, если данное утвержде- ЛИШЬ частный 


ние ложно. Например, ры нотации, 


[2 простое] = ], если р — простое число, сто нее можно 
О, если р — не простое число. писать [К=п.]. 


Вот это да! „Дель- 
та Кронекера’, 


„Я часто удивляюсь 
Новым, ваЖНЫМ 
приложениям [это- 
го обозначения]. 

—Б. де Финетти 
[313] 


... И Уменьшает 
шансы получить 
плохую отметку 
на экзамене за 
„недостаточную 
строгость“ 


2.2 СУММЫ И РЕКУРРЕНТНОСТИ 


Нотация Айверсона позволяет выражать суммы без каких бы то 
ни было ограничений на индекс суммирования, поскольку сумму 
(2.4) можно переписать в виде 


У. ак[Р(К)]. (2.5) 
к 


Если Р(К) ложно, то член ак|Р(К)] равен нулю, так что можно 
спокойно включать его в состав суммируемых членов. Это упро- 
щает манипулирование с индексом суммирования, ибо нет нужды 
беспокоиться о граничных условиях. 

Необходимо только отметить одну техническую деталь: ино- 
гла ак бывает определено не для всех целых К. Это затруднение 
можно обойти, допуская, что [Р(К)] является „очень сильно ну- 
левым“ когда Р(К) ложно,—оно настолько нулевое, что делает 
ак [Р(К]] равным нулю, даже когда ак не определено. Например, 
если воспользоваться нотацией Айверсона для записи суммы чи- 
сел, обратных простым < М, в виде 


У [р простое[р < М/р, 
р 


то при р, равном нулю, проблем с делением на нуль не воз- 
никает, потому что наше допущение позволяет считать, что 
[0 простое][0 < М]/0 = 0. 

Давайте теперь подытожим то, что обсуждалось до сих пор 
в отношении сумм. Имеются два заслуживающих внимания спо- 
соба записи суммы членов: в одном случае используется ‘..-', 
в другом —‘) '. Запись с многоточием часто подсказывает по- 
лезные преобразования (в частности, группировку смежных чле- 
нов), поскольку, когда вся сумма маячит у нас перед глазами, мы 
можем уловить упрощающую ее закономерность. Однако обилие 
добра сродни пороку. Сигма-обозначение компактно, впечатляет 
родных и близких и зачастую подсказывает преобразования, ко- 
торые не столь очевидны в случае записи с многоточием. При 
работе с сигма-обозначением нулевые члены совсем не мешают — 
напротив, они часто облегчают )_-операцию. 


2.2 СУММЫ И РЕКУРРЕНТНОСТИ 


Итак, мы разобрались, как выражать суммы с помощью 
того или иного причудливого обозначения. Но как надо действо- 
вать для нахождения значения той или иной суммы? Один из 
способов — заметить, что существует тесная связь между сумма- 
ми и рекуррентностями. Сумма 


м 
К=0 
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эквивалентна рекуррентности 


50 = ао; (2.6) (Считайте, что 
$и = $1 + @й при п > 0. | $" — не просто 


. отдельное число, 
Следовательно, можно вычислять суммы в замкнутои форме, ИС- а их пос ледова- 


пользуя для этого методы решения рекуррентных соотношений В тельность, опре- 
замкнутой форме, которые изучались в гл. 1. деленная для всех 
К примеру, если а’ есть некая постоянная плюс некое крат- п>20.) 
ное п, то сигма-рекуррентность (2.6) приобретает следующий об- 
щий ВИД: 
Ко =, 
К. = К,_1-+В+уп  прип>0. 


Действуя так же, как в гл.1, мы находим, что К1 = х+В+уУ, 
К = ж+28 +3Зуитд., а вообще искомое решение может быть 
записано в виде 


(2.7) 


К, = Ап) х-+В(п)В + Сму, (2.8) 
гле А(п), В(п) иС(п.) — коэффициенты при основных параметрах 
©, В, ИУ. 


Репертуарный метод подсказывает попробовать подставить 
вместо К„ простые функции от п в надежде найти такие постоян- 
ные параметры с, В и у, при которых решение особенно просто. 
Подстановка К. = 1 дает хх =1, В =0, у =0, откуда 


А (п) =Т. 


Подстановка К. = п дает х = 0, В =1, у =0, откуда 


В(п) =цп. 

А подстановка К. = п? дает х = 0, В =-1, у=2, откуда 
2С(п.) — В) = п, 

и мы получаем С(п) = (п? +п)/2. Просто как дважды два. Еще проще: 
Итак, если мы хотим вычислить сумму 2х2 = д 

п уе 

} (а + ък) , 5 (4п +1) (4п-+3) 
к=0 


то сигма-рекуррентность (2.6) сводится к (2.7) с х= В =а, у =Ь, 
и ответом будет аА(п) + аВ (п) +5С(п) =а(п+ 1) +Ъ (п + Т)п/2. 

И обратно, многие рекуррентности могут быть сведены к сум- 
мам; в силу этого специальные методы вычисления сумм, кото- 
рые мы изучим позже в этой главе, будут полезны и при решении 
рекуррентных соотношений, справиться с которыми иначе было 
бы трудно. Подходящий пример — рекуррентность, связанная с 
задачей о ханойской башне: 


То =0; 
Та = 21.—1+1 при п > 0. 
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Ее можно привести к частному случаю (2.6), если поделить обе 
части на 21: 


То/2° = 0; 

Т,/2“ — и—1/27 + 1/2" при п > 0. 
Теперь можно положить $ = Т./2", получая 

$0 = 0; 

$ = $и_1+2"“ при п > 0. 


Отсюда вытекает, что 


=) 2к. 
к=1 
(Обратите внимание, что член с К = 0 не включен в эту сум- 
му.) Сумма геометрической прогрессии 2—1 + 2? +... +2" = 
(5)1+(5)2 +.-.-+(5)" будет выведена в этой главе позднее — она 
окажется равной 1 — (1)". Следовательно, Ти = 2" $, = 2" —1. 

В этом выводе мы перешли от Ти к $и, заметив, что исходное 
рекуррентное соотношение можно было поделить на 2". Эта улов- 
ка — частный случай общего метода, с помошью которого факти- 
чески любую рекуррентность вида 


ап Та = би Г -1 + Сп (2.9) 


можно свести к сумме. Суть данного метода состоит в том, чтобы 
лдомножить обе части на суммирующий множитель $1: 


5п ап [п — $пОи [м1 + $пСп. 


При этом множитель $, подбирается столь искусно, чтобы сде- 
лать $0, равным $,_1а_1. А теперь, если положить 5: = 
$п ап Гл, То получим сигма-рекуррентность 


п = $и-1- $пСи. 
Следовательно, 
п мц 
$и = зоаоТо+ )_экск = $161 То+ У $кск, 
к=1 К=1 


и решением исходной рекуррентности (2.9) является 


(зыт+ > зи) . (2.10) 


К=1 


Т. = 





5п Чп 
(Величина $1 со- 
кращается, так что Например, при п = 1 мы получаем Т: = ($161 Го + $1с1)/$1ат = 
она может быть (61 То + ст) /ат. 
чем угодно, кроме Но хватит ли нам сообразительности, чтобы найти требуе- 
нуля.) мое $«? Нет проблем: достаточно развернуть соотношение $„ = 
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5л—1ал_1/6п, Чтобы выяснить, что искомым суммирующим мно- 
жителем является дробь 


Чт—1л—2...&а1 
оби 1...62 


или любое подходящее кратное этой величины. В частности, для 
рекуррентности, связанной с задачей о ханойской башне, ак = | 
и ф.. = 2; общий метод, который мы только что вывели, утвер- 
ждает, что $, = 2" является подходящим кандидатом на роль 
множителя, если мы хотим свести рекуррентность к сумме. Аля 
того чтобы обнаружить сей множитель, не нужно искры вдохно- 
вения. 

Как всегда, надо соблюдать осторожность, чтобы не поделить 
на нуль. Метод суммирующего множителя срабатывает всегда, 
когда все а и все Ъ не равны нулю. 

Применим эти соотношения к рекуррентности, которая возни- 
кает в связи с анализом „быстрой сортировки" — одного из наибо- („Быстрая сор- 
лее популярных методов внутренней сортировки данных в ком-  тировка“ была 
пьютере. Среднее число выполняемых „быстрой сортировкой" ша- придумана Хоаром 
гов сравнения, когла она применяется к п элементам данных, рас- 8 1962 г [333].) 
положенным в случайном порядке, удовлетворяет рекуррентному 
соотношению 


Со =0; 


$ = (2.11) 


т 
С =т+1+ 2 С при п > 0. 


(2.12) 


М-да...Это выглядит гораздо страшнее, чем встречавшиеся до 
сих пор рекуррентности: сюда входит сумма всех предыдущих 
величин, да еще деление на п. Попытка вычислить несколько 
первых значений даст нам кое-какую информацию (С1 =2, С) = 
5, Сз = “), но не избавит от чувства страха. 

Однако сложность соотношения (2.12) можно снижать посте- 
пенно, сперва избавившись от деления, а затем — от знака )_. Ре- 
ализуя эту идею, домножим обе части рекуррентности на п, по- 
лучив соотношение 


п-—1 
пСь = 1^+п+2» С» при п > 0; 
к=0 


а если заменим п на п — 1, то 


п—2 
(п И Си-1 = (п-1)2+п-10+2) Ск  прип-1>0. 
К=о0 


Теперь можно вычесть второе равенство из первого, и знак »_ 
пропадает: 


пС — (п- Си = 2 + 2Си_1 при п > |. 


Мы начинали с > 
в рекуррентности 
И основательно 
потрудились, 
чтобы избавиться 
от нее. Но затем 
после применения 
суммирующего 
множителя мы 
пришли к другой 
>. Так что же, 
суммы — это хоро- 
ШО, ИЛИ ПЛОХО, ИЛИ 
как? 
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Между прочим, это соотношение справедливо и при п = 1, по- 
скольку С1 = 2. Итак, исходное рекуррентное соотношение для 
С„ сводится к гораздо более простому: 


Со = 0; 


пса = п-+ ПС. прип > 0. 


Явный прогресс. Теперь мы в состоянии подключить к делу сум- 
мирующий множитель, поскольку полученное рекуррентное со- 
отношение имеет вид (2.9) с ап =п, В, =п-Тис„ = 2`. Общий 
метод, изложенный на предыдущей странице, подсказывает нам, 
что нужно домножить все рекуррентное соотношение на нечто, 
кратное величине 

ал_1@л—2...@1 м-—-1.п-2).....1 2 


$ = ———_ ) — п+ул’ 


ББ и1... 62 шп+).т.....3 


Тогда, согласно (2.10), решением является 


м ] 
С, = 2(п +1) › —_——_. 
К+] 
к=1 
Оставшаяся сумма очень похожа на величину, которая ча- 
сто возникает в приложениях. В действительности она возникает 
столь часто, что заслуживает специального названия и специаль- 
ного обозначения: 


(2.13) 


х' | — 


] ] - 

Ни ЕТУ = 

п кл 

Буква Н происходит от слова ‚Вагтлоп1с’, так что Н„ —это гар- 

моническое число. Оно названо так потому, что К-я гармоника, 

извлекаемая из скрипичной струны, — это основной тон, произво- 
димый струной длиной 1/К от длины исходной струны. 

Изучение ‚быстрой сортировки“ — рекуррентности (2.12) — 

можно завершить приведением С, к замкнутому виду, если мы 

сможем выразить С„ через Н„. Сумма в нашей формуле для С. 

есть 


м ] 


Ее можно без особого труда связать с суммой На, заменив К на 
К — 1 и изменив граничные условия: 


1 1 1 
> кн= > к > 


1<К<п, 1<К-—1<п 2<К<п-+1 


у ен м. 
К 1 п“ п+Т. 


1<К<и 


1 
— У. +1. 


1<К<и 
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Польный порядок! Найдена сумма, необходимая для завершения А с правописа- 
решения (2.12): среднее число выполняемых „быстрой сортиров- — НИем польный 
кой“ сравнений, когда она применяется к п случайно расположен- беспорядок. 
ным элементам данных, есть 


С, = 2п+ ПН, —- №. (2.14) 


И, как водится, убедимся в правильности первых значений: Со = 
0, С =2, С; =5. 


2.3 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СУММ В какую валюту? 


Ключ к успеху при суммировании лежит в нашей способно- 
сти преобразовывать одну сумму в другую — либо упрошающую 
исходную, либо приближающую нас к цели. А выучив несколько 
основных правил преобразования и поупражнявшись в их приме- 
нении, можно легко овладеть такой способностью. 

Пусть К — некоторое конечное множество целых чисел. Сум- 
мы по элементам из К можно преобразовывать, исходя из трех 
простых правил: 


—_ (распределительный 
У сак =с У ак закон), (2.15) 
кЕК кЕК 

—_ (сочетательный 
У (ак +6) = У. ак + У. Ок закон), (2.16) 
КЕК КЕК КЕК 

—_ (переместительный 
> Ок — у Яр(к) закон). (2.17) 
кЕК (К)ЕК 


Распределительный закон разрешает вводить и выводить посто- 

янные под знак и за знак ).. Сочетательный закон позволяет 

разбивать одну сумму на две или объединять две суммы в од- 

ну. Переместительный закон гласит, что члены суммы можно 

переставлять в любом требуемом порядке; здесь р(К) — некото- 

рая перестановка множества всех целых чисел. Например, если Почему бы тогда 
К = {—1,0, +1} иесли р(К) = -—К, то три этих закона утверждают не назвать его 


соответственно, что перестановочным 
вместо перемести- 
са_1 + сао + са1 (распределительный тельного? 
= с(а-1 + ао + а1) закон), 
(ат) + (ао + Ъо) + (9 +51) (сочетательный 
= (а_1 + ао + а1) + (61+ +1) закон), 
а_1 + ао + а1 (переместительный 
= а1 + ао + а_1 закон). 


Уловку Гаусса из гл. 1 можно рассматривать как одно из при- 
менений этих трех основных законов. Предположим, мы хотим 


Это нечто вроде 
замены перемен- 
НЫХ В ИНТеграле, 
но попроще. 


„Сколько будет 
ОДИН ПЛЮС ОДИН 
ПЛЮС ОДИН ПЛЮС 
ОДИН ПЛЮС ОДИН 
ПЛЮС ОДИН ПЛЮС 
ОДИН ПЛЮС ОДИН 
ПЛЮС ОДИН ПЛЮС 
один?“ 
„Не знаю, ответила 
Алиса. 
„Я сбилась со 
счета" 
„Она не умеет 
складывать“ 

— Льюис Кэррол 

[174] 
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вычислить сумму арифметической прогрессии общего вида 


У (а+5К). 


О<К<ц 


$ = 


Согласно переместительному закону, заменив К нап — К, получим 


У. (а+Ъ(п-—кК)) = У. (а Ъп — ЪК). 


0<п—К<п О<К<п 


$ = 


Лва этих уравнения можно сложить, используя сочетательный 
закон: 


25 = ) (аз -+(ачьт-5ю)) = > (2а+в). 


О<К<п 0<Кк<п 


А теперь применим распределительный закон и вычислим три- 
виальную сумму: 


25 = (2а+5т) } 1= (2а-+ т) (п+1. 
О<К<п 
Разделив на 2, выясняем, что 


п 


У (а-+ьЮю = (а+ 151)п+1. 
к=0 


(2.18) 


Правую часть можно запомнить как среднее первого и последнего 
членов, а именно как т (а + (а+ бп), помноженное на число 
членов, т.е. на (п +1). 

Важно иметь в виду, что функция р(К) в общей форме пере- 
местительного закона (2.17) считается перестановкой всех целых 
чисел. Лругими словами, для каждого целого п должно суще- 
ствовать в точности одно целое К, такое, что р(К) = п. В против- 
ном случае переместительный закон может и не выполняться — 
упр. 3 тому наглядный пример. Преобразования типа р(К) = К+с 
или р(К) = с - К, где с— целая константа, всегда представляют 
собой перестановки, поэтому с ними все в порядке. 

Впрочем, можно слегка ослабить ограничение на перестанов- 
ку: достаточно всего лишь, чтобы существовало в точности од- 
но целое К, такое, что р(К) = п, когда п — элемент индексного 
множества К. Если п @ К (те. если п не принадлежит К), то 
не существенно, как часто имеет место равенство р(К) = п, по- 
скольку подобное К не участвует в сумме. Так, к примеру, можно 
утверждать, что 


) Ак = ) а, = > а@2к = ) @2к, (2.19) 
КЕК пЕкК 2кеЕК 2кЕК 
К четное п четное 2К четное 


ибо имеется в точности одно К, такое, что 2К = п, коглап ЕКи 
п — четное. 
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Нотация Айверсона, позволяющая получать 0 или 1 в качестве 
значений логических выражений внутри некоторой формулы, мо- 
жет быть использована вкупе с распределительным, сочетатель- В купе? 
ным и переместительным законами для выявления дополнитель- 
ных свойств сумм. Вот, к примеру, важное правило объединения 
различных множеств индексов: если К и К' — некоторые множе- 
ства целых чисел, то 


У ак + У ак = У. ак + У. ак. (2.20) 


КЕК КЕК' КЕКПК КЕКЧК' 


Это вытекает из общих формул 


У ак = У ак КЕК! (2.21) 
к 


КЕК 
И 


[КЕК] - КЕК! = [КЕКПК! + КЕКИК!. (2.22) 


Обычно используется правило (2.20) либо для объединения двух 
почти непересекающихся индексных множеств, как в случае 


м п и 
Ук + У ак = + } а при!<тхт, 
К=1 К=т К=1 


либо АЛЯ выделения отдельного члена суммы, как в случае 


у ак = 4 + У. ак при п >20. (2.23) (Здесь правая и 
0<К<п 1<К<п левая части равен- 


ства (2.20} поме- 
Подобная операция выделения члена составляет основу ме- нялись местами.) 

тода приведения, зачастую позволяющего вычислить ту или 

иную сумму в замкнутой форме. Суть этого метода заключается 

в том, чтобы начать с подлежащей вычислению суммы и обозна- 

чить ее 5. : 


$ — > Ак. 
О<К<м 


(Обозначай и властвуй.) Затем мы переписываем $1 двумя спо- 
собами, выделяя как последний, так и первый члены: 


$" На = >) бк=а+ > ак 


О<Кк<п-+1 1<К<п-+1 


— ао + у ак+1 


1<К+1<и-+1 
—= ао + У. акт. (2.24) 


Теперь можно заняться последней суммой и попытаться выра- 
зить ее через 5„. Если попытка окажется удачной, мы получим 
уравнение, решением которого и будет искомая сумма. 
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Воспользуемся, к примеру, этим подходом для нахождения 


Если она геоме- суммы геометрической прогрессии общего вида 
трическая, то и 

доказательство $и = У. ахк. 

должно быть 0<КЕп 

геометрическим: 


В соответствии с общей схемой приведения (2.24) сумма $ +1 пе- 
реписывается в виде 


$ + ах"*1 = ах? + У. ах", 


О<К<п 


а сумма в правой части равняется х ) ухи, ах" = х5а по распре- 


делительному закону. Таким образом, $» + ах"+! = а + хби, и, 
разрешая это уравнение относительно $„, получаем 





п а — ах" +! 
к 
› ах = прих = 1. (2.25) 
1-х 
к=0 
(При х = 1 данная сумма, разумеется, равна просто (п-+1)а.) Пра- 
Ах, да— эту фор- вую часть этой формулы можно запомнить как разность первого 
мулу вдолбили входящего и первого не входящего в сумму членов, деленную на 
В меня еще в разность | и знаменателя прогрессии. 
старших классах. Все это было довольно простым делом, поэтому давайте-ка 


испытаем метод приведения на несколько более трудной сумме, 


5 = ) Кл. 


О<К<п 
В данном случае мы имеем $50 = 0, $1 = 2, 52 = 10, $3 = 34, 
54 = 98, но какова же общая формула? В соответствии с (2.24) 
получаем 
$ + (п +12"! — Я (К+1)2*+Т. 


0<К<и 


так что желательно выразить сумму в правой части через $щ. 
Ну, а ее можно разбить на две суммы с помощью сочетательного 


закона 
К+1 к-+1 
> К2 + > 27°, 
о<к<п о<К<п, 


и первая из полученных сумм равна 25„. Вторая сумма — это сум- 
ма геометрической прогрессии, равная (2—2" +?) /(1—2) = 2"+2—2 
по формуле (2.25). Следовательно, $„-+(п-+1)2"+1 = 2$-+2"+2—2, 
и после алгебраических преобразований получаем 


У. КК = (п—1)2"+1 +2. 
О<К<п 


Теперь понятно, почему 53 = 34 —это 32 +2, ане 2.17. 
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Аналогичный вывод с х вместо 2 привел бы нас к уравнению 
$и-+(и-ЕТ)х”+1 = х$,+(х—х"-?2)/(1—х), откуда можно заключить, 
что 


ПХ прих 2 1. (2.26) 


п к х — (п + Т)хт-! + их" +2 
ую кои 
к=0 
Интересно отметить, что эту замкнутую форму можно бы- 

ло бы вывести совсем другим способом, используя элементарные 
приемы дифференциального исчисления. Если начать с равен- 


ства 
и м-+1 
ум 
хх 

К=о0 


и взять производную по х от обеих частей, то получим 


= _ (1—х) (—(м + 1х") +1 хи 
У к т — рю 


к=0 
1 — (м Т)хп + пхи +1 
(1—х)2 
поскольку производная суммы равна сумме производных ее сла- 


гаемых. В послелующих главах мы обнаружим гораздо больше 
связей между непрерывной и дискретной математикой. 


2.4 КРАТНЫЕ СУММЫ 


Члены суммы могут быть снабжены не только одним, а 
двумя и более индексами. Вот пример двойной суммы из девяти — Обычно правление 


членов, управляемой двумя индексами } и К: бывает из девяти 
членов. 

у а)бк = а1бт + а1б2 + а16з Заметим, что это 

15), к<3  а261 + а26> - а26з вовсе не означает 

+- а3Ъ1 + азЪ) -- азЪз. суммирование по 


всем } >21 и всем 
Для таких сумм используются те же обозначения и методы, что КЗ3З. 
и для сумм с единственным индексом. Так, если } и К связаны 
некоторым условием Р(), К), то сумма всех членов а; к, таких, что 
Р(}, К) истинно, может быть записана двумя способами, в одном из 
которых используется нотация Айверсона, а суммирование осу- 
ществляется по всем парам целых } и К: 


У аук = У аук [Р(,К)]. 
Р(),К) ),К 


Несмотря на то, что здесь имеется более одного индекса сумми- 
рования, достаточно только одного знака ), который означает 
сумму по всем допустимым комбинациям индексов. 


Кратные суммы 
ВЫЧИСЛЯЮТСЯ 
справа налево 


(изнутри-наружу). 


А кто, собственно, 
паникует? Это 
правило предста- 
вляется само собой 
разумеющимся 

по сравнению с 
некоторыми воль- 
НОСТЯМИ ИЗ ГЛ. [. 
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Впрочем, случается использовать и две сигмы, когда речь 
идет о сумме сумм. Например, 


У. [Рб,к]] 


— это сокращенная запись суммы 


у у а; к [Рб,®] 


) 


которая представляет собой сумму по всем целым } членов 
У ка; к [Р(,к]], в свою очередь являющихся суммами по всем 
целым К всех таких членов а; к, которые удовлетворяют условию 
Р(7,К). В таких случаях говорят, что двойная сумма „суммируется 
сначала по К" Сумму, которая зависит более чем от одного индек- 
са, можно начинать суммировать с любого из этих индексов. 
Это обстоятельство представляет собой важное правило, на- 
зываемое изменением порядка суммирования и обобщающее 
сочетательный закон (2.16), с которым мы уже знакомы: 


>» У ак[Рб, К] — У аук = У > а«[РО, К] 
к Р(,К) к ) 


) 


(2.27) 


В этом правиле средний член представляет собой сумму по двум 
переменным. В левой части >. >_к означает суммирование сперва 
по К, а потом по }. В правой части )_,)_, означает суммирование 
сначала по }, а затем по К. На практике, когда нам надо вычи- 
слить двойную сумму в замкнутой форме, обычно проще сначала 
просуммировать по какому-то одному из двух индексов, а не по 
другому — мы свободны в выборе более удобного из них. 

Суммы сумм — не повод для паники, но они могут сбить с тол- 
ку начинающего — поэтому давайте-ка решим еще несколько при- 
меров. Девятичленная сумма, с которой мы начинали, служит 
хорошей иллюстрацией преобразования двойных сумм, посколь- 
ку эта сумма действительно может быть упрощена, а сам процесс 
упрощения типичен для того, что можно делать с двойными сум- 
мами: 


>} ак = > ап < к<3] 
К 


1<)к<3 
= ) ак << ЗП <К<3] 
},К 
=> > а П <) <31 <к<3] 
) К 


=} а <)<3 > в <к<3] 
) К 
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= Уп; (Уь<к<) 
) 
- (Уп <<) (Ул <к«з) 
) 


(5-5) (5). 


Здесь в первой строке записана сумма из девяти членов безотно- 
сительно их порядка. Во второй строке эти члены сгруппированы 
по три, (а1 1 + а162 + а1бз) - (а261 + а26> + а2Ъз) + (азЪ1 + азЪ> + 
азЬз). В третьей строке используется распределительный закон 
для вынесения за скобки всех а-членов, поскольку а; и 1 <} < 3] 
не зависят от К; это дает а1 (61 + 5 + Ъ3з) + а2(61 + 62 + Ъ:) + 
аз(61 + Ъ)> + Ъ3з). Четвертая строка аналогична третьей, но с до- 
полнительной парой скобок, введенных с тем, чтобы слелующая 
строка не выглядела слишком загадочной. В пятой строке выно- 
сится множитель (Ъ1-+{62--Ъз), который встречается при каждом ): 
(аа +а›+ аз) (61 -+Ъ52- 53). Последняя строка — всего-навсего дру- 
гая форма записи предыдущей. Подобный вывод можно исполь- 
зовать для доказательства общего распределительного закона 


У аъ = (х с, (У) (2.28) 


)Е] )Е] КЕК 
КЕК 


справедливого для всех множеств индексов ] и К. 
Основное правило (2.27) изменения порядка суммирования до- 
пускает разного рода вариации, возникающие, когда мы хотим 
ограничить области изменения индексов вместо суммирования по 
всем целым } и К. Эти вариации вызывают два ощущения: ванили  Как-будто ешь пи- 


и булыжной мостовой. Сперва — „ванильная“ версия: рожное на Красной 
площади! 
>» ак= } ак=> У ак. (2.29) 
Е] КЕК Е] КЕК }Е] 
КЕК 


Это всего лишь другой способ записи (2.27), поскольку скоб- 
ки Айверсона []Е},КЕК] распадаются в произведение скобок 
ЕЛ [ХК ЕК. Правило с привкусом ванили применимо во всех слу- 
чаях, когда области изменения } и К не зависят друг от друга. 

„Булыжная“’ формула изменения порядка суммирования не- 
сколько более мудреная. Она применима, когла область измене- 
ния индекса внутренней суммы зависит от переменного индекса 
внешней суммы: 


у у а;к = У > а;к. (2.30) 


)Е) КЕК()) КЕК’ }Е]'( 


(Теперь самое 
время разогреться 
упр.4 и 6.) 

И скушать Твикс. 


Разве на мостовой 
могут быть лиш- 
ние булыжники? 
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В этом случае множества ], К()), К'и ]'(К) должны быть связаны 
так, чтобы 


БеЛ[кеК0)] = КЕКбеЕГ(К)]. 


В принципе, разложение такого рода всегда возможно, посколь- 
ку можно считать | = К’ множеством всех целых чисел, а 
К(7) = ]'(К) — основным условием Р(), К), которое управляет двой- 
ной суммой. Вместе с тем существуют важные частные случаи, 
когда множества ], К(]), К'и ]'(К) имеют довольно простую фор- 
му. С ними часто приходится сталкиваться в приложениях. Вот 
пример весьма полезного разложения: 


П<) < п <К<п]| = П<)]<К<п 
=П<к<пП <) < К]. (2.31) 


Это равенство по Айверсону делает справедливой следующую за- 
пись: 


п п п К 
у у аук = у аук = у у аук. (2.32) 
1 К= 1<}<к<п К=1 ;=1 


Одну из этих двух двойных сумм обычно легче вычислить, чем 
другую,— мы можем воспользоваться равенством (2.32) для пере- 
ключения с трудной суммы на легкую. 

Используем эти соображения с пользой для дела. Рассмотрим 


матрицу 


а1 а] а1а2 @а1аз... @0 
а а1 аа аа; ... @а2 
аза1 аа) @а3а3 ... @3@и 


из п? произведений а; ак. Наша цель — найти простую формулу 
для 


5 — У. а ак, 


1<)<к<п 


суммы всех элементов на и над главной диагональю этой матри- 
цы. Поскольку а; ак = ака;, матрица симметрична относительно 
главной диагонали; следовательно, $ч будет приближенно рав- 
но полусумме всех элементов (за исключением лишнего члена, 
отвечающего главной диагонали). 

Подобные наволящие соображения служат поводом для сле- 


дующих манипуляций: 


5я = У а;ак = у ака; = у ак = 5`, 


1$) <К<п 1<К$<)<п 15К5) <п 
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поскольку (), К) можно переобозначить как (К,}). Кроме того, по- 
скольку 


ПЗ] < Кк<п] + Пк) < = Пу кхп]+П 


А 


}ЕК< п], 
мы получаем 
2$ = $а + 5 = у ак + У а;ак. 
15), к<п 1<)=К<п 


Первая сумма по общему распределительному закону (2.28) есть 
2 
(та, (итак) = (Ук ак)’, а вторая— _х_1 ах. Поэтому 


п 2 п 
5я = У а;ак = . (5 а, - у +) , (2.33) 
К=1 К=1 


13) <К<п 


— выражение для суммы элементов верхней треугольной матри- 
цы, записанное через более простые однократные суммы. 

Воодушевленные таким успехом, рассмотрим еще одну двой- 
ную сумму: 


$ = У (ак —а;)(6к —Ъ;). 
1<)<К<п 


Здесь мы снова имеем симметрию относительно перестановки } 
и К: 


$ = У (а; — ак) (6; — 6к) = У (ак — а; (к —Ъ;). 


1<К<)<п 1<К<)<п 


Поэтому сумму $ можно сложить саму с собой, используя соот- 
ношение 


П <) <К< п] +И < К<)} < т] = П<}К< т] - П <] =К<т], 
с тем, чтобы заключить, что 
25 = У (а; — ак) (Ъ; —Ък) — у (а; — ак) (Ъ; —Ък). 
1<),К<п 1<)=К<п 


Вторая сумма здесь обращается в нуль, а как насчет первой? А 
она распадается на четыре отдельные суммы, каждая из которых 


отдает ванилью: Просто кондитер- 
ский магазин. .. 
У а;Ъ; — У а;Ок — У акб; - У акОк 
1<) К<п 15} К<и 1<}к<п 1<}К<п 
= 2 У. акОк — 2 У а;бк 
15), К<и 1<),к<п 
м п 
= У акОк — 2(> ах (> ь. . 
1<к<п К=1 К=1 


На последнем шаге обе суммы подверглись упрощению в соот- 
ветствии с общим распределительным законом (2.28). Если же 


(В действи- 
тельности, Че- 
бышёвым [346] 
доказан аналогич- 
ный результат для 
интегралов, а не 


а 

(Г Е(х 
и, и 

< (6 -а) 


к 4х), 
если Т(х) и 

9(х) — монотон- 
ные неубывающие 


функции.) 
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преобразование первой суммы остается загадкой — воспроизведем 
его не спеша снова: 


2 У акбк = 2 У У акбк 


13) К<п 1<К<п 1<)<п 


=2). акк > 1 


1<К<п 1<)<п 
=2 › акбокп. = № › акОк . 
1<К<п 1<К<п 


Переменный индекс (в данном случае }), от которого не зависит 
общий член суммы, можно просто исключить, если дломножить 
то, что остается, на размерность множества значений этого ин- 


декса (т. е. на п). 
Возвращаясь к тому месту, где мы остановились, теперь мож- 
но поделить все пополам, произвести перестановку и получить 


интересную формулу: 


(2: =) 5) 


=п» акк — У (ак — а; (к —Ъ;). 
К=1 


1<)<К<п 


(2.34) 


В качестве частных случаев это соотношение дает неравенства 
Чебышева для сумм: 


если а. <... <а нь <... < Ь,,; 


п. п. п 
(> с, (> ь,) > пу. акбк, 
к=1 к=1 к=1 


если а1 <... хаки >... >В. 


(В общем случае, если а1 < -.: За; и если р — некоторая пере- 
становка множества {],...,п}, то нетрудно доказать, что наиболь- 
шее значение )_„_; акб»(к) достигается при 6,1) <... < Буш), а 
наименьшее значение — при 6,1) 2... > Бн).) 

Многократное суммирование имеет интересную связь с об- 
шей операцией замены переменной суммирования в однократ- 
ных суммах. В силу переместительного закона мы знаем, что 


У ак —= у Цр(к),› 
Р(К)ЕК 


КЕК 
если р(К) является некоторой перестановкой целых чисел. Но что 
будет, если заменить К на #()), где {— произвольная функция 


|: ] К, 
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которая переводит целое } Е ] в целое +(]) Е К? Общая формула 


замены переменной выглядит так: 


У а+(;) = У ак ЕР (К) 


Е] КЕК 


(2.35) 


где #+` (К) обозначает число элементов множества 
—(к) = {)|+0) =к}, 


т.е. число элементов } Е }, таких, что {()) равно К. 
__ Рормулу (2.35) легко доказать, изменив порядок суммирова- 


а =) ак [0) = — У а» [10)= 
Е] Е кЕК )Е] 


поскольку |1) =К| = #Р (К). В частном случае, когда + — 


взаимно однозначное соответствие между | и К, имеем #Р` (К) =1 
при всех К, и общая формула (2.35) сводится к формуле 


У аб — у 9+ (;) = У ак. 


]Е] +0)ЕК КЕК 


Это переместительный закон (2.17), с которым мы уже имели 
дело — в слегка замаскированном виде. 

До сих пор все наши примеры кратных сумм включали в себя 
произвольные члены типа ак или Бк. Но поскольку эта книга 
претендует на конкретность, давайте рассмотрим кратную сумму, 
включающую реальные числа: 


2 к: 


1<]<К<п 


5п = 


В частности, $1 = 0; 52 =1; 53 ++ =$. 

Обычный способ вычисления двойной суммы состоит в сум- 
мировании сначала по } или же сначала по К — поэтому давайте 
испробуем обе возможности. 


х г 


1<К<п 1<)<кК 


>; 


1<К<и <<) 


>; 


1<Кк<п 0<)<к-1| 


5п суммируя сперва по }] 


заменяя }) на К—) 


упрощая границы для ) 


по определению Нк_1, 
формула (2.13) 


| 
м 
=. 


Другой преподава- 
тель математики 
называет это 
„биекцией“, быть 
может, мне когда- 
нибудь понравится 
это слово. 


А потом опять... 


Глядите-ка, авто- 
ры, по-видимому, 
думают, что }, К 
и п „реальные 
числа" 


у н 


1<К-+1<п 


У Нь. 


О<К<п 
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заменяя К на К+ |] 


упрощая границы для К. 


Возьмите хлыст. Увы! Мы не знаем, как загнать сумму гармонических чисел в 


замкнутую форму. 
Если же попробовать начать суммировать по-другому, то по- 


лучим 


т 


| 


22 


1<]<п ]<К<п 


ут 


1$) <п )<к+)<п 


у. 


1<)<п 0<К<п-} 


1 
к) 


суммируя сперва по К 


заменяя К на К-+) 


упрощая границы К 


по определению Ни_;, 
формула (2.13) 


заменяя ) нап —)} 


упрощая границы для ). 


И вновь оказываемся в том же самом тупике. 

Но имеется еще один путь, по которому можно добраться до 
цели, если заменить К на К--), прежде чем решиться на сведение 
5` к сумме сумм: 


Эт 


> 


1<)<к< 


> 


1<)<К+ 


> 


1 


К—) 


п 


1 


)<п 


1 
| 


1<К<п 1<)<п-к 


переписывая исходную сумму 


заменяя К на К-+) 


суммируя сперва по } 


ибо сумма по } тривиальна 


в силу сочетательного закона 
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— "( у ,) —п черт возьми! Считать в этом вы- 


1<К<п воде К < п вместо 
К < п-1—это 
было остроумно. 
Простые границы 
ЭКОНОМЯТ СИЛЫ. 


по определению Н;, 
= иН‚: —п. 

формула (2.13). 
Ура! Мы нашли $. Сопоставляя результаты этого „забега“ с до- 
пущенными фальстартами, мы получаем в качестве приза следу- 
ющее соотношение: 


У Нк = пН; —п. (2.36) 


0<К<п 


Использованную здесь уловку можно осмыслить двояко: во- 
первых, алгебраически, а во-вторых, геометрически. (1) Алгебра- 
ически: если лана двойная сумма, члены которой включают в 
себя К + {1(7), где + — произвольная функция, то этот пример по- 
казывает, что неплохо попробовать заменить К на К — {()) и про- 
суммировать по ). (2) Геометрически: можно представить сумму 
5, например сумму при п = 4, в следующем виде: 


к=1 К=2 к=3 К=4 


‚1 ++ 
И 1 1 
1 =2 т + 7 
. 1 
) =3 т 
1=4 


Наши первые попытки просуммировать сначала по } (по столб- 
цам) или по К (по строкам), давали Ну - Н> + Нз = Н; + Н2 +Ну. 
Но выигрышный ход, по существу, заключался в суммировании 


по диагоналям, и он давал 3 + : + 5. 


2.5 ОБЩИЕ МЕТОДЫ 
СУММИРОВАНИЯ 


Теперь закрепим то, что уже изучили, рассмотрев один 
и тот же пример с разных сторон. На слелующих страницах 
будет предпринята попытка найти замкнутое выражение для 
суммы первых п квадратов, которую будем обозначать через Ца: 


О = У к? при п > 0. (2.37) 


О<К<п 


Мы увидим, что имеется по меньшей мере семь различных спо- 
собов решения этой задачи, а в процессе их тактического разбора 
мы научимся и стратегии успешного наступления на произволь- 
ные суммы. 
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Но вначале, как обычно, понаблюдаем некоторые крайние слу- 
чаи: 












64 81 100 121 14 
ОТ 14 30 55 91 140 204 285 385 506 650 








Никакого замкнутого выражения для Ги на первый взгляд не 
наблюдается, но когла мы его обнаружим, эти величины могут 
быть полезны для проверки точности попадания. 


Метод 0: с помощью справочника 

Проблема типа суммы первых п квадратов, несомненно, уже 
кем-нибудь решена, так что весьма вероятно, что ее решение мож- 
но найти в любом имеющемся под рукой справочнике. И в са- 
мом деле, на 36-й странице Стандартных математических таблиц 
СКС [16] содержится такой ответ: 


О, = мет при п > 0. (2.38) 
Исключительно с целью проверки правильности прочтения убе- 
димся в том, что эта формула верна: [15 = 5.6.11/6 = 55. Между 
прочим, на той же 36-й странице таблиц СКС содержится даль- 
нейшая информация, о суммах третьих, ..., десятых степеней. 

Авторитетным собранием математических формул служит 
Справочник по специальными функциям [2] под редакцией Абра- 


(Более сложные мовица и Стиган. На сс. 616-617 этой книги приведены значения 
суммы можно О. Аля всех п < 100, а на сс. 608 и 612 представлены формулы, 
найти в объеми- эквивалентные (2.38), вместе с аналогичными формулами для 
стых таблицах сумм третьих, ..., пятнадцатых степеней (с переменой или без 
Хансена [332].) 


перемены знаков). 

Но наилучшим источником ответов на вопросы о последо- 
вательностях остается изумительная небольшая книжка Слоана 
под названием Справочник по целочисленным послелдовательно- 
стям [276], в которой перечислены тысячи последовательностей в 
соответствии с их числовыми значениями. Если вы сталкиваетесь 
с некоторой рекуррентностью, которую есть основание считать 
уже изученной, все, что нужно сделать,—это вычислить доста- 
точное число членов для того, чтобы распознать вашу рекуррент- 
ность среди других известных; тогда у вас появятся шансы найти 
указание на соответствующую литературу в справочнике Слоана. 
Так, выясняется, что |, 5, 14, 30,... у Слоана имеет номер 1574 
и называется последовательностью „квадратных пирамидальных 
чисел“ (ибо в пирамиде с квадратным основанием из п? шаров 
умещается Г, шаров). Слоан отсылает нас к трем источникам, 
одним из которых служит уже упоминавшийся справочник Абра- 
мовица и Стиган. 
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Вице один способ почерпнуть из кладезя мировой математиче- 
ской мудрости — использование компьютерных программ (таких, 
как МАСЗУМА, Ах!1от, Маре или Ма&Пета!са), дающих средства 
для символьных преобразований. Такие программы особенно цен- 
ны, когда приходится иметь дело с громоздкими формулами. 
Знакомство со стандартными источниками информации небес- 
полезно, ибо они могут оказаться исключительно полезными. Тем 
не менее, метод 0 не вполне согласуется с духом этой книги, по- 
скольку нам хотелось бы знать, как угадать ответ самостоятель- 
но. „Справочный“ метод ограничивает нас задачами, которые кто- Или, по крайней 
то счел заслуживающими внимания — интересующую нас задачу — мере, задачами, 


среди них можно и не найти. имеющими те же 
ответы, что и 


задачи, которые 
кто-то решил 
рассмотреть. 


Метод 1: угадывание ответа с подтверждением 
по индукции 

Возможно, ответ к задаче принесла на хвосте сорока, а мо- 
жет быть, мы пришли к нему каким-то другим таинственным 
способом — тогда от нас требуется всего лишь подтвердить его 
правильность. 

Мы могли бы, например, заметить, что значения Г, раскла- 
дываются на маленькие простые множители, так что мы могли 
найти (2.38) как формулу, работающую для всех малых п. Можно 
было бы также предположить эквивалентную (2.38) формулу 


п(п+ 2) +1 

О» = а при п 20, (2.39) 
которая приятнее в том смысле, что ее легче запомнить. Все го- 
ворит в пользу (2.39), но мы обязаны доказать наши предполо- 
жения способом, не оставляющим ни малейшего сомнения. Для 
этой цели и была придумана математическая индукция. 

„Итак, Ваша честь, нам известно, что По = 0 = (0+7) (0-1 )/3, 
так что с базой индукции просто. Для индуктивного перехода 
предположим, что п > 0, и допустим, что (2.39) остается в силе, 
когда п. заменяется на п — 1. Поскольку 


На = @,-1+ 12, 
то 
ЗП. = п-П(п- 5)(п) + 3п? 
= (п? — 312+ 11) + 312 
= (п? + 312 + 1м) 
= п(п+7)(п +1. 


Таким образом, формула (2.39) действительно справедлива при 
всех п. > 0 вне всякого сомнения: Господа присяжные, нет возра- 
жений? 


„В старину вне- 
запную удачную 
мысль считали 
прозрением, даром 
богов. Этот дар, 
однако, надо заслу- 
жить своим трудом 
или, по крайней 
мере, страстным 
желанием“ 

— Д. Пойа, 
[239, с. 140]. 


Больше похоже на 
НИЧЬЮ. 


Метод 2'; 
метод приведения 
в смятение. 
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Индукция здесь уместна и отчасти более оправдана, чем по- 
иск ответа в справочнике. Но все равно это не совсем то, что нам 
нужно. Со всеми другими суммами, которые ло сих пор вычисля- 
лись в этой главе, мы справлялись без всякой индукции; того же 
правила нам следует придерживаться и при установлении суммы 
О„. Не стоит каждый раз надеяться на счастливые прозрения — 
мы должны уметь обращаться с подобными суммами и в повсе- 
дневности. 


Метод 3: метод приведения 

Итак, давайте вернемся к методу приведения, который так хо- 
рошо проявил себя в случае геометрической прогрессии (2.25). 
Выделим первый и последний члены [1]. +1, АЛЯ того чтобы полу- 
чить уравнение относительно Ц: 


О, +(п+1)2 = У (к+12= > (Ю+ж+ 


о<к<п о<к< п 


У ю+2 у к+ > 1 


О<К<п О<К<и О<К<к 


=0, +2) к+ м+1. 


О<К<п 


| 


Оп-па! Величины Пи взаимно уничтожаются. Случается, что, не- 
смотря на все наши старания, метод приведения приводит к чему- 
то вроде [П; = Ца, и мы остаемся в проигрыше. 

Тем не менее, этот вывод не совсем бесполезен: он выявляет 
способ вычисления суммы первых п целых чисел в замкнутой 


форме 
2) к=(п+1)2-м-+П, 
О<К<п 


хотя мы и рассчитывали вычислить сумму их квадратов. А не 
может случиться так, что, начав с суммы кубов целых чисел, 
которую можно обозначить через И)„, мы получим выражение 
для суммы их квадратов? Давайте попробуем: 


2, +(п+1*= > (к+1= > (К+3ю +3к+1 


О<К<п О<К<и 
им 


Как мы и ожидали, величины Я). уничтожаются, и мы можем 
определить Пи, не полагаясь на индукцию: 


ЗС» = (п+1)° — 3(п + Пп/2 — (п+1) 
= (п+1)(п? +21 +1- 3" -1) = п+Пп+ ул. 
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Метод 3: подбор репертуара 
Для суммирования квадратов достаточно также немного 
обобщить рекуррентное соотношение (2.7). Решение рекуррент- 


ности 
Ко = ©, 
К. = Е. 1 + В-+ уп + 5п- при п > 0, (2.40) 


вообще будет иметь вид 
К, = А(п)х-+В(п)В + С(п)у + О (мб, (2.41) 


и мы уже определили А(п), В(п) и С(п), поскольку (2.40) — то же 
самое, что и (2.7), когла 5 = 0. Если теперь подставить Ви = п?, 
то выясняется, что п? будет решением при х = 0, В =1Т у = -—3 
ио=3. Итак, 


30 (п) —3С(п)+В(п) = п3; 


откуда определяется О (п.). 

Но нас интересует сумма П„, которая равна Пн_1 + п?: если 
мы положим © = В =у=0иб =1в (2.41), то получим Пи = Ка. 
Следовательно, П„ = О(п). Нам ни к чему прибегать к алге- Прибегать лучше 
бре для вычисления О(п) по В(п)} и С(п), поскольку мы уже не к_финишу. 
сомневаемся в том, каким будет ответ. Но если среди нас есть 
сомневающиеся, то их следует заверить в том, что 


30 (п) = п? +3С(п) —В(п) = п? А _п 


= пп). 


Метод 14: замена сумм интегралами 

'Те, кто взращен на ниве непрерывной, а не дискретной матема- 
тики, больше симпатизируют интегралам, нежели суммам, и по- 
тому находят естественным попытаться заменить )_ на |. Одна из 
целей нашей книги заключается в том, чтобы сделать )_ настоль- 
ко простой в обращении, что уже | будет казаться более сложным 
чем ) (по крайней мере, при точных вычислениях). Но все же 
имеет смысл проследить связь между )_ и |, поскольку и сумми- 
рование, и интегрирование основаны на очень схожих идеях. 

В математическом анализе интеграл может рассматривать- 
ся как площадь под некоторой кривой, и мы можем вычислить 
эту площадь приближенно, складывая площади вытянутых уз- 
ких прямоугольников, которые соприкасаются с данной кривой. 
Если же совокупность вытянутых узких прямоугольников зада- 
на, то можно пойти обратным путем: поскольку величина [Г] есть 
сумма площадей прямоугольников размером 1х1, 1х4,..., хп”, 


то она приближенно равна площади под кривой {(х) = х? в ин- 


Здесь масштаб 
по горизонтали в 
десять раз боль- 
ше масштаба по 
вертикали. 


Это для питаю- 
ЩИХ СКЛОННОСТЬ К 
математическому 
анализу. 
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тервале от 0 доп. 
Ех) 





123 ... п х 


А так как площадь под этой кривой есть | о х2 4х = п3/3, мы 
выясняем, что величина [Г]. приближенно равна зп. 

Олин из способов извлечь пользу из этого факта — оценить по- 
грешность полученной аппроксимации, Е\ = Пи. — утз. Поскольку 
О удовлетворяет рекуррентности Чи = Пи-_1 +п2, мы обнаружи- 
ваем, что Е’ удовлетворяет еще более простой рекуррентности 


1 1 
Е„ = С, — 5" = О. + 12 — 5’ 


1 1 
= Ей_1 (п-т — 37 = Е +п-3$. 


Другой способ проведения в жизнь интегрального подхода — на- 
хождение формулы для Е, путем суммирования площадей кли- 
новидных фигур, составляющих погрешность. Получаем 


и п, К 
=. - | вк => (ю-| а) 
0 К—1 


к=1 
м м 
= ——]= 5). 
к=1 к=1 
В любом случае можно было бы найти Ех, а затем Пц. 
Метод 65: усложнение и упрощение 
Елце один способ нахождения [Ч в замкнутой форме — замена 
исходной суммы более сложной на первый взгляд двойной сум- 


мой, которая в действительности может быть упрощена, если пре- 
образовать ее как надо: 


= У Ю= > к 


1<к<п 1$) <к<п 


= ук ("ен 


1<)<п }<к<п 1<)<п 
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1 : ;2 
= 5 У (пп +1)+)—) ) (В данном выводе 
1<;<п последний шаг от- 
1 1 1 части напоминает 
— уп? (п +П + дп (п +1) - Ол последний шаг 


метода приведения, 
Так как мы полу- 


Перехол от олнократной суммы к лвукратной может сначала по- “М УРавнение 
рехол днокр у двукр с неизвестной 


казаться шагом назад, но на самом деле— это шаг вперед, ибо —зеличиной в обеих 
он дает нам суммы, с которыми легче работать. Нельзя рассчи- частях.) 

тывать решить каждую задачу, непрерывно упрощая, упрошая и 

упрощая, как нельзя овладеть горными вершинами, только под- 

нимаясь, поднимаясь и поднимаясь! 


= 5п(п+1)(п+1- 70. 


Метод 6: исчисление конечных разностей 


Метод 7: использование производящих функций 

Настраивайтесь на еше более захватывающие методы вычи- 
сления Пи = Ухо К?, которые мы будем изучать в следующем 
разделе и в последующих главах. 


2.6 ИСЧИСЛЕНИЕ КОНЕЧНОГО 
И БЕСКОНЕЧНОГО 


Мы изучили целый ряд способов непосредственного обра- 
шения с суммами. Теперь настала пора расширить наш круго- 
зор, рассмотрев проблему суммирования на более высоком уров- 
не. По аналогии с более традиционным исчислением бесконечно 
малых математиками разработано исчисление „конечных разно- 
стей" с помощью которого можно аккуратно и методично подойти 
к суммированию. 

Исчисление бесконечно малых основано на свойствах диффе- 
ренииального оператора О, определяемого как 


. хи) -— 1х) 
О+(х) = Вы ————. 
№0 ра 
Исчисление конечных разностей основано на свойствах разност- 
ного оператора А, определяемого как 


АЁ(х) = (х-+1) -— Ех). (2.42) 


Это конечно-разностный аналог производной, в котором мы огра- 
ничились целыми положительными значениями И. Таким обра- 
зом, И = | —ближайшее к нулю значение, которое можно по- 
лучить „в пределе“ при И -› О, а Д{(х) —это (+ (х И) — #(х)) / К 
при И =1. 

Символы О и А называются операторами, поскольку они 
„оперируют“ с функциями, образуя новые функции: они являют- 
ся функциями функций, результатом которых являются 
функции. Если Г! — достаточно гладкая функция, отображающая 
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вешественные числа в вешественные числа, то О{ также является 
функцией из вещественных чисел в вещественные числа. А если 
+ представляет собой любую функцию из вещественных чисел в 
вещественные числа, то таковой является и Д{. Значения функ- 
ций Оти Д в точке х вычисляются в соответствии с данными 
выше определениями. 

Приступая к изучению дифференциального исчисления, мы 
прежде всего выясняем, как О действует на степенные функции 
{(х) =х". Для таких функций О{(х) = тх"`'. Неформально это 
можно записать, опуская +, как 


Было бы здорово, если бы оператор А давал столь же элегантный 
результат; к сожалению, этого не происходит. Так, 


А(х?) = (х+ 13 —х? = 3х2 + 3х +1. 


Тем не менее, имеется некая разновидность „т-й степени“ ко- 
торая действительно здорово преобразуется под действием Д, и 
именно это обстоятельство делает исчисление конечных разно- 
стей содержательным. Такие модифицированные степени х опре- 
деляются по правилу 


т сомножителей 


—^`—— 
хи = х(х-1)...(х- м -Т), целое т > 0. (2.43) 


Обратите внимание на маленькую черточку под т — она указы- 
вает на то, что т сомножителей должны постепенно становиться 
все меньше и меньше. Существует, соответственно, определение, 
по которому сомножители становятся все больше и больше: 


т сомножителей 


—_ —ы—>ы—ы—=ы=—— 
МЕ, щлет20. = (544) 


При т = 0 имеем х0. = хо = 1, так как по соглашению произведе- 


А если отсутству- ние отсутствующих сомножителей принимается равным 1 (точно 
ют и сомножители, так же, как сумма отсутствующих слагаемых считается равной 0). 
и слагаемые? Величина х” называется ‚х в убывающей степени т” если 


нужно произнести это вслух: созвучно х" — это „х в возрастающей 
степени т" Эти функции называют также убывающими факто- 
риальными степенями и возрастающими факториальными 
степенями, поскольку они тесно связаны с факториальной фун- 
кцией п! =п(п-—1)... (1). В самом деле, п! = пл = 1". 

В математической литературе встречается ряд других обозна- 
чений для факториальных степеней, среди них — „символ Пох- 
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гаммера“ (х)и для х" или для х!"*. встречаются также обозначе- 
ния типа х(") или Х(т). Тем не менее в моду входит подчеркнуто- 
надчеркнутое обозначение, ибо оно просто пишется, легко запо- 
минается и избавлено от лишних скобок. 

Убывающие степени х" особенно хороши по отношению к Д: 


Д(х”) = (х+ 1)“ х° 
= (х+ 1)... (х—-т-+2)-х...(х-м-+2)(х—-м+ТП 
= шмх(х—1)...(х-м-+2), 


так что исчисление конечных разностей располагает удобным В 


обращении правилом, под стать правилу О(х") = тх"-': 


Д(х“) 


Это основной факториальный факт. 

Оператор О в исчислении бесконечно малых имеет обрат- 
ный — антидифференциальный (или интегральный) оператор |. 
Основная ТЕОРЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО И ИНТЕГРАЛЬНОГО 
ИСЧИСЛЕНИЯ связывает О с | следующим образом: 


9(х) = ОКх) 


т-—1 


— шх (2.45) 


тогда и только тогда, когда [965 ах = (Хх) +С. 


Здесь | 9(х) 4х — неопределенный интеграл 09(х) — является клас- 
сом функций, производная которых есть 9(х). Точно так же, опе- 
ратор А имеет обратный — антиразностный (или суммирующий) 
оператор }_, и в этом случае справедлива такая ОСНОВНАЯ ТЕО- 
РЕМА: 


9(х) = АКх) 


тогда и только тогда, когда У д(х) 6х = #(х)-+С. (2.46) 
Здесь )_9(х) 6х — неопределенная сумма 9(х)— является клас- 
сом функций, разность которых есть д(х). (Заметим, что строч- 
ная 5 соотносится с прописной Д так же, как 4 соотносится с О.) 
Буква „С“ в случае неопределенных интегралов обозначает про- 
извольную постоянную; в случае же неопределенных сумм роль 
„С“ играет любая функция р(х), такая, что р(х-+ 1) =р(х). В част- 
ности, С могла бы быть периодической функцией а + Бзш 2х — 
такие функции аннулируются, если мы берем от них разности 
(точно так же как аннулируются константы, когда мы берем от 
них производные). При целочисленных х функция С является 
константой. 

Теперь мы почти подошли к кульминационному моменту. Ис- 
числение бесконечно малых включает в себя и определенные ин- 
тегралы: если 9(х) = О{(х), то 


ь ъ 
| 9(х) ах = {(х)| = +5) — (а). 


С математической 
символикой порой 
случаются наклад- 
ки: на самом деле 
Похгаммер [245] 
использовал обо- 
значение (х)т для 
биномиального 
коэффициента 
(*) „а не для 
факториальных 
степеней. 
Впрочем, в Спра- 
вочнике по специ- 
альными функ- 
циям [2] символ 
Похгаммера опре- 
деляется именно 
как (х)о = 1, 
(х)м = х(х + 
1)...(х+м-1). 
— Перев. 


„Оицетаатодит 


аа ЧШегелиат 
епо$ал4ат из! 
зитиз ло А, 
Ца зиттат 
шасаЫтиз$ 
ето >-.... ех дио 
адиано 2 = Ау, 51 
шуецавиг, аа 
диодие и = 
22-+С* 

— Л. Эйлер [374] 


И вот ради этого 
весь сыр-бор? 
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Соответственно, исчисление конечных разностей — во всем ими- 
тирующее своего более знаменитого собрата — располагает опре- 
деленными суммами: если 9(х) = Ах), то 


У’ == Ка). (2-47) 


Эта формула раскрывает смысл обозначения у’ 9(х) 6х, точно 
так же, как предыдущая формула — смысл | ь д(х) ах. 

Но что же представляет собой сумма у? д(х) 5х в действи- 
тельности? Мы установили ее смысл по аналогии, но не по суще- 
ству. Такая аналогия хороша для того, чтобы облегчить запоми- 
нание правила исчисления конечных разностей; однако подобное 
обозначение будет бесполезным, если мы не поймем его истин- 
ного смысла. Попробуем выяснить смысл этой суммы, рассмо- 


трев сначала некоторые специальные случаи, исходя из того, что 
9(х) = АЕх) = (х- 1) — {(х). Если Ъ = а, то 


у 9%) 5х = (а) — (а) =0. 


Далее, если $ =а + 1, то результат такой: 


у“ 9% 5 = На+- Ка) = 9(а). 


И еще, если к Ъ добавить 1, то 


у” 9(х) 5х — У ’о 9(х 
м (6+1) —-Ка)) — (+5) - Ка)) 
ИК) = 9). 


Подобные наблюдения, а также математическая индукция, позво- 


и | 
ляют выяснить точный смысл )_- 0(х)6х в общем случае, когда 
аи 6 — пелые числаи > а: 


ь-—1 
>. 9(х)5х => о(к) => о(К) прицелых 62а. (2.48) 
К=а 


а<к<ь 


Другими словами, определенная сумма — это то же самое, что и 
обычная сумма с пределами суммирования, но с исключенным 
значением верхнего предела. 

Попробуем повторить этот вывод несколько иначе. Предпо- 
ложим, что нам лана неизвестная сумма, которая, предположи- 
тельно, вычисляется в замкнутой форме, и еще предположим, 
что ее можно записать в виде а<к<ь 9(К) = У°о(х) бх. Тео- 
рия исчисления конечных разностей говорит, что ответ можно 
выразить в виде +(5) — (а), если только мы сможем найти не- 
определенную сумму или антиразностную функцию 1, такую, что 
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9(х) = (х+1) —{(х). Один из способов понять сей принцип — вы- 


писать )_<„-ь 9(К) в развернутом виде, используя ‘...': 


> «..(ИК+П-К®) = (Ка+П-Ка)} 
^ + ((а+2) —(а-+1)) +... 
+ (6-1 - о —2)) 
+ (5) - +6 -—1)). 


Все члены в правой части, за исключением +(Ъ) — {(а), сокраща- 

ются, так что значением суммы является {(Ъ)—{(а). (Суммы вида 

> а<к<ь (К + 1) — КК)) часто называют телескопическими, по И все то время, 

аналогии со складным телескопом, так как толщина стенок сло- пока я думал, она 

женного телескопа определяется исключительно радиусом самой — телескопировалась, 

большой и радиусом самой малой из труб.) поскольку склады- 
Но правило (2.48) применимо только при Ъ > а; а что случится  Валась из довольно 

при $ < а? Ну, согласно (2.47), АЛИННОгО ВЫРа- 

(5) — (а) 


жения в весьма 
Ъ 
2.90) 5х 
— (Ка) - 5) =-). 965, 


короткое. 
что аналогично соответствующему соотношению для определен- 
ного интеграла. Подобным же образом доказывается, что у’ -- 


с Ъ с с 
), => с -— аналог соотношения |, + |+ = [‹ для сумм. Вот это 
соотношение при полном параде: 


у’ 9(х) 6х + У. 9(х) 5х = У. 9(х) 5х (2.49) 


для любых целых а, Б, ис. 

Скорее всего, на данном этапе некоторые начинают интересо- 
ваться: а что нам дают все эти параллели и аналогии? Ну, для Других этот во- 
начала, исчисление определенных сумм дает простой способ вы- — прос занимает уже 
числения сумм убывающих степеней: из основных правил (2.45),  Аавно. 
(2.47) и (2.48) вытекает общее правило 


п 
п! 


о м! 


= 


0О<К<п 


при целых тп 2 0. (2.50) 








Эта формула легко запоминается, поскольку она очень похожа 
п 
на знакомую нам формулу |, х" 4х =п"+'/(т + 1). 
В частности, при т = 1 имеем К\ = К, поэтому данное прави- 
ло исчисления конечных разностей предоставляет простой способ 
запоминания того факта, что 


Исчисление определенных сумм облегчается также тем обстоя- 
тельством, что суммы в промежутке 0 < К < п зачастую ока- 
зываются проще сумм в промежутке | < К < п: первые из них 
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попросту равны {(п) — +(0), в то время как последние требуют 
вычисления {(п + 1) — {(Т). 

Обычные степени также можно суммировать этим новым спо- 
собом, если сперва выразить их через убывающие степени. Так, 


К = К+ К", 
откуда. 
2 _ п п2 1 ] 243) —1 1 1 
О<К<п 


Замена п на п +] лает еще один способ вычисления в замкнутой 
форме нашего старого знакомого — суммы Ц = > о<к<п К^. 

Вот здорово — так просто! Это действительно проше, чем лю- 
бой из той уймы способов, которыми мы замучили до смерти дан- 
ную сумму в предыдущем разделе. Поэтому попробуем подняться 
выше — от квадратов к кубам. Несложное вычисление показыва- 
ет, что 


К = ЗК". 


(Обычные степени всегда можно обратить в факториальные и на- 
оборот, используя числа Стирлинга, которые мы будем изучать 
в гл. 6.} Таким образом: 


Ь 


К2. 
ую= Кане 


а<к<Ь а 


Итак, убывающие степени весьма подходят для вычисления 

сумм. Но обладают ли они еще какими-нибудь качествами, оправ- 

Как много дывающими их существование? Должны ли мы обращать давно 

знакомых... нам знакомые обычные степени в убывающие до суммирования, а 
затем обращать их обратно, вместо того чтобы действовать как- 
нибуль по-лругому? Вовсе нет: зачастую можно работать непо- 
средственно с факториальными степенями, поскольку они обла- 
дают рядом дополнительных СВОЙСТВ. Например, точно так же, 
как справедливо, что (х + у} = х? + 2ху + ч?, справедливо и то, 
что (х-+ч)2 = х2 + 2х1 + у2, и та же самая аналогия существует 
между (х + у)" и (х+у)*. (Эта „факториальная биномиальная 
теорема“ доказывается в упр. 5.37.) 

До сих пор мы рассматривали только убывающие степени без 
отрицательных показателей. Чтобы провести аналогии с обыч- 
ными отрицательными степенями, нам потребуется подходящее 
определение х"* при т < 0. Глядя на последовательные степени 


х8 = х(х—1)(х—2), 
х= = х(х-—1), 

Хх =х, 

х- = | 


› 
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можно заметить, что для перехода от Х? к х2, кх1 икх0 мы делим 


на х — 2, потом — нах — 1, и потом — на х. Представляется жела- 
тельным (если не обязательным) затем разделить на х-{ 1, чтобы 
перейти от х0 к х-" = 1/(х +1). Продолжая деление, мы полу- 
чаем несколько первых убывающих степеней с отрицательными 
показателями, 





и+ИХ-Я | 
—3 ОИ 
(х+1)(х+2)(х +3)’ 


так что в общем случае определение отрицательных убывающих 
степеней таково: 
т 1 


х— = «По -2).. (хм) при т > 0. (2.51) 


(Убывающие степени можно также определить и для веществен- 

ных и даже комплексных т, но мы отложим это до гл. 5.) Все в комплексе. .. 
Благодаря такому определению убывающие степени обрета- 

ют дополнительные замечательные свойства. Возможно, наибо- 

лее важным из них является общее правило показателей, анало- 

гичное правилу 


для обычных степеней. Его вариант для убывающих степеней: 


т-и п 


х = хх (х— т)", целые т ип. (2.52) 


Так, х2+3 =х2(х — 2)3, а при отрицательном п 





Если бы мы определили х-\ как 1/х, а не как 1/(х + 1), то пра- 


вило показателей (2.52) оказалось бы несправедливым в случаях 

типа т = —Т ип = 1. В действительности, можно было бы вос- 

пользоваться правилом (2.52), которое как раз и указывает, как Правила показы- 
следует определять убывающие степени с отрицательными пока- — вают как поло- 
зателями, если положить т = —п. Когда какое-то существующее  жЖитТельные, так 
обозначение распространяется на большее число случаев, всегда И ОТРИЦательные 
лучше формулировать определения таким образом, чтобы общие  “В0И СТОРОНЫ. 
правила оставались справедливыми. 


В точности 0.577? 
Может, имеется в 


виду 1/МЗ. 
А может, и нет. 


2.6 ИСЧИСЛЕНИЕ КОНЕЧНОГО И БЕСКОНЕЧНОГО 


Убедимся теперь в том, что решающее разностное свойство 
справедливо для установленных нами по-новому убывающих сте- 
пеней. Действительно ли Дх* = тх/-1 при т < 0? Если, напри- 


мер, т = —2, то соответствующая разность 
] 1 
Ах 
7” +26+3 (+062) 
_  х+П- (+3) 
(х+1)(х+2)(х +3) 
= —2х-3. 


Да, все верно! Подобная проверка проходит при любом т < 0. 

Следовательно, правило суммирования (2.50) остается спра- 
ведливым как для отрицательных, так и для положительных 
убывающих степеней, до тех пор, пока не произойдет деление на 
нуль: 


т-+1 |6 








Ъ х— = 
хиьбх = при т = -1. 
2. м. - 1 а р 7 
Ну, а как же быть с т = —1? Вспомним, что при интегриро- 
вании при т = —1 мы получаем 

ы | 
| х | ах = Шшх 

а а 





Нам хотелось бы иметь конечно-разностный аналог |пх; другими 
словами, мы хотим найти функцию {(х), такую, что 
1 1 


х— = 1 = АКх) = Кх+1 - Ех). 


Не очень трудно видеть, что такой функцией является 


Е(х) = НЕ 
12 х 
когда х — целое число, а эта величина — попросту гармоническое 
число Н» из (2.13). Таким образом, дискретным аналогом непре- 
рывной функции шх служит Н,. (Мы определим Н, для неце- 
лых х только в гл. 6, а для ближайших целей будет вполне доста- 
точно целых х. Мы также увидим в гл. 9, что при больших х вели- 
чина Н, — пх приближенно равна 0.577 + 1/(2х). Следовательно, 
Н, и шх- не просто аналоги: обычно их значения отличаются 
менее чем на 1.) 
Теперь можно дать полное описание сумм убывающих степе- 


[2 


неи: 





Ъ 





ХлеТ 
ь ——_ при т = -—1Т; 
Ух Иа (2.53) 
а ь 
Н,; при т = -1. 
а 
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Эта формула показывает, почему пресловутые „гармонические“ 
числа очень гармонично возникают при решении дискретных за- 
дач, типа анализа задач „быстрой сортировки’, тогда как так на- 
зываемые ‚натуральные“ логарифмы весьма натуральны при ре- 
шении непрерывных задач. 

Теперь, когла найден аналог для шх, посмотрим, имеется ли 
таковой для е*х. Какая функция {(х) обладает свойством Д{(х) = 
(х), соответствующим тождеству О[Ое*х = е*? Ответ прост: 


Е(х +1) — {(х) = Ех) —> Ех +1) = 2х), 


так что мы имеем дело с простой рекуррентностью и можем при- 
нять 1(х) = 2х в качестве дискретной экспоненты. 

В случае произвольного с разность функции с” также доста- 
точно проста, а именно, 


Д(с*) = сх +1 — с* = (с -1)сх. 


Следовательно, антиразностью функции с” является с*/(с — 1), 
если с 72 1. Этот факт, вместе с основными правилами (2.47) и 
(2.48), дают нам компактный способ выведения общей формулы 
суммы геометрической прогрессии: 


у ск = у ех = < 


азк<ь 


ь Ь а 
С —с 
— 1. 
. —= с ] при с = 








Всякий раз, когла мы сталкиваемся с функцией +, которая 
могла бы оказаться полезной в качестве замкнутого выражения 
суммы, можно вычислить ее разность ДР = д— тем самым мы 
получаем функцию д, неопределенная сумма ) 9(х)6х которой 
нам известна. Таблица 75 представляет собой начало перечня пар “Таблица 75’— 
разность /антиразность, полезных при вычислении сумм. которая на стра- 
Несмотря на все эти параллели между непрерывной и дис- НИЦе 75. Доходит? 
кретной математикой, некоторые непрерывные понятия не име- 
ют дискретных аналогов. К примеру, ‚правило цепочки" в исчи- 
слении бесконечно малых — удобное правило вычисления произ- 
водной „функции от функции“ однако в исчислении конечных 
разностей правила, соответствующего ‚правилу цепочки“ нет, по- 
скольку нет подходящего выражения для Д!(9(х)). В дискрет- 
ном случае затруднена также замена переменных, за исключени- 
ем определенных случаев, типа замены х на с +х. 
Однако для Д({(х) 9(х)} есть весьма подходящее выражение, 
и оно обеспечивает нас правилом суммирования по частям — 
конечно-разностным аналогом того, что в исчислении бесконечно 
малых именуется ‚интегрированием по частям“ Вспомним, что в 
исчислении бесконечно малых формула 


О(чу) = ч)у-+ у0ц 


приводит к правилу интегрирования по частям, 


[шоу = у | уБм, 


В исчислении 
бесконечно ма- 
лых мы полагаем 
1 0, так что Е 
пропадает. 


А, я понял, е^ = 
2* при достаточно 
малой 1. 
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Таблица 75 Суммы и разности 


= = т Ану 


хо =] 0 2х 2х 

х1 =х 1 сх (с —1)с* 
х2 =х(х—1) 2х сх/(с—1) сх 

х\ тхи-1 с+ СД 
хе /(т-+ 1) ха "+9 А - Дд 


Н, хх" = 1/(х +1) 9 Да + Ед: 


после интегрирования и перестановки членов; то же самое можно 
проделать и в исчислении конечных разностей. 
Начнем с применения разностного оператора к произведению 


двух функций ц(х) иу(х): 
А(и(х)\(х)) = ч(х+Пу(х +1) — ч(х)у(х) 
= и(х-+Ту(х-+1) -чц 


® 
< < 


= ц(х) Ду(х) + у(х + 1) Ди(х). (2.54) 


Эта формула может быть приведена к более удобному виду, если 
использовать оператор сдвига Е, определяемый как 


ЕЁ(х) = (х+1). 


Подставляя его вместо у(х +1), получаем компактное правило 
для разности произведения: 


Д(иу) = чДу + ЕуДи. (2.55) 


(Здесь Е доставляет некоторое неудобство, но зато делает это 
уравнение правильным.) Взяв неопределенную сумму от обеих 
частей этого равенства и переставив члены, мы получаем обе- 
щанное правило суммирования по частям: 


У иду = чу ) Еуди. (2.56) 


Как и в исчислении бесконечно малых можно пристроить пре- 
делы суммирования ко всем трем членам, делая неопределенные 
суммы определенными. 

Данное правило полезно, когда сумму слева вычислить трул- 
нее, чем сумму справа. Вот пример. Интеграл |хех 4х обычно 
вычисляют по частям; его дискретным аналогом является сумма 
> х2хбх, с которой мы уже сталкивались в этой главе, правда, 
записанной в виде > „_,К2^. Для суммирования по частям по- 
лагаем ц(х) = хи Ау(х) = 2%; откуда Ам(х) = 1, у(х) = Жи 
Еу(х) = 2*+'. Подстановка в (2.56) дает 


У х2* 5х — х2х — у 2 бх = х2* — ХС. 
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А теперь можно воспользоваться этим для вычисления суммы, с 
которой мы имели дело раньше, расставив пределы суммирова- 
ния: 


ую —_ у" х2* 6х 
К=0 


1 
__ х2х __ 2х+1 п+ 





0 
— (п + 1)2" +1 — 2" +?) __ (0.20 — 21) 
= (п- 172" +2. 


Вместо того чтобы использовать метод приведения, легче вычи- 

слить данную сумму таким методом, поскольку при этом не надо 

думать ни о чем. Конечная цель 
Где-то посреди этой главы мы наткнулись на формулу для математики — 

о<к<п Нк и сочли себя счастливыми. Но мы могли бы обнару- вообще избавиться 

жить нашу формулу (2.36) закономерно, если бы знали о сумми- от необходимости о 

ровании по частям. Продемонстрируем это, взявшись вычислить Чем-лиро думать. 

даже более трудную на вид сумму Хо<к <п КНк. На самом деле 

решение будет нетрудным, если исходить из аналогии с интегра- 

лом |хшх ах: мы полагаем 11(х) = Нх и Ау(х) =х =х!1, так что 

ДАц(х) = х-® у(х) = х2/2, Е\(х) = (х+1)2/2 и, следовательно, 


У хн, 6х = хе, — у НТ 15 


2 2 
х2 1 | 

—= > Н» — 5 у х-6х 
х2 х2 

= 5 Н» - д! С. 


(Переходя от первой строки ко второй, мы объединили две убыва- 


ющие степени (х + 1)2 х—№ используя правило показателей (2.52) 


ст = —Тип = 2.) Теперь можно подключить пределы и заклю- 
чить, что 
п п2 
У кн» = 2. хН»х бх = > (н. — ;) (2.57) 
О<К<и. 
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Вводя в начале главы )-обозначение, мы ловко уклонились Это называется 
от вопроса о бесконечных суммах, в сущности, заявив: „Отложим ловко? 
это на потом. А пока можно считать, что все встречающиеся сум- 
мы имеют только конечное число ненулевых членов. Но пришло, 
наконец, время расплаты — мы обязаны признать тот факт, что 


„Искусный оратор- 
ский прием состоит 
в том, чтобы посте- 
пенно действовать 
на воображение 
слушателей после- 
довательным изло- 
жением деталей, а 
затем уже сделать 
общий вывод. То 
же самое мы имеем 
при последователь- 
ном складывании 
членов суммы" 

— А. Н. Уайтхед, 
[297, с. 181). 


Правильно: 
1+2+4+8+... — 
„бесконечно точ- 
ное" представление 
числа —1 в ДВО- 
ичном компьютере 
с неограниченной 
длиной слова. 
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суммы могут быть и бесконечными. И, по правде говоря, беско- 
нечные суммы сопровождаются как приятными, так и неприят- 
ными обстоятельствами. 

Сперва о неприятном: оказывается, что те методы, которые 
мы применяли при обращении с суммами, не всегда справедливы 
для бесконечных сумм. А теперь о приятном: существует обшир- 
ный просто устроенный класс бесконечных сумм, для которых 
вполне законны все те операции, что мы выполняли. Причины, 
кроющиеся за обоими обстоятельствами, станут ясны после того, 
как мы выясним подлинный смысл суммирования. 

Все знают, что такое конечная сумма: мы добавляем к общему 
итогу все слагаемые, одно за другим, покуда все они не окажутся 
сложенными. Но бесконечную сумму следует определить более 
деликатно, чтобы не попасть впросак. 

Например, представляется естественным считать, что беско- 
нечная сумма 


— тт. т, 1 1 
= +4 +з+т+3+:°. 
равна 2, поскольку при ее удвоении получаем 
— тот. 1 — 
25$ = 2+1 +++ 8+1еЕ+`- =2+5. 
Но тогда, следуя той же логике, надо бы считать сумму 
Т =1+2+4+8-+16+32 +... 
равной —1, ибо при ее удвоении получаем 
27 =2+4+8+16+32 + 64 +... = Т-—1. 


Происходит нечто странное: как можно получить отрицательное 
число, суммируя положительные величины? По-видимому, луч- 
ше оставить сумму Т неопределенной, а, возможно, нам следует 
считать, что Т = со, поскольку слагаемые в Т становятся больше 
любого фиксированного конечного числа. (Заметим, что величи- 
на со является другим ‚решением“ уравнения 2Т = Т-— 1; она 
также „решает“ и уравнение 25$ =2-+5.) 

Попробуем дать надлежащее определение величины произ- 
вольной суммы >) „скак, где множество К может быть беско- 
нечным. Для начала предположим, что все члены ак неотрица- 
тельны. В этом случае подходящее определение найти нетрудно: 
если для любого конечного подмножества Ё С К существует огра- 
ничивающая постоянная А, такая, что 


У ах ЗА, 


КЕЕ 


то мы полагаем сумму > кек ак равной наименьшей из всех та- 
ких А. (Как следует из хорошо известных свойств вещественных 
чисел, множество всех таких А всегла содержит наименьший эле- 
мент.) Но если такой ограничивающей постоянной А не существу- 
ет, мы считаем, что ) „скак = 0; это означает, что если А — 
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некоторое вещественное число, то найдется некоторое конечное 
число членов ак, сумма которых превосходит А. 

Определение в предыдущем абзаце сформулировано столь де- 
ликатно, что оно не зависит ни от какого порядка, который мо- 
жет существовать в индексном множестве К. Поэтому те доводы, 
которые мы собираемся привести, будут справедливы не только 
для сумм по множеству целых чисел, но и для кратных сумм со 
многими индексами К\, К›, .... 

В частности, когда К — множество неотрицательных целых 
чисел, наше определение для неотрицательных членов ак озна- 
чает, что 


п 
У ак = Шо у ак. 
к>0 1? ко 
И вот почему: любая неубывающая последовательность вещше- 
ственных чисел имеет предел (возможно, равный со). Если этот 
предел равен А, а Е— некоторое конечное множество неотри- 
цательных целых чисел, все из которых < п, то )_„ерак < 
У коак < А; следовательно, либо А. = со, либо А — ограничива- 
ющая постоянная. Ноесли А ' — некоторое число, меньшее устано- 
вленной границы А, то найдется такое п, что зак > А’; сле- 
довательно, конечное множество Ё = {0,1,...,п} свидетельствует 
о том факте, что А' не является ограничивающей постоянной. 

А теперь можно легко вычислить величины конкретных бес- 
конечных сумм в соответствии с только что данным определени- 
ем. Например, если ак = х*, то 


—_ „п -1 __ 
У ** — тп 1 х — и х), 
п |-хХ со, 
К>0 


если 0 <х<1, 
еслих > 1. 


В частности, бесконечные суммы 5 и Т, которые обсуждались 
минуту назад, равны, соответственно, 2 и со — как мы и предпо- 
лагали. Другой заслуживающий внимания пример: 


=у к 


1 
2 ЕПК 


к>о к>0 
м —]1 1% 
— | К = Ш — | =1 
п со по —] 
к=0 0 


Теперь рассмотрим тот случай, когда наряду с неотрицатель- 
ными сумма может содержать отрицательные члены. Какой, к 
примеру, должна быть величина суммы 


У (1 =1-1+1—1+1-1+...? 
К>0 
Если сгруппировать члены попарно, то получаем: 


И-П... = О+О+О+..., 


Множество К 
может даже быть 
несчетным. Но 
если существует 
ограничивающая 
постоянная А, то 
лишь счетное чи- 
сло его членов мо- 
жет быть отлично 
от нуля, поскольку 
самое большее пА. 
членов > 1/п. 


„Аветерарит 


диап Цашт 
а-а+а—а-+а-—а 
ес. пипс еф = а, 
пипс = 0, адеодие 
сопНпиаца т 
шйпцит зепе 
ропепаиз = а/2, 
[ареог аситеп 

её уегкайет 
апипайУег$! 01! 


фиг" 
— Г. Гранди [80] 


Это что, первая 
страница без 


граффити? 


2.7 БЕСКОНЕЧНЫЕ СУММЫ 79 


так что сумма оказывается равной нулю; но если начать группи- 
ровку по парам шагом позже, то получаем 


т -а-у-и-и-..: =1-0-0-0-..., 


т.е. сумма равна единице. 

Можно было бы также попробовать положить х = —1 в фор- 
муле > „> хк = 1/(1—х), поскольку мы знаем, что эта формула 
справедлива при 0 <х < 1; но тогда мы будем вынуждены при- 
знать, что данная бесконечная сумма равна : — а ведь это сумма 
целых чисел! 

Другим любопытным примером служит бесконечная в обе 
стороны сумма )_ „ак, в которой ак = 1/(К +1) при К 2 ди 
ак =1/(К—1) при К < 0. Ее можно записать как 


+ ($) + (3) + (-2) +1+5+3+4+.... (2.58) 


Если мы вычисляем эту сумму, отталкиваясь от ‚центрального“ 
элемента и двигаясь наружу, 


+ (-1}+ (-1+(-1+(1)+:)+7 +1) +..., 
то получаем |; и мы получим ту же 1, если сдвинем все скобки 
на один элемент влево, 

++ (1+ (-1+СУ+СО+О+) + +..., 
поскольку сумма всех чисел, заключенных в п внутренних скоб- 


ках, есть 


1 ] 1 ] ] ] ] ] 
п+1 п 2 2 п 1 п ПТ 
Аналогичное рассуждение показывает, что величина суммы оста- 
ется равной 1, если эти скобки передвинуть на любое фиксиро- 
ванное число элементов влево или вправо — это укрепляет нас во 


мнении, что сумма действительно равна 1. Но, с другой стороны, 
если сгруппировать члены следующим образом: 


+ (ЕСС, 
то п-я пара внутренних скобок будет содержать числа 


1 1 1 1 1 1 


=1 + Ни — Ни. 


В гл. 9 будет показано, что Шпи_,о(Н2и — Ни+1) = п 2,— следова- 
тельно, данный метод группировки приводит к мысли, что бес- 
конечная в обе стороны сумма на самом деле должна равняться 
1+ 12. 
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Есть нечто бессмысленное в сумме, которая дает разные значе- 
ния при сложении ее членов разными способами. В современных 
руководствах по анализу имеется целый ряд определений, с помо- 
шью которых подобным патологическим суммам приписываются 
осмысленные значения; но если мы позаимствуем эти определе- 
ния, то не сможем оперировать с ) -обозначением так же свобод- 
но, как делали это до сих пор. Цели этой книги таковы, что нам 
не нужны рафинированные уточнения понятия „условной сходи- 
мости" —мы будем придерживаться такого определения беско- 
нечных сумм, которое оставляет в силе все использованные нами 
в настоящей главе операции. 

В сущности, наше определение бесконечных сумм достаточно 
просто. Пусть К — некоторое множество, а а, — вещественнознач- 
ный член суммы, определенный при каждом К Е К. (На самом 
деле, ‘К’может означать несколько индексов Ку, К›,..., так что 
само множество К может быть многомерным.) Всякое веществен- 
ное число х можно представить в виде разности его положитель- 
ной и отрицательной частей, 


х=х'-х, где х+ =х.:[х>0] их =-х.[х<0]. 


(Либо хт = 0, либо х = 0.) Мы уже объясняли, как опреде- 
лять величины бесконечных сумм ) „ска и) „сках, посколь- 
ку а и а, неотрицательны. Поэтому наше общее определение 
таково: 


У = У а — У а, (2.59) 


КЕК КЕК КЕК 


если только обе суммы в правой части не равны со. В последнем 
случае сумма }_„-к ак остается неопределенной. 
+ — + - — — 

Пусть А? = ) ксках и А` = > „скак. Если обе суммы 
А+ и А- конечны, то говорят, что сумма > кек ак абсолютно 
сходится кА = А*- А". Если АТ = с, аА` конечна, то го- 
ворят, что сумма )_ „как расходится к +с0. Аналогично, если 

= — + 
А` = <, а А" конечна, то говорят, что }_„скак расходится к 
—со. Если же А* =А` = сю, то не говорят ничего. 

Мы начинали с определения, которое „работало“ при неотри- 
цательных членах суммы, а затем распространили его на лю- 
бые вещественнозначные члены. Если же члены суммы ак — ком- 
плексные числа, то очевидным образом наше определение мож- 
но распространить и на этот случай: сумма )_„скак определя- 
ется как ) „ск Жак +1) „ск3Зак, где Жак и Зак — веществен- 
ная и мнимая части ак при условии, что обе эти суммы су- 
ществуют. В противном случае сумма >) „скак не определена. 


(См. упр. 18.) 


Другими словами, 
абсолютная сходи- 
мость означает, что 
сходится сумма аб- 
СОлЮтТНных величин. 


Когда вы добере- 
тесь досюда, на 
первый раз лучше 
всего перевернуть 
эту страницу. 
— Сочувствующий 
ассистент 
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Неприятное, как уже говорилось, заключается в том, что не- 
которые бесконечные суммы приходится оставлять неопределен- 
ными, поскольку операции, которые мы выполняем с ними, мо- 
гут приводить к несуразностям. (См.упр. 34.) Приятное же за- 
ключается в том, что все операции из настоящей главы абсолют- 
но справедливы всякий раз, когла мы имеем дело с суммами, 
которые абсолютно сходятся в только что установленном смы- 
сле. 

Мы можем подтвердить это приятное обстоятельство, про- 
демонстрировав, что каждое из наших правил преобразования 
сумм оставляет величину любой абсолютно сходящейся суммы 
неизменной. Более определенно, это означает, что следует про- 
верить выполнение распределительного, сочетательного и пере- 
местительного законов, плюс правило, согласно которому можно 
начинать суммировать по любой переменной; все остальное, что 
мы выполняли в настоящей главе, может быть выведено из этих 
четырех основных операций с суммами. 

Распределительный закон (2.15) можно сформулировать бо- 
лее строго следующим образом: если сумма ) „как абсолют- 
но сходится к А и если с— некоторое комплексное число, то 
> кекСак абсолютно сходится к сА. Это можно доказать, раз- 
бивая сумму сначала на вещественную и мнимую, затем на по- 
ложительную и отрицательную части, как разбивали прежде, и 
доказывая частный случай, когда с > 0 и каждый член суммы ак 
неотрицателен. Доказательство в этом частном случае проходит 
в силу того, что ) „сЕСак =С) „ск ак Аля любого конечного мно- 
жества Е; последний же факт доказывается индукцией по размеру 
множества Г. 

Сочетательный закон (2.16) может быть сформулирован сле- 
дующим образом: если суммы )_ „скаки) „ск Ок абсолютно схо- 
дятся соответственно к А и В, то сумма > кек (ак-- к) абсолютно 
сходится к А+ В. Оказывается, что это является частным случаем 
более общей теоремы, которую мы вскоре докажем. 

Переместительный же закон (2.17) в действительности нет ну- 
жды доказывать, поскольку при обсуждении формулы (2.35) мы 
показали, как выводить его в качестве частного случая общего 
правила изменения порядка суммирования. 

Главным для нас остается доказательство основного принпи- 
па для кратных сумм: абсолютно сходящиеся суммы с двумя и 
более индексами всегла можно начинать суммировать по любому 
из этих индексов. Фактически, мы должны доказать, что если ] 
и элементы {К; |} Е ]} — некоторые множества индексов, такие, 
что 


› аук абсолютно сходится к А, 


)Е] 
КЕК; 
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то для каждого } Е ] найдутся комплексные числа А;, такие, 
что 


› азк абсолютно сходится к А; и 

КЕК; 

› А; — абсолютно сходится к А. 

)Е) 
Это утверждение достаточно доказать для случая, когда все чле- 
ны суммы неотрицательны, ибо в общем случае все можно раз- 
бить на вещественную и мнимую, положительную и отрицатель- 
ную части, как это делалось прежде. Поэтому предположим, что 
ак > 0 для всех пар (),К) Е М, где М — основное индексное 


множество {(),К) |} Е |, КЕК;}. 
Дано, что сумма > _(; ‚см а;к конечна, а именно, что 


у а; к <А 

(7, К) ЕЁ 
для всех конечных подмножеств Е С М и что А является наи- 
меньшей из таких верхних границ. Если ) — некоторый элемент 
множества }, то каждая сумма вида > кеЕ, ак, где Е; — конеч- 
ное подмножество К;, ограничена сверху числом А. Следователь- 
но, эти конечные суммы имеют наименьшую верхнюю границу 
А; 20, и, по определению, > кек, ак =А.. 

Еще нам нужно доказать, что А является наименьшей верх- 
ней границей множества >. сс А; АЛЯ всех конечных подмножеств 
С С ]. Предположим, что С — конечное подмножество множе- 
ства ], такое, что ) с А; =А' > А. Мы можем найти конечные 
подмножества Г; С К;, такие, что кеЕ; а;к > (А/А)А,;, при ка- 
ждом } Е С, для которого А; > 0. По крайней мере одно такое } 
найдется. Но тогда ) сс кск Чук > (А/А') сс А; = А, что про- 
тиворечит тому факту, что сю ск @ук < А Аля всех конечных 
подмножеств Е С М. Следовательно, )_;-с А; < А для любого 
конечного подмножества С С ]. 

Наконец, пусть А’— некоторое вещественное число, мень- 
шее А. Доказательство будет завершено, если мы сможем найти 
конечное множество СС], такое, что >. ЕС А;>А'. Известно, что 


Г. 
существует конечное множество ЕС М, такое, что > СюеЕ ак>А 


пусть С будет множеством индексов } в этом Ё, и пусть Е={К | 
0, ЮЕЁ}. Тогда 2 ес А;2 2 ес кев = юсЕ@к>А,. 
ЧТА. 

Итак, теперь все законно! Все, что мы делали с бесконечными 
суммами, оправданно постольку, поскольку для любой конечной 
суммы абсолютных величин ее членов существует конечная гра- 
ница. Так как бесконечная в обе стороны сумма (2.58) давала нам т.„ почему же в 
два разных ответа при вычислении ее двумя разными способами, последнее время 
ее положительные члены 1+ . + 3 --. -: должны расходиться к 00 — я только и слышу 
в противном случае нами был бы получен один и тот же ответ, о „гармонической 
независимо от способа группировки ее членов. сходимости“? 


]Еб 


„Для развития мы- 
шления действи- 
тельно полезным 
является только 
его упражнение. 
Самостоятельное 
решение трудных 
и интересных 
задач больше 
даст читателю, 
чем приводимые 
нами афоризмы, 
однако для на- 
чала и они будут 
небесполезны" 


— Д. Пойа и Д. Сегё, 


[244, с.10]. 
(Добавл. перев.) 


Дает возрастающие 
степени. 
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Упражнения 
Разминочные упражнения 


1 Что означает обозначение 


о 
у дк? 
к—4 


2 Упростите выражение х . ([х> 0] — [х<0]). 


Продемонстрируйте ваше понимание > -обозначения, выписав 
суммы 


Хы ао ыы 
0<к<5 0<К2 <5 
в развернутом виде. (Осторожно — вторая сумма с подвохом.) 
4 Выразите тройную сумму 
у к 
1<1<)<к<4 


в виде троекратной суммы (с тремя сигмами): 

а суммируя вначале по К, потом по }, а затем по 1; 

Ъ суммируя вначале по 1, потом по }, а затем по К. 
Выпишите также ваши троекратные суммы в развернутом ви- 
де без У -обозначения, используя (круглые) скобки, чтобы по- 
казать, чтб складывается вначале. 


5 Что неверно в следующей выкладке: 


(2+) (5: => 


= к=1 1 кт К к=1 
п 
к=1 
Выразите )_„[1<)<К< п] в виде функции } ип. 


Пусть УЁх) = и —+(х — 1). Что такое У(х")? 


Чему равно 0", когда т, — некоторое целое число? 


< оч @ 


Что представляет собой правило показателей для возрастаю- 
щих факториальных степеней — аналог правила (2.52)? Вос- 


пользуйтесь им для определения х_". 


10 В тексте выведена следующая формула для разности произ- 
ведения: 


А(чу) =чцАу + ЕуДи. 


Как может быть эта формула правильной: ведь ее левая часть 
симметрична относительно ц и у, а правая — нет? 
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Обязательные упражнения 
11 Общее правило (2.56) суммирования по частям эквивалентно 


следующему: 
У (ак-+1 — ак) Ок 
0<К<п 
= акб — аобо — У ак (Вк+т — Ьк) при п 20. 


0<К<п 


Докажите эту формулу непосредственно, используя распреде- 
лительный, сочетательный и переместительный законы. 


12 Покажите, что функция р(К) = К-+ (-—1)*с является переста- 
новкой множества всех целых чисел, когда с — целое число. 


13 Примените репертуарный метод для нахождения суммы 
У о(—1)*К? в замкнутой форме. 


к 


14 Вычислите сумму Ук К2^, переписав ее в виде двукратной 


к 
суммы ) |<; <к<и 2“. 


15 Вычислите бр, =) ‚_/| КЗ методом 5 из текста вот как: сперва 
запиптите @й. + Па. = 2 > 1<;<к<и )К, а затем примените фор- 


мулу (2.33). 
16 Докажите, что х\\/(х — п)" = хп/(х — м)“, если только ни 
один из знаменателей не равен нулю. 


17 Покажите, что слелдующие формулы могут быть использо- 
ваны для взаимного обращения возрастающих и убывающих 
факториальных степеней при всех целых т: 


х" = (-1"(-х)® = (х+м-— 1) = 1/(х- =", 


хи = (—1)"(-х)" = (хм = 1х тт. 


(Степень х_" определена в ответе к упр. 9.) 


18 Пусть 2 и 32 — действительная и мнимая части комплекс- 
ного числа 2. Модуль |2| равен \/(2)? + (32)2. Говорят, что 
сумма )_ ‹скак комплексных членов ак сходится абсолютно, 
если сходятся абсолютно обе вещественные суммы >) „ск Жак 
и ) кск Зак. Докажите, что )_„скак сходится абсолютно то- 
гда и только тогда, когда существует ограничивающая посто- 
янная В, такая, что >» „с; |ак| < В для всех конечных подмно- 
жеств ЕС К. 


Домашние задания 


19 Подберите суммирующий множитель и решите рекуррент- 
ность 
То — 5, 
2Та = ПТ 1-+3. п! при п > 0. 
20 Попробуйте, вычисляя У ко КНк методом приведения, найти 
величину ) хо Нк. 
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21 Вычислите суммы 5, = У о (-Т)" К, Та = Ук о(-1)" КК и 
Ч, =Уко(-1 )"-КК? методом приведения, считая, что п > 0. 


Трудно отожде- 22 Локажите тождество Лагранжа (не прибегая к индукции): 
СТВИТЬ ТОГО, КТО 


умер почти 2 века г п г 2 
тому назад. У (бк — акб;)* = (> <) (> ы) — (> сн. 
1<)<к<п к=1 к=1 к=1 
Докажите далее более общее тождество для суммы: 
у (а;5к — акб; ) (А; Вк — АкВ; ) . 
1<)<К<п 
23 Вычислите сумму ) ;_.(2К-+1)/ (к(к -- 1)) двумя способами: 
а заменяя дробь 1/К(К + 1) ‚элементарными дробями“ 1/К — 
1/(кК+1); 
ЪЬ суммируя по частям. 
24 Чему равна сумма > о<к<п Нк/(кК+1)(К-+2)? Указание: обоб- 
щите вывод (2.57). 


Это обозначение 25 Обозначение Пкек ак означает произведение чисел ак при 
было введено Яко- всех К Е К. Предположим для простоты, что ак = 1 лишь 
би [400] в 1829 г. для конечного числа К, так что нет необходимости определять 


бесконечные произведения. Каким законам, аналогичным рас- 
пределительному, сочетательному и переместительному зако- 
нам для ) -операции, удовлетворяет подобная | [-операция? 

26 Выразите двойное произведение | |. <;<к<л @)@к Через одинар- 
ное произведение Пе. ак, манипулируя с | |-обозначением. 
(Это упражнение дает нам произведение элементов верхней 
треугольной матрицы по аналогии с их суммой (2. 33).) 

27 Вычислите величину Д(с*) и используйте ее для установления 
величины суммы )_„_/(—2)*/К. 

28 В каком месте следующий вывод сбивается с пути истинного? 


1 К к-—1 
1 = —— —_— 
> ЕЕИ > (== к 


К>1 
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Контрольные работы 
29 Вычислите сумму ) г_,(—1)^К/(4К? —1). 


30 Игрокам в крибедлж издавна известно, что 15 = 7+8 = 
45-6 =1+2-3-4-5. Найдите количество способов пред- 
ставления числа 1050 в виде суммы последовательных поло- 
жительных целых чисел. (Тривиальное представление ‘1050’ 
в виде самого себя считается одним из таких способов; сле- 
довательно, имеются четыре, а не три способа представления 
числа 15 в виде суммы последовательных положительных це- 
лых чисел. Между прочим, в этой задаче не предполагается 
знания правил игры в крибедж.) 


31 Дзета-функция Римана ((К) определяется в виде бесконечной 


суммы 
1 ] 1 
)21 
Докажите, что У к=2 (СК) — 1) = |. А чему равна сумма 


У к! (С(2к) = 1)? 


32 Пусть а - Ъ = тах(0, а— 5). Докажите, что 


У пк х- К) = У (х- (2+1) 


к>0 к>0 


при любом вещественном х > 0, и вычислите эту сумму в 
замкнутой форме. 


Конкурсные задачи 


33 Пусть Лкек ак обозначает минимальное из чисел ак (или их 
наибольшую нижнюю грань, если К бесконечно), считая, что 
каждое ак либо вещественное число, либо со. Какие зако- 
ны справедливы для /\-операции, аналогичные тем, которые Законы джунглей. 
имеют место для ) и | [7 (См. упр. 25.) 
34 Докажите, что если сумма )_„_к ак не определена в соответ- 
ствии с определением (2.59), то она расслаивается в следую- 
ем смысле: если А- и А* — любые заданные вещественные 
числа, то можно найти последовательность конечных подмно- 
жеств [1 СЁ, СЁ: С .-. множества К, такую, что 


› ак < А ›, если п нечетно, 
КЕР, 


› ак > А*, если п четно. 
КЕЕ, 


35 Локажите теорему Гольдбаха 


Е = — 
3 7 8 1 24 26 3 35 АКТ, 
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Совершенно иска- где Р— множество ‚совершенных степеней’ определяемое ре- 
женные совершен- курсивно как: 


ные степени. 
Р ={м” |м>22,п22мЕеР}. 


36 „Самоописательная последовательность“ Соломона Голомба 
(1(1), (2), 1(3),...) — единственная неубывающая последова- 
тельность целых чисел, обладающая тем свойством, что она 
содержит ровно {(К)} вхождений каждого К. По кратком раз- 
мышлении становится ясно, что эта последовательность долж- 
на начинаться так: 


п |123456789710 ПП 12 
(п) 1223344455 5 6 


Пусть 9(п.) — наибольшее целое т, такое, что {(т.) = п. Пока- 
жите, что 


а 9") =>. ЕК}; 

Ь 9(9(п)) = Хе КИК); 

с 9(9(9(т))) = зпо(т) (9(п) +1) - 1-1 9(®) (9(® +1). 
Исследовательская проблема 


37 Можно ли уложить все прямоугольники размера 1/К на 1/(К-- 1) 
при К>] в квадрате размера 1 на 17 (Вспомните, что сумма их 
площадей равна |1.) 
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Целочисленные функции 


ЦЕЛЫЕ ЧИСЛА составляют костяк дискретной математики, и 
нам часто приходится округлять дробные или произвольные ве- 
тцественные числа в целые. Наша цель в этой главе — получить 
представление и навыки в обращении с подобными округлениями 
и узнать кое-что об их замечательных свойствах. 


3.1 ПОЛ /ПОТОЛОК: ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


Начнем с настила пола и перекрытия потолка — определе- 
ний для любого вещественного числа х функций наибольшего и 
наименьшего целого: 


[х] = наибольшее целое, меньшее или равное х; 


(3.1) 


[х| = наименьшее целое, большее или равное х. 


Эти обозначения, как и названия ‚пол“ и ‚потолок“ были введены 
в обиход Кеннетом Э. Айверсоном в начале 60-х годов [4, с. 12]. 
Он обнаружил, что наборщики вполне могли бы обойтись име- 
ющимися литерами ‘[’и‘]’, срезав их верхушки и основания. 
Предложенные им обозначения стали настолько популярными, 
что теперь скобки ‚пола“ и ‚потолка“ можно встретить в любой 
статье без какого-либо пояснения. До недавнего времени чаще 
всего использовалась запись ‘[х]’для наибольшего целого < х, 
а лля функции наименьшего целого подходящий эквивалент от- 
сутствовал. Впрочем, некоторые авторы пытались писать ‘]х[’ — 
затея, обреченная на провал. 

Помимо многозначности в обозначениях, существует неодно- 
значность в существе этих функций. Так, в некоторых калькуля- 
торах имеется функция ПМТ, определяемая как [х| при положи- 
тельном х и как [х| при отрицательном х. Вероятно, создатели 
таких калькуляторов хотели, чтобы их функция [МТ уловлетво- 
ряла соотношению ПМТ(—х) = —ПМТ(х). Но мы останемся привер- 
женцами наших функций пол и потолок, поскольку они обладают 
гораздо более привлекательными, чем это, свойствами. 


)У-ухК 
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Один из подходящих способов получить представление о 
функциях пол и потолок — разобраться в их графиках, которые 
располагаются лесенкой выше и ниже линии ‚перил“ {(х) =х: 


(х) =х 








[х] — ооеоое® 


к! = — 


К примеру, из данного графика видно, что 


[е]} =2,  [-е] =-3, 
[е] =3, [-е| = —2, 


поскольку е = 2.71828.... 

Глядя на эту графическую иллюстрацию, можно отметить ряд 
фактов относительно полов и потолков. Прежде всего, посколь- 
ку функция пол лежит на и под диагональной линией !(х) =х, 
то |х]| < х; точно так же [х| > х. (Впрочем, это и так ясно из 
определения.) В целых точках обе эти функции совпадают: 


[Хх] =х <> х- целое <= [х|=х. 


(Мы пользуемся обозначением ‘<’, подразумевая под этим 
„тогда и только тогда“) А если они не совпадают, то потолок ровно 
на | выше пола: 


Остроумно. _ 
В соответствии А — [% = [х— не целое]. (3-2) 
со скобочной Если же сдвинуть диагональную линию вниз на единицу, то она 
нотацией вер целиком окажется под функцией пол, так что х —1 < [х]|; точно 
сона это законно так же х + 1 > [х]. Объединяя эти наблюдения, получаем, что 
равенство. 

х—1< [х| <х< [х| <х+Т1. (3-3) 


И, наконец, данные функции являются отражениями друг друга 
относительно обеих осей: 


[-х] =, Г =-[. (3-4) 


Таким образом, каждая из них легко выражается через другую. 
Это обстоятельство позволяет объяснить, почему функция по- 
толок прежде не имела собственного обозначения. Но потолки 
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встречаются столь часто, что заслуживают специальных знаков 

отличия, точно так же, как нами были присвоены специальные 

обозначения возрастающим, равно как и убывающим, степеням. 

У математиков издавна есть синус и косинус, тангенс и котангенс, 

секанс и косеканс, максимум и минимум — а теперь у нас есть как 

пол, так и потолок. А на следующей 
Для того чтобы не просто довольствоваться графической ил- неделе будут и 

люстрацией неких фактов, а действительно доказать свойства  СТеНЫ. 

этих функций, особенно полезны следующие четыре правила: 


[х|] =п <> п<х<п-+1, (а) 
[х] =п <> х-1<п<х», (Ъ) 
[Хх] =п <> п-1<х<п, (с) (3.5) 
Хх] =п < х<п<х+1. (а) 


(Во всех четырех случаях считается, что п — целое, а х — веще- 
ственное число.) Правила (а) и (с) суть немедленные следствия 
определения (3.1); правила (Ъ) и (4) суть те же самые с той лишь 
разницей, что данные неравенства переставлены так, что п ока- 
зывается в середине. 

Целочисленное слагаемое можно вносить и выносить в/за 
скобки пола (или потолка): 


[хп] = [х]| +1, п — целое. (3.6) 


(Действительно, правило (3.5(а)) утверждает, что это равенство 
эквивалентно неравенствам |[х| + п < х-+т < [х| +п+ 1.) Но 
аналоги этой операции — типа вынесения за скобки постоянного 
множителя — в общем случае недопустимы. Так, |пх| # п[х|, ко- 
гла п = 2 их = 1/2. Это значит что скобки пола и потолка 
недостаточно гибки — мы счастливы уже тогда, когда удается во- 
обще отделаться от их присутствия либо что-то сделать при их 
наличии. 

Оказывается, что имеется много случаев, когда скобки пола 
и потолка излишни и их можно либо вставлять, либо удалять — 
как нам угодно. Так, любое неравенство между вещественными и 
целыми числами равносильно неравенству с полом или потолком 
между целыми числами: 


х<п <> [х|<п, (а) 
п<хх < п< |, (Ъ) (8.7) 
х<п +4 [М<п, (5) | 
п<х < тп<[(. (а) 


Эти правила легко доказываются. Например, если х < п, то на- 
верняка |х| < п, так как |х| < х. И наоборот, если |[х| < п, то 
непременно х < п, так как х < [х| +Ти [х| +1< п. 

Было бы здброво, если бы все четыре правила в (3.7) так же 
легко запоминались, как и локазывались. Каждое неравенство без 
пола или потолка соответствует такому же неравенству с полом 


М-да. ..Лучше 
не обозначать 
дробную часть 
через {х}, когда 
ее можно спутать 
с множеством, 
содержащим х в 
качестве своего 
единственного 
элемента. 


Второе случается 
тогда и только 
тогда, когда проис- 
ходит „перенос“ за 
десятичную точку 
при сложении 
дробных частей 


{х} и {5}. 
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или потолком, но нужно дважды подумать, прежде чем решить, 
которое из двух годится. 

Разность между хи |х| называется дробной частью х и в 
приложениях возникает столь часто, что заслуживает собствен- 
ного обозначения: 


{х} =х-—|х|. (3-8) 
Иногда |х| называется целой частью х, поскольку х = |х| +{х}. 
Если вещественное число х может быть записано в виде х = п -{ 0, 
где п — целое число, а 0 < 9 < 1, то на основании (3.5(а)) можно 
заключить, что п = [х| и 0 = {х}. 

Равенство (3.6) не выполняется, если п, — вещественное число. 
Но, вообще-то, для |[х-+ у] имеются всего лишь две возможности. 
Если х и 1) записать в видех = [х|-+{жиу = |[у| +{9}, то получим 
[ху] = [х] + [9] + $} +}. А поскольку 0 < {х} + {у} < 2, то 
оказывается, что в некоторых случаях |[х + у| — это [х| + [4|, ав 
остальных — это |х| + [14| +1. 
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Итак, мы подобрали основные инструменты для работы с 
полами и потолками. Опробуем их на деле, начав с простой за- 
дачки: что такое |135]? (Следуя предложению Эдварда М. Рейн- 
гольда, мы используем ‘15’ для обозначения логарифма по осно- 
ванию 2.) Ну, поскольку 2? < 35 < 126, можно взять логарифмы, 
получая 5 < 1535 < 6,—таким образом, правило (3.5(с)) утвер- 
ждает, что [1535] = 6. 

Заметим, что булучи записанным в системе счисления с осно- 
ванием 2, число 35 тоже состоит из шести битов: 35 = (100011$.. 
А верно ли, что [16 п| — это всегда длина п, записанного в двоич- 
ной форме? Не всегла. Для записи 32 = (100000) тоже необхоли- 
мо шесть битов, так что []еп| — неверный ответ на этот вопрос. 
(Он неверен только в случае, когда п является степенью 2, но это 
означает, что он неверен в бесконечном числе случаев.) Правиль- 
ный же ответ можно получить, заметив, что для записи каждого 
числа п, такого, что 2"! < п < 2", требуется т битов. А по- 
скольку т — 1 = |]5п| по правилу (3.5(а)), то т = [вп | + Т. То 
есть, для того чтобы выразить любое п > 0 в двоичной форме, 
необходимо |]вп] {- 1 битов. Исходя из правила (3.5(с)), анало- 
гичный вывод дает ответ [15 (п. +1)| —эта формула справедлива 
даже при п = 0, если нам хочется считать, что для записи п =0 
в двоичной форме требуется нуль битов. 

Обратимся далее к конструкциям с несколькими полами и по- 
толками. Что такое Их] ? Ответ прост: поскольку [х | — целое чи- 
сло, то Их | — это просто |[х|. Этому же равно любое другое вы- 
ражение, в котором самый внутренний |х| окружен каким угодно 
числом полов и потолков. 
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А вот орешек покрепче: разгрызите-ка такую задачку — верно 
или неверно утверждение, что 


[МЕ = 5х! (3-9) 


Очевидно, это равенство справедливо, когда х — целое число, ибо 
тогда х = |х]. Но это является равенством и для п = 3.14159..., 


и для е = 2.71828..., и для ф = (1+\5)/2 = 1.61803... ибо во 
всех этих частных случаях мы получаем 1 = 1. Наша безуспеш- 
ная попытка найти какой-либо опровергающий пример наводит 
на мысль, что равенство справедливо и в общем случае, так что 
давайте попробуем его доказать. 

Между прочим, когла мы сталкиваемся с выбором между 
„доказать или опровергнуть“ то обычно предпочитаем вначале 
опровергнуть с помощью какого-нибудь контрпримера по двум 
причинам: опровержение существенно проще (нужен всего лишь 
один опровергающий пример), а ‚придирки по мелочам“ вызыва- 
ют прилив творческих сил. Даже если данное утверждение ока- 
зывается верным, поиск контрпримера зачастую приводит к его 
доказательству, как только скептик осознает, почему контрпри- 
мер невозможен. Помимо всего прочего, скептицизм полезен для 
здоровья. 

Если бы мы решили доказать, что |\/[х]| = [\/Х| методами 
анализа, то могли бы начать с разбиения х на целую и дроб- 
ную части |х] + {х} = п + 90 с последующим разложением ква- 
дратного корня, используя биномиальную теорему: (п + 0)'/? = 
1/2 +и-1/20/2 —п-3/202/8 +.... Но подобный подход весьма не- 
практичен. 

Гораздо практичнее воспользоваться уже подготовленными 
нами инструментами. Предлагается такой план: каким-либо обра- 


зом разобрать наружный пол и квадратный корень | |х. | ‚ после 
чего убрать внутренний пол, а затем вновь собрать разобранное, 
чтобы получить |\/Х|. Годится. Положим т = |\/|х]| и восполь- 
зуемся правилом (3.5(а)), получая т < \/|х| < м-+1. Тем самым 
мы избавляемся от скобок наружного пола, ничего не теряя при 
этом. Поскольку все три части этой конструкции неотрицатель- 
ны, возводим их в квадрат, получая т? < [х| < (м+1)2. Тем 
самым мы отделываемся от квадратного корня. Затем разбираем 
оставшийся пол, пользуясь правилом (3.7( 9 лАя вого нера- 
венства и правилом (3.7(а)) для правого: т, (т, + 1)2. А 
теперь не составляет труда восстановить Е Проделанное извлечь 
квадратные корни, получая т < \/х < м + 1, и воспользо- 
ваться правилом (3.5(а)), получая т = [\/х|. Таким образом, 


[МЁх/] = м = [МХ] — наше утверждение оказалось верным. Тем 
же способом можно доказать, что 


МЫ = [М] 


Предложенное доказательство не столь уж существенно опи- 
рается на свойства квадратных корней. Более внимательное рас- 


при вещественном х > 0. 


при вещественном х > 0. 


(Конечно же, п, е 
И ф —это первые 
вещественные чи- 
сла, которые надо 
попробовать, — не 
так ли?) 


Скептицизм полезен 
для здоровья толь- 
ко до определенной 
степени. Скепти- 
ческое отношение 
к намерениям и 
планам (особенно 
своим) вероятно 
избавит вас от вол- 
нений и обеспечит 
спокойную жизнь. 
Но проявление 
слишком скепти- 
ческого отношения 
наверняка заставит 
вас все время быть 
прикованным к 
работе, вместо того 
чтобы позволить 
себе выкроить 
время для физиче- 
ских упражнений и 
восстановления сил. 
Чрезмерный скепти- 
ЦИЗМ — ЭТО Прямая 
дорога к состоянию 
„конченого челове- 
ка’, когда вы ста- 
новитесь настолько 
озабоченным соблю- 
дением строгости и 
законченности, что 
уже никогда не в 
состоянии ничего 
довести до конца. 
— Один 
Из скептиков 


(Это наблюдение 
было сделано 
Робертом Д. Мак- 
Элисом, когда 

он заканчивал 
университет. } 


„Сядем на минут- 
ку, — предложила 
Алиса. 

„На минутку?" — 
воскликнул Ко- 
роль. 

„А если бы на тебя 


сели?“ 
— Л. Кэррол 


[174, с. 244] 
(Добавл. перев.) 
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смотрение показывает, что можно обобщить лежащие в его осно- 
ве идеи и доказать много большее. Пусть 1(х) — некоторая не- 
прерывная монотонно возрастающая функция, обладающая тем 
СВОЙСТВОМ, ЧТО 


{(х) = целое число —> х = целое число. 


(Символ ‘=>’ означает ‚влечет за собой“) Тогда 
НО = ЖД и о ПО] = (3-10) 


всякий раз, когда определены функции {(х), {(|х|) и ([х]|). Да- 
вайте докажем это общее свойство для потолков, поскольку до 
этого мы уже занимались полами, тем более, что доказательство 
для полов почти такое же. Если х = [х|, то доказывать нече- 
го. В противном случае х < [х|, а Кх) < ([х|), поскольку {— 
возрастающая функция. Тогда [{(х)| < [+([х|)|, так как | | —не- 
убывающая функция. Если бы было [{1(х)] < [+([х])], то должно 
найтись число \), такое, чтох < у < [х| иКу) = [1(х)|, поскольку 
функция { непрерывна. Это у должно быть целым в силу специ- 
ального свойства +. Но непосредственно между хи [х| не мо- 
жет быть никакого целого числа. Это противоречие означает, что 
должно быть [1(х)] = [1([х])]. 

Явного упоминания заслуживает важный частный случай 
этой теоремы: 


Не ГГ вы 


п п п п 


если т и п — целые числа, а знаменатель п положителен. К при- 
меру, пусть т = 0; тогда || [х/10]/10]/10] = [х/1000]. Трое- 
кратное деление на 10 с последовательным отбрасыванием цифр 
остатка — это то же самое, что и непосредственное деление на 1000 
с последующим отбрасыванием всего остатка. 

Попробуем теперь подтвердить или опровергнуть другое пред- 
положение: 


ПИ ] = [Их] при вещественном х > 0. 


Оно проходит при х = п их = е, но не проходит при х = ф — тем 
самым выясняется, что в общем случае оно неверно. 

Прежде чем двинуться дальше, сделаем минутное ОТСТУПЛЕ- 
НИЕ для Того, чтобы обсудить различные „уровни“ задач, которые 
могут рассматриваться в книгах по математике. 


Уровень 1. Аля определенного объекта х и определенного со- 
отношения Р(х) доказать, что выполняется Р(х). Например, 
„доказать, что [п| = 3" Здесь суть дела заключается в нахожде- 
нии доказательства некоторого предполагаемого факта. 

Уровень 2. Аля определенного множества Х и определенного 
соотношения Р(х) локазать, что Р(х) выполняется при любом 
хЕХ. Например, „доказать, что |[х| < х при любом вещественном 
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х“ Суть дела опять заключается в нахождении доказательства, 
но на этот раз — общего доказательства. Мы имеем дело уже не с 
арифметикой, а с алгеброй. 


Уровень 3. Аля определенного множества Х и определенного 
соотношения Р(х) подтвердить или опровергнуть, что Р(х) вы- В других моих 
полняется при любом х Е Х. Например, ‚подтвердить или опро- сочинениях — но не 


вергнуть, что [\/|[х|] = [\/х| при любом вещественном х 2 0" питье, Пить 
Здесь мы имеем дело с дополнительным уровнем неопределенно- „)/ ОВ вр. 
сти — результат может оказаться либо тем, либо другим. Это бли- нуть“ примерно 
же к той реальной ситуации, с которой постоянно сталкивается в 99.44% случа- 
математик: утверждения, попадающие на страницы книг, имеют ев, по-видимому, 
обыкновение быть правильными, но к новому следует относить- равносильно 

ся предвзято. Нсли данное утверждение ошибочно — наше дело „Подтвердить“ 
найти контрпример. Если данное утверждение правильно — мы 


обязаны найти доказательство (как на уровне 2). 


Уровень 4. Аля определенного множества Х и определенного 
соотношения Р(х) найти необтодимое и достаточное условие 

О(х) того, что выполняется Р(х). Например, ‚найти необходимое 

и достаточное условие того, что [х| > [х|“ Суть дела заключается 

в нахождении условия О, такого, что Р(х) < О(х). Везуслов- 

но, всегда наготове тривиальный ответ: просто взять О(х) =Р(х). 

Нет, имеется в виду, что нужно найти условие, которое настолько 

просто, насколько это возможно. А для нахождения удовлетворя- Но не проще. 
ющего этому требованию простого условия нужна сообразитель- — А. Эйнштейн 
ность. (Так, в нашем случае „|х| > [х| < х- целое") Этот 

самый элемент сообразительности, который необходим для нахо- 

ждения О(х), существенно усложняет решение подобных задач, 

но как нельзя лучше характеризует то, с чем приходится стал- 

киваться математику в „реальной действительности‘ И, наконец, 

должно быть, естественно, доказано, что Р(х) выполняется тогда 

и только тогда, когда выполняется О(х). 


Уровень 5. Аля определенного множества Х найти некоторое 
интересное общее свойство Р(х) его элементов. Тем самым мы 
вторгаемся в жуткие дебри чистой науки, гле, как полагают сту- 
денты, царит всеобщий хаос. Но это уже настоящая математика. 
Авторы учебников редко осмеливаются задавать вопросы уров- 
ня 5. КОНЕЦ ОТСТУПЛЕНИЯ. 


Но давайте переведем наш последний вопрос с уровня 3 на 
уровень 4: каково необходимое и достаточное условие того, что 
[Их] | = [МХ]? Мы уже выяснили, что при х = 3.142 это равен- 
ство выполняется, а прих = 1.618 — не выполняется. Дальнейшие 
проверки показывают, что к тому же оно не выполняется при х 
между 9 и 10. Ого-го. Более того, случаи невыполнения возника- 
ют всякий раз, когла т? < х < т? +1, так как в этих случаях 
в левой части получается т, а в правой — т + 1. Во всех дру- 
гих случаях, когда \/х определен, а именно при х = 0 или при 
т? +1 <х < (т+1)2, получается равенство. Поэтому для вы- 


(А пессимистами — 
полузамкнутыми.) 


Точно так же 
можно запомнить 
дату открытия 
Америки, напевая: 
„Один, четыре, де- 
вять, три — Колумб 
Америку открыл" 
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полнения равенства необходимо и достаточно следующее условие: 
либо х — целое число, либо \/|х| — не целое число. 


Для формулировки нашей следующей задачи воспользуем- 
ся удобным обозначением для интервалов вещественной прямой, 
предложенным К. А.Р. Хоаром и Лайлом Рэмшоу. Интервал [х, В] 
обозначает множество вещественных чисел х, таких, что х < 
х < В. Это множество называется замкнутым интервалом, 
поскольку он включает как одну, так и другую концевую точ- 
ку хи В. Интервал (х, В), не включающий ни одной, ни другой 
концевой точки, состоит из всех х, таких, что х <х < В; он на- 
зывается открытым интервалом. А интервалы [х, В) и (х, В|, 
включающие либо одну, либо другую концевую точку, определя- 
ются аналогично и называются полуоткрытымиыи. 

Сколько целых чисел содержится в подобных интервалах? 
Нам удобнее начать с полуоткрытых интервалов. И вообще, почти 
всегда удобнее иметь дело с полуоткрытыми, чем с открытыми 
или замкнутыми интервалами. К примеру, они аддитивны — при 
объединении полуоткрытых интервалов [х, В} и [В, у} получа- 
ется полуоткрытый интервал [х, у). Аля открытых интервалов 
этого не произошло бы, ибо точка В оказалась бы исключенной, 
а для замкнутых интервалов возникли бы проблемы, ибо точка 
В оказалась бы включенной дважды. 

Но вернемся к нашей задаче. Если х и В — целые числа, то 
ответ простой: тогда интервал [х, В) содержит ровно р} — х целых 
чисел сх, х+1,..., В—1 при условии, что © < В. Точно так же ин- 
тервал (х, В] содержит В — х целых чисел при том же условии. 
Но наша задача потруднее, ибо по условию сх и В — произволь- 
ные вещественные числа. Тем не менее, ее можно свести к более 
легкой задаче, поскольку согласно (3.7) 


хп < В — [9 <п< В, 
х<п < В = [м] <п< [В], 


когда п — целое число. Интервалы справа имеют целочисленные 
концевые точки и содержат такое же количество целых чисел, 
что и интервалы слева, имеющие вещественнозначные концевые 
точки. Поэтому интервал [х, В) содержит ровно [В] — [х| целых 
чисел, а интервал (х, В] ровно [В |-— |<] целых чисел. Это один из 
тех случаев, когда нам действительно надо обзавестись скобками 
пола или потолка, вместо того чтобы избавляться от них. 

Кстати, существует мнемонический прием для запоминания 
того, в каком случае употребляются полы, а в каком — потолки: 
полуоткрытые интервалы, которые включают не правую, а левую 
концевую точку (такие, как 0 < 9 < Т) несколько более употреби- 
тельны, чем те, которые включают не левую, а правую концевую 
точку — так же как полы несколько более употребительны, чем 
потолки. Но по закону Мерфи действительное прямо противопо- 
ложно ожидаемому — потолки соответствуют интервалам |[х, В), 
а полы соответствуют интервалам (х, В]. 
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Аналогичный разбор показывает, что замкнутый интервал 
[х, В] содержит |В | — [«| +1 целых чисел и что открытый интер- 
вал (х, В) содержит [В] — |х| — 1 целых чисел, хотя в последнем 
случае мы налагаем дополнительное ограничение х 7 В с тем, 
чтобы эта формула не приводила нас в замешательство откро- 


вением, что пустой интервал (х, х) содержит ровно —1 целых 
чисел. Полытожим установленные факты: 
интервал количество целых чисел ограничение 
[х, В] 1 Г +1 ЗВ, 
[©, В) В Го] х<В, (3-12) 
(х, В] [В] — © хЗВ, 
(х, В) [8] — |х| -1 х<В. 


А вот задача, которая не может нас не заинтриговать. В Клубе 
любителей конкретной математики находится казино (доступное 
только обладателям этой книги), в котором колесо рулетки имеет 
тысячу гнезд с номерами от 1 до 1000. Если выпадающий при 
вращении рулетки номер п делится на пол своего кубического 
корня, т.е. если 


[Уп] \ п, 


то это выигрышный номер и казино выплачивает нам 5 долларов; 
в противном случае это проигрышный номер и уже мы обяза- 
ны уплатить 1 доллар. (Обозначение „а\Ъ“ которое читается как 
„а делит ЪБ', означает, что Ъ в точности кратно а, — это соотноше- 
ние обстоятельно исследуется в гл.4.) Можно ли рассчитывать 
„сделать деньги“ на такой игре? 

Средний выигрыш — т.е. сумму, которую мы выиграем (или 
проиграем) за одну игру,/— можно вычислить, подсчитав сперва 
число М/И выигрышных номеров и число [. = 1000 — УИ проигрыш- 
ных номеров. Если каждый номер выпадает по одному разу в 
1000 играх, то мы выигрываем 5\\/ долларов и проигрываем {[. 
долларов, так что средняя сумма выигрыша составит 


5-Е _ 5М- (1000 —М/) _ 6М/ - 1000 
1000 — 1000 — 1000 


долларов. Если выигрышных номеров 167 и более, то мы извле- 
каем прибыль; в противном случае выигрывает казино. 

Но как подсчитать число выигрышных номеров среди тысячи? 
Не так уж и трудно уловить их закономерность. Все номера от 
1 до 23 — 1 =7— выигрышные, ибо для каждого из них |У/п| =1. 
Среди номеров от 23 = 8 до 33 — | = 26 выигрышными являются 
только четные номера. А среди номеров от 33 = 27 до 43—1 = 63 — 
только те, которые делятся на 3; ит.д. 

Общее число благоприятных исходов игры можно выразить 
аналитически, если воспользоваться техникой суммирования из 


(Опрос ауди- 
тории показал, 

ЧТо 28 студентов 
посчитали, что 
играть не стоит, 
13 пожелали риск- 
нуть, а остальные 
постеснялись 
ответить.) 


(Так что мы за- 
интриговали их 
Клубом любите- 
лей конкретной 
математики.) 
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предыдущей главы с привлечением нотации Айверсона для логи- 
ческих выражений, доставляющей 0 или 1: 


1000 
У [п — выигрышный номер] 


п=1 


У [1 \т] = У [к= [Уп] [АИ < п < 1000] 


М/ 


1<п<1000 Км 

= У [3 <п<(К+1]] п =Ки\П < п < 1000] 

К, тп 

=1+» [К <км< (к+ 13] П <к<10] 
К, т 

=1+) [те (К, (к+1)3/к)]П <к< 10] 
К, т 

=1+ >) ([К+3зк+3-+1/К - [к?]) 
1<К<10 

=1+ >. (3к+4) а ЭТ 9 = 172. 

2 

1<К<10 


Этот вывод заслуживает внимательного изучения. Обратите вни- 
мание, что в 6-й строке используется формула (3.12) для ко- 
личества целых чисел в полуоткрытом интервале. Единственно 
‚трудный’ момент — это решение при переходе от 3-й к 4-й стро- 
ке выделить п = 1000 в качестве отдельного случая. (Неравен- 
ство К? < п < (К-+ 1} не так просто объединить с неравенством 
1 < п < 1000 при К = 10.) Вообще-то, граничные условия, похоже, 

Не „похоже, а самое скользкое место при > -манипуляциях. 

именно так. В нижней строке сообщается, что УИ = 172; следовательно, 
наша формула для средней суммы выигрыша за одну игру сво- 
дится к (6.172 — 1000)/1000 долларам, что составляет 3.2 цента. 


Так гле, вы сказа- — Можно рассчитывать стать богаче примерно на 3.20 доллара, сде- 
ли, находится это лав 100 ставок по 1 доллару. (Если, конечно, владельцы казино не 
казино? сделают так, что номера будут выпадать с равной вероятностью, 


но некоторые — равнее других.) 

Задача о казино, которую мы только что решили, представля- 
ет собой приукрашенную версию более прозаического вопроса: 
„Сколько целых чисел п при 1 < п < 1000 удовлетворяют соотно- 
шению |Уп| \ п?“ С математической точки зрения эти два вопро- 
са одинаковы. Но иногда неплохо приукрасить задачу: мы обога- 
щаем свой словарь (‚выигрышными номерами" и ‚проигрышными 
номерами“), что помогает нам разобраться в существе дела. 

Попробуем обобщить задачу. Предположим, что 1000 заменя- 
ется на 1000000 или на еще большее число М. (Мы допускаем, 
что у владельцев казино есть связи и они могут достать коле- 
со побольше.) Насколько тогда увеличится число выигрышных 
номеров? 
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Для ответа на этот вопрос достаточно тех же самых рассу- 
ждений, но необходимо осторожнее обращаться с самым большим 
значением К, которое для удобства обозначим через К: 


К = УМ. 


(Раньше К равнялось 10.) Для произвольного М общее число вы- 
игрышных номеров становится равным 


М№М= У (3к+4+» [К <Кт<м] 


1<К<К т 


= 1(7+3к+10(кК-0+У [те (К2, М/К 


= ЗК +3К—4+) [те [К?, М/К] . 


т 


Нам известно, что оставшаяся сумма есть |М/К| — [К?] +1 = 
|М/К]| -— К? + 1; следовательно, формула 


МИ = [М/К] + 1К2+3К-3,  К= Ум (3.13) 


дает общий ответ для колеса с М гнездами. 

Первые два члена этой формулы приближенно равны М№2/? + 
7№2/3 = 3№2/3, а при большом М остальные члены по сравнению 
с ними много меньше. В гл.9 мы узнаем, как получать выраже- 
ния, подобные выражению 


М/ = 3213 + 0(№1/3), 


где О(№!/3) означает величину, которая не превосходит констан- 
ты, умноженной на М!/З. Какой бы ни была константа — она не за- 
висит от М, так что при большом М вклад О-члена в величину \У\/ 
будет весьма незначительным по сравнению с 5№2/ 3. Так, следу- 
ющая таблица показывает, насколько близки значения 5м2/ Зк 
величине \\: 


М 5№2/3 У/ — Фпогрешности 
1000 150.0 172 12.791 
10000 696.2 746 6.670 
100000 3231.7 3343 3.331 
1000000 15000.0 15247 1.620 
10000000 697623.8 70158 0.761 
100000 000 323165.2 324322 0.357 
1000 000 000 1500000.0 1502496 0.166 


Вполне приличное приближение. 
Приближенные формулы полезны постольку, поскольку они 
проще, чем формулы с полами и потолками. Однако зачастую 


... Не добавляя 
общности... 


„всли Хх есть не- 
которое ирраци- 
ональное число, 
меньшее единицы, 
ТО МОЖНО ВЗЯТЬ 
один из двух рядов 
величин т./Х,, 
т/(1 —х), где 
т. — целое число; 
каждое число, 
принадлежащее к 
тому или иному 
ряду, и только 
оно одно, будет 
заключено между 
любыми двумя 
заданными по- 
следовательными 
целыми числами" 

— Рэлей [287] 


Правильно — при 
возрастании п. 

на 1 должен возра- 
стать только один 
Из этих счетчиков. 
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важна „абсолютная точность“ особенно при малых значениях М, 
с которыми обычно имеют дело на практике. Скажем, владелец 
казино может ошибочно предполагать, что при М = 1000 имеется 
лишь 5№2/ 3 = 150 выигрышных номеров (в таком случае доход 
казино составил бы 10 центов). 


И в завершение этого раздела обратимся к так называемым 
спектрам. Спектр некоторого вещественного числа х определя- 
ется как бесконечное мультимножество целых чисел: 


брес(х) = {|%|, [2%], |3“|,...}. 


(Мультимножество — это то же самое, что и множество, но в нем 
могут содержаться повторяющиеся элементы.) К примеру, спектр 
числа 1/2 начинается так: {0,1,1,2,2,3,3,...}. 

Легко показать, что нет двух одинаковых спектров — т.е. 
© 5 В влечет за собой Эрес(х) = Зрес(В). Действительно, если 
предположить, не умаляя общности, что х < В, то найдется не- 
которое положительное целое число т, такое, что т(В — х) > 1. 
(На самом деле, любое т > [1/(В —х)] будет таковым, но мы не 
видим необходимости каждый раз бравировать своими познани- 
ями в области полов и потолков.) Следовательно, тВ — тах > 1 
и [тВ| > [тд(|. Таким образом, Зрес(В) содержит менее чем т 
элементов < |тох|, тогда как брес(х) содержит по меньшей ме- 
ре т". 

Спектры обладают многими замечательными свойствами. Рас- 
смотрим, например, два мультимножества 


Зрес(\2) ={1,2,4,5,7,8,9,11,12,14,15,16,18,19,21,22,24....}, 
брес(2+\2) ={3,6,10,13,17,20,23,27,30,34,37,40,44,47,51,...}. 


Элементы брес(/2) легко вычисляются на калькуляторе, а со- 
гласно (3.6) п-й элемент Зрес(2 + \/2) ровно на 2п больше п-го 


элемента З5рес(\/2 ). Более внимательное рассмотрение показыва- 
ет, что два этих спектра связаны друг с другом гораздо более 
удивительным образом: получается так, что любое число, отсут- 
ствующее в одном спектре, присутствует в другом, но никакое 
число не содержится одновременно в обоих! И это действительно 
так — все целые положительные числа представляют собой объ- 
единение непересекающихся множеств Зрес(\/2) и $рес(2 + 2). 
Говорят, что эти спектры образуют разбиение всех целых поло- 
жительных чисел. 

Для доказательства этого факта подсчитаем, сколько в мно- 
жестве Зрес(\/2) элементов < п и сколько элементов < п в мно- 


жестве брес(2 + \/2). Если при каждом п их общее число соста- 
вит п, то эти два спектра действительно образуют разбиение всех 
целых чисел. 
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Пусть х положительно. Число элементов в брес(х), которые 


< п, равно 
№, п) = > [ка] < п] = > [к <п+1 
= вас и ока 
_ о +1/5 —1. (3-14) 


Этот вывод интересен двумя моментами. Во-первых, здесь ис- 
пользуется правило 


тп <> тм<тп+1, т, и п — целые, (3.15) 


для замены '<’на ‘<’ с тем, чтобы в соответствии с (3.7) можно 
было убрать скобки пола. Во-вторых —и это более тонкий мо- 
мент — суммирование проводится по К > 0, а не го К > 1, так 
как величина (п - 1)/х могла бы оказаться меньшей | при не- 
которых п и ©. Если бы мы попытались применить (3.12) для 
определения количества целых чисел в интервале [1, (п + 1)/х) 
в отличие от определения количества целых чисел в интервале 
(0, (п + 1)/х), то получили бы правильный ответ, однако наш 
вывод был бы неправильным, поскольку не были бы соблюдены 
условия его применимости. 

В любом случае у нас есть формула для М(х, п). Теперь можно 
проверить, образуют или нет множества брес(/2) и 
Зрес(2-+ М2} разбиение всех целых положительных чисел, прове- 


рив, выполняется или нет равенство М (\/2, п) + №(2+ 2, п) =п 
при любом целом п > 0, используя для этого (3.14): 


Р-н 
> 7 + ры =т, согласно (3.2), 


м-1 п-] п-+1 м- 1 
о м р — =п, 
2 1775} 2+ 2 28} " 











согласно (3.8). 


Все упрощается благодаря изящному равенству 


1 + 1 

/2 2+2 
так что наше условие СВОДИТСЯ к проверке, правильно или нет, 
что 


ОН! 





Т, 
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при любом п > 0. А это правильно, потому что это дробные части 
нецелых чисел, которые в сумме дают целое число п- 1. Действи- 
тельно, разбиение. 


3.3 ПОЛ/ПОТОЛОК: 
РЕКУРРЕНТНОСТИ 


Полы и потолки обеспечивают широкий простор для изуче- 
ния рекуррентных соотношений. Для начала рассмотрим рекур- 
рентность 


К =Т, (3.16) 
Кит =1 + ш(2К |, 3ЗКи/31)  прип>0. 3. 
Так, например, К! есть 1 + ш1(2Ко,ЗКо) = 3, а сама последова- 
тельность начинается с чисел 1, 3, 3, 4, Г, 7, И, 9, 9, 10, 13,.... 
Один из авторов этой книги с присущей ему скромностью решил 
назвать их числами Кнута. 

В упр.25 предлагается подтвердить или опровергнуть, что 
К, > п при любом п > 0. Несколько только что перечислен- 
ных первых К-чисел действительно удовлетворяют этому нера- 
венству, так что имеется некоторое основание считать, что оно 
справедливо и в общем случае. Попробуем доказать его по ин- 
дукции. База индукции при п = 0 вытекает непосредственно из 
определения рекуррентности. Для индуктивного перехода пред- 
положим, что данное неравенство выполняется вплоть до некото- 
рого фиксированного неотрицательного п, и попробуем показать, 
что Кл+1 2 п + 1. По определению рекуррентности нам известно, 
что Кит = 1+ пащ(2К|и/2|,ЗК|т/з|), а по индуктивному предполо- 
жению — что 2К|„/2| 2 2|п/2| иЗК п /з! > 3|п/3]. Однако 2[п/2] 
может быть равным самое менышее п — 1, а 3|п/З| может быть 
равным самое меньшее п —2. Самое большее, что можно извлечь 
из нашего индуктивного предположения, это Ки 21+ (п -— 2), 
что явно не дотягивает до неравенства Ки1 2 п +1. 

Теперь у нас появилось основание усомниться в справедли- 
вости неравенства К, > п, поэтому попытаемся его опроверг- 
нуть. Если мы сумеем найти п, такое, что либо 2К | п /? | < п, либо 
ЗК п/з| < п, другими словами, такое, что 


К | п/2] < п/2 или К плз < п/З, 


то получим Ки 1 < п-+1. Возможно ли такое? Но здесь нам лучше 
воздержаться от ответа, чтобы не испортить упр. 25. 
Рекуррентные соотношения, включающие в себя полы и/или 
потолки, часто возникают в задачах информатики, поскольку ал- 
горитмы, основанные на важном принципе ‚разделяй и властвуй" 
зачастую сводят задачу размера п к решению тех же задач мень- 
ших размеров, являющихся целочисленными долями п. Напри- 
мер, один из способов сортировки п. записей при п > | состоит 
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в том, чтобы разделить их на две примерно равные части: од- 
ну — размера [п/2], а другую — размера |п/2|. (Кстати, обратите 
внимание, что 


п = [1/2] + [9/21]; (3.17) 


эта формула оказывается кстати довольно часто.) После того как 
каждая часть отсортирована отдельно (тем же самым методом, 
применяемым рекурсивно), можно объединить записи в требу- 
емом порядке, выполнив самое большее п — | дополнительных 
сравнений. Таким образом, общее число выполненных сравнений 
не превышает {(п), где 


ЕТ) =0, 8) 
(п) = ([п/21) + +([п1/2])+п-1  прип>1. 3. 


Решение этой рекуррентности приводится в упр. 34. 
В задаче Иосифа из гл. 1 фигурирует сходная рекуррентность, 
которой можно придать следующий вид: 


КИ =1, 
п) = 2 [1/2  (-1" прип>1. 


Теперь мы располагаем уже ббльшим числом приемов по срав- 
нению с тем, что имели в гл. 1, поэтому рассмотрим более досто- 
верную задачу Иосифа, в которой уничтожается каждый третий, 
а не каждый второй. Если для решения этой более сложной за- 
дачи воспользоваться теми же методами, которые срабатывали в 
гл. 1, то дело закончится рекуррентностью вида 


]3 (п) = [35 (т) + ал, шоа п +1, 


где ‘п1оа’ — это функция, которой мы вскоре займемся, и ан = —2, 
+1 или —> соответственно при п тоа 3 = 0, 1 или 2. Но к этой 
рекуррентности страшно даже подступиться. 

Существует другой подход к задаче Иосифа, который приво- 
дит к более благоприятной ситуации. Всякий раз, когда один из 
людей остается нетронутым, ему можно присвоить новый номер. 
Таким образом, 1-й и 2-й человек становятся п - 1-м и п + 2-м, 
а 3-й подвергается казни; 4-й и 5-й человек становятся п -+ 3-м 
ип + 4-м, а 6-й подвергается казни; ...; ЗК + 1-Й и ЗК + 2-й чело- 
век становятся п +2К + 1-мип-+2К-+2-м, а ЗК-+ 3-й подвергается 
казни и так далее до тех пор, пока 3Зп-й человек не подвергнется 
казни (или не останется в живых). Вот пример перенумерации 


при п = 10: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

п 12 13 14 15 16 17 

18 19 20 21 22 
23 24 25 
26 27 
28 
29 
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Казнимый К-м человек прекращает существование вместе со сво- 
им номером ЗК. Таким образом, мы можем отгадать, кто останется 
в живых, если сможем отгадать первоначальный номер человека, 
получившего номер Зп. 

Если М > п, то жертва с номером М должна была иметь не- 
кий предыдущий номер, который можно установить слелующим 
образом: поскольку М = п +2К +1 или М =п-+2Кк +2, тоК = 
((М—-п-—1)/2|. Но предыдущий номер был соответственно ЗК-+ 1] 
или ЭК--2. Это значит, что он был равен ЗК+(М—п—2К) = КЕМ—п. 
Следовательно, номер ]з(п) оставшегося в живых может быть вы- 
числен следующим образом: 


М := эм; 

М-п-—1 
пока М>п выполнять м= | 5. | мп 
3 (п) := М. 


Это не является выражением для ]з(п.) в замкнутой форме — это 
даже не рекуррентность. Но, по крайней мере при большом п, 
„Нот ту слоу, это позволяет вычислить ответ достаточно быстро. 
нот ту фаст“ К счастью, имеется возможность упростить этот алгоритм, 
—Л. Армстронг воспользовавшись переменной О = 3Зп-+1—М вместо М. (Такая за- 
мена переменных соответствует присвоению номеров, уменыпаю- 
щихся от Зп. до 1, вместо номеров, увеличивающихся от | до Зп,— 
подобно обратному отсчету времени.) Тогда усложненное правило 
присвоения значений переменной М становится таким: 


О := +1 — и + (З® +1 -5)-п) 
О О 


=о-| 57| = 9+ |5] = 51, 


и предыдущий алгоритм можно переписать следующим образом: 





2 — 
=а+0- |7" > 


О :=1; 

пока О <2п выполнять О := [30]; 

]3(п):= З® +1-О. 
Ага! Это выглядит гораздо привлекательнее, поскольку п очень 
просто входит в вычисления. Фактически, рассуждая аналогич- 
но, можно показать, что если уничтожается каждый 4-й чело- 


век, то номер уцелевшего ] (п) может быть вычислен следующим 
образом: 


О :=Т; 
пока О < (4-Тп выполнять О := 1-0] (3.19) 
]а(п) := дп+1-О0. 
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В случае а = 2, который нам столь хорошо знаком, переменная 
О возрастает до 2"*' при п = 2" -+- 1; следовательно, ]›(п) = 
2(2% +1) +1— 2741 = 21+ 1. Годится. 

В (3.19) реализован способ вычисления последовательности 
целых чисел, которая может быть определена рекуррентно как 


2% =1, 


(4) ток при п > 0. 
Эти числа, по-видимому, не связаны каким-нибудь простым спо- 

собом с какими-нибуль известными функциями, за исключением 

случая 4 = 2; следовательно, им вряд ли можно придать при- 

влекательный замкнутый вид. Но если мы согласимся принять 

) за „известную“ то задача Иосифа допус-  „Известную“ как, 
скажем, гармо- 
нические числа. 
где К — наименьшее возможное число, такое, что (9 > (4-—-1)п. 5Э.М. Одлыжю и 
Г.С. Вильф показа- 
ли [231], что 
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Если т и п — целые положительные числа, то частное от  ГА@ 
деления п на т равно |п/т|. Полезно обзавестись достаточно С я 1.622270503. 
простым обозначением и для остатка от этого деления — обозна- 
чим его через ‘п шо4 тт’. Основная формула 


(3.20) 


последовательность {4 
кает простое описание: номер уцелевшего ] (п) равен дт-{1 —2 9) 


п =м|[п/м| + пшоамт 


частное остаток 


позволяет выразить п шо т в виде п — тп/т|. Это можно 
распространить на целые отрицательные числа, а фактически — 
на произвольные вещественные числа: 


х шод у =х — у[х/у| приуй0. (3.21) 


Тем самым ‘по’ оказывается бинарной операцией точно так же, 
как являются бинарными операции сложения и вычитания. Не- 
формально математики издавна использовали понятие то, вы- Откуда взялось 
числяя разные величины по модулю 10, по модулю 2п и т.п., но название ‘тоа’: 
оно утвердилось лишь в последние двадцать лет формально. По- бинарная опера- 
нятие — старое, обозначение — новое. ция? Вы узнаете 
Когда х и \\— вещественные положительные числа, смысл ТОВ САДУ ющей, 
х по у можно легко уловить интуитивно. Вообразим себя бегу- волнующей, главе 
щими по кругу с длиной окружности у, точкам которой припи- 
саны вещественные числа из интервала [0, у). Если, взяв старт 
в точке 0, пробежать некоторое расстояние х по окружности, мы 
остановимся в точке х то4 у. (А пока мы бегаем, точка 0 встре- 
тится нам |х/у| раз.) 
Когда же х или у отрицательны, нужно внимательно вник- 
нуть в определение, с тем чтобы точно выяснить, что в этом 


Остерегайтесь 
машинных языков, 
в которых ис- 
пользуется другое 
определение. 


А что если на- 
звать это число 
мотором? 


Одно время в 
70-х годах был в 
моде стиль ‘то4’. 


Может быть новую 


титЫе-функцию 
следовало бы 
назвать ‘панк’? 


Нет — мне 


нравится ‘титЫе”’! 
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случае означает х то у. Вот некоторые примеры с целыми х 
ит: 


5 шо 3 = 5- 35/3] =2, 
5 шод —3 =5- (-3)|5/(-3)}  =-1, 
—5 шоЯ 3 = —5—3|-5/3] =1, 
—5 шоа —3 = —5- (-3)|-5/(-3)|] = -—2. 


Число после ‘то’ называется модулем, но никто пока еще не 
придумал, как назвать число перед ‘шоа’. В приложениях мо- 
дуль обычно положителен, но данное выше определение сохраня- 
ет смысл и когда модуль отрицателен. В обоих случаях величина 
х по у лежит между нулем и модулем: 


при у > 0, 
при у < 0. 
А как насчет у = 07 Определение (3.21) оставляет этот вопрос от- 


крытым, с тем чтобы избежать деления на нуль, но для полноты 
можно положить 


0 < хшоач < у 
О > хшоду > у 


(3.22) 


Подобное соглашение сохраняет свойство х тоЯ у всегда отли- 
чаться от х на величину, кратную у. (Может показаться более 
естественным сделать эту функцию непрерывной в 0, полагая 
х 104 0 = Шп,_кох то у = 0. Однако в гл.4 увидим, что это 
сделало бы ее менее полезной. Непрерывность — не самая важная 
сторона операции 1104.) 

Мы уже сталкивались с одним замаскированным частным 
случаем операции п1о4, когда записывали число х в виде суммы 
его целой и дробной частей: х = [х| + {х}. Дробная часть может 
быть записана также как х то 1, потому что 


х тоа 0 =х. 


х = [х| + хшоа 1. 


Обратите внимание, что в этой формуле круглые скобки не нуж- 
ны: считается, что знак шо связывает операнды сильнее, чем 
знаки сложения или вычитания. 

При определении операции п1о4 использовалась функция пол, 
в то время как функция потолок не удостоилась равного внима- 
ния. Быть может, стоило бы воспользоваться функцией потолок 
для определения аналога операции то типа операции 


х шишЫеу = у[х/у| —х; 


(пишЫе — нечто невразумительное.— Ред.). в случае нашей ана- 
логии с кругом это соответствует расстоянию, которое нужно до- 
бежать бегуну, преодолевшему расстояние х, чтобы попасть в ис- 
ходную точку 0. Конечно же, необходимо более подходящее назва- 
ние, нежели ‘шишЫе’. Но нашлось бы подходящее приложение — 
наверняка найдется и соответствующее название. 
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Самым важным алгебраическим свойством операции тпо4 яв- 
ляется распределительный закон: 


с(х то4 1) = (сх) шоа (су) (3.23) 


при любых вещественных с, хиу. (Те, кто предпочитает, чтобы 
знак п1о4 связывал операнды слабее, чем знак умножения, могут 
и здесь убрать круглые скобки в правой части.) Этот закон легко 
получается из определения (3.21), так как 


с(х шо м) = с(х-—-у[х/у|) = сх — су[сх/су]| = сх шоа су, 


если су 7 0 (случаи с нулевыми модулями тривиальны). Четы- 
ре предыдущих примера с +5 и +3 дважды иллюстрируют этот 
закон при с = —1. Тождество типа (3.23) действует успокаиваю- 
ще, ибо оно позволяет надеяться, что операция ‘шо’ определена 
надлежащим образом. 

В оставшейся части этого раздела рассмотрим одно приложе- В остатке, а? 
ние операции ‘п1о4’, в котором она оказывается весьма полезной, 
хотя и не играет центральной роли. Рассматриваемая задача ча- 
сто возникает в тех многочисленных ситуациях, когда надо раз- 
ложить п предметов на т групп как можно более равномерно. 

Предположим, например, что мы располагаем п короткими 
строками текста Ппе 1, Ппе2..., которые хотелось бы разместить 
в т колонках. По эстетическим соображениям желательно, что- 
бы по высоте эти колонки располагались в убывающем порядке 
(фактически — в невозрастающем порядке), причем высота коло- 
нок должна быть примерно одинаковой — никакие две колонки 
не должны отличаться друг от друга более чем на одну строку 
текста. Если 37 строк текста разбиваются на пять колонок, то 
предпочтительно такое их размещение, как справа: 


8 8 8 8 5 8 8 7 7 7 
Ппе1 Ппе9 Ное 17 ИПпе 25 Ппе 33 \пе1 Нве9 Нпе 17 ИПпе 24 Попе 31 
Нпе2 Ппе 10 Пие 18 Ние26 Пое 34 Пре2 Ппе 10 Попе 18 Ппе 25 Ппе 32 
Ппе3з Ппе 11 Цое 19 Нпе 27 Ппе 35 Пое3з Цпе 11 Пое 19 Ппе 26 пе 33 
Ппе 4 Ппе12 Ппе20 Ппе 28 Ппе 36 Нле4 Нпе 12 1пе20 Ппе 27 Попе 34 
Ппе5 Ппе 13 Цле21 Иле 29 Ппе 37 Нпе5 В пе 13 Пле 21 Нре28 пе 35 
Ппеб Ппе 14 Ппе22 Ппе 30 Ппеб Ппе 14 Пое 22 Нпое 29 Нпе 36 
Ппе?7 Нпе15 Пле23 Ппе 31 Ное?7 Нпе 15 пе 23 Пре 30 Ппе 37 


пе 8 Пре 16 пе 24 Ппе 32 Пре 8 Ппе 16 


К тому же желательно распределить строки по колонкам следу- 
ющим образом: вначале решается, сколько строк войдет в пер- 
вую колонку, затем мы переходим ко второй, третьей и так да- 
лее — ведь именно таков порядок чтения. Распределение строк 
текста ряд за рядом обеспечило бы нас требуемым числом строк 
в каждой колонке, однако порядок их чтения оказался бы нару- 
шенным. (Мы получили бы нечто подобное размещению справа, 
но в 1-й колонке оказались бы строки 1, 6, 11,..., 36 вместо 
строк 1, 2, 3,..., 8.) 

Хотя план размещения ряд-за-рядом неприемлем, он позволя- 
ет выяснить, сколько строк поместится в каждой колонке. Если 
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п. не кратно т, то в процессе размещения ряд-за-рядом выясня- 
ется, что удлиненные колонки должны вмещать [п/т|, а укоро- 
ченные — [п/т| строк каждая; в результате будет ровно п. шо т 
удлиненных колонок (и, как выясняется, ровно п шишЫе т уко- 
роченных). 

Теперь обобщим терминологию и поговорим о ‘предметах’ и 
‘группах’ вместо ‘строк’и ‘колонок’. Только что мы выяснили, 
что первая группа должна вмещать [п/т| предметов; следова- 
тельно, можно попробовать следующую схему последовательно- 
го распределения: для распределения п предметов по т группам 
при т > 0 поместить [п/т]| предметов в одну группу, а затем 
рекурсивно применить ту же самую процедуру для того, чтобы 
разместить п’ = п — [п/т| оставшихся предметов в т’ = т -— 1 
прочих группах. 

К примеру, если п = 314 и т = 6, то распределение происхо- 
дит по такой схеме: 


оставшиеся оставшиеся предметов в 
предметы группы группе 

314 6 53 
261 5 53 
208 4 52 
156 3 52 
104 2 52 

52 ] 52 


Схема работает — мы получаем группы практически неизменного 
размера, несмотря на то, что делитель изменяется. 

А почему она работает? В общем случае можно предположить, 
что п = дм + т, где а = |п/т]| ит = пшоа м. Если т = 0, то 
процесс размещения прост: мы помещаем [п/т]| = 4 предметов 
в первую группу и заменяем п на п' = п — а, оставляя п' = ат' 
предметов для размещения в остальных т’ = т - | группах. 
Если жет > 0, мы помещаем [п/т] = а + 1 предметов в первую 
группу и заменяем п нап' =п—а-—1, оставляя п’ = ат' +т-—1 
предметов для последующих групп. Новый остаток т’ заменяется 
нат’ =т-— 1, но 4 остается без изменений. Отсюда следует, что 
получится т групп с 4-1 предметами, за которыми следуют т-—т 
групп с а предметами. 

Сколько же предметов окажется в К-й группе? Для ответа на 
этот вопрос нам нужна формула, которая бы давала [п/т] при 
К < пшоа м и [п/т| в противном случае. Нетрудно убедиться, 
что требуемым условиям удовлетворяет формула 


п-—Кк-+] 
т › 


поскольку она сводится к а- | (т-К-+1)/т], если, как и в предыду- 
щем абзаце, записать п. в виде п = ат + т (здесь а = [п/т|). По- 
лучаем, что [(т-К-+1)/т] = [К<т|, если | < К<ти0<т< м. 
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Следовательно, можно записать следующее тождество, которое 
выражает разбиение п на 1 как-можно-более-равных частей в 
невозрастающем порядке: 


п и + “= ЕТ | (3.24) 


т т 


Это тождество справедливо при любом целом положительном т 
и при любом целом п (положительном, отрицательном или рав- 
ном нулю). Мы уже сталкивались со случаем т = 2 в (3.17), 
правда, записанном в несколько ином виде: п = [п/2] + [п/2]. 
Если бы мы пожелали, чтобы все части располагались в 
неубывающем порядке — когла меньшие группы предшествуют 
большим, — можно было бы действовать тем же способом, но с 
[п/т.| предметами в первой группе, получая соответствующее 


тождество: 
п м-+1 им — 1 
п —= |+ к [Е . (3.25) 


Тождества (3.25) и (3.24) можно обращать одно в другое, пользу- 
ясь либо соотношением (3.4), либо тождеством из упр. 12. 

Теперь, если в (3.25) заменить п на |[тх| и применить правило Некоторые утвер- 
(3.11) для удаления полов внутри полов, то получится тождество,  ждают, что заме- 


которое справедливо при любом вещественном х: нять что бы то 
ни было на тх 


1 т. — | слишком опас- 
[мх] = [х|] + |х+ = | ++ Хх + |. (3.26) но, (Имеются в 
виду ракеты МХ. 
Это до некоторой степени удивительный результат, ибо функция — Перев.). 


пол является целочисленной аппроксимацией вещественнознач- 
ной величины — тем не менее, отдельное приближение слева рав- 
няется сумме их целой компании справа. Если считать, что [х| — 
это, грубо говоря, х — } в среднем, то левая часть, грубо говоря, 


равна примерно щх — т, в то время как правая часть — это при- 
1 т, 1 Ту мт) 1 

близительно (х— 5) + (х-5+-) О 2+7) = тх — 2. 

Но сумма всех этих грубых приближений оказывается величиной 


точной! 
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Уравнение (3.26) наглядно показывает, что по крайней ме- 
ре один вид сумм, включающих в себя скобки | |, можно полу- 
чить в замкнутой форме. А есть ли другие? Есть. Уловка, которая 
обычно срабатывает в таких случаях, заключается в том, чтобы 
избавиться от пола или потолка, введя новую переменную. 

Посмотрим, к примеру, можно ли получить сумму 


> к 


О<К< и 


Убывающие степе- 
ни убирают сумму. 
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в замкнутой форме. Предлагается ввести переменную т = |/К| — 
это можно сделать „чисто механически“ действуя так же, как в 
задаче с рулеткой: 


у МЕ = У темп = М] 


О<К<п К,т>0 


= у тк < п [т< УКк<м+ 1] 


Кт>0 
= У тк < п] [т? <к< (т -+1)"] 


Кт>0 


= У т [т <Кк< (м +1)" <п| 


Кт>0 


+ у т [17 <К<п< (т+1):]. 
Кт>0 
И вновь некоторые затруднения с граничными условиями. Допу- 


стим сначала, что п = а^ — точный квадрат. Тогда вторая сумма 
обращается в нуль, а первая может быть вычислена по обычному 


правилу: 


У т [17 <К< (т-+ 1)? <а?] 
Кт>0 


= > м((т-+1)2-п)[т+1<а] 


т>0 


= у т(2тщт - 1) <а] 


т>20 


= У (2т2 + Зт/.) [т < а] 


т>0 


= у. (212. + Зт/.) бт 
= за(а—1)(а-— 2) +За(а—1) = $(4а+ Па(а-—1). 


В общем случае можно положить а = |\/п.|; тогда нужно всего 
лишь сложить члены при а? < К < п, причем все они равны а, 
так что в сумме дают (п — а^)а. А это дает сумму в требуемой 
замкнутой форме: 


о = па- а -4а,  а=1У. (62 


О<К< и 


Другой подход к вычислению подобных сумм состоит в замене 
выражения вида |х| на 2. 1 <) <х|, что допустимо всегда, когда 


110 ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЕ ФУНКЦИИ 


х > 0. Вот как выглядит этот подход в случае суммы |квадратных 
корней |, если для удобства предположить, что п. = а?: 


у Ма =У п) <Уко<к<а?] 
о<к<п ),К 
= > У 0? <к<а?] 


1<)<а К 


= у (а`—)^) = а —та(а+ 7)(а+1). 


1<)<а 


А вот другой пример, в котором замена переменной приводит 
к преобразованной сумме. В 1909 г. независимо друг от друга и 
практически одновременно три математика — Боль [30], Серпин- 
ски [269] и Вейль [49] — обнаружили замечательный факт: если 
число х иррационально, то при п. —} со дробные доли {по} распре- 
делены весьма равномерно между 0 и 1. Одна из формулировок 
этого факта такова: 


1 
тп 1 у + ((ко}) - | #(х) ах (3.28) 


при любом иррациональном сх и любой ограниченной функции +, 

которая непрерывна почти всюду. В частности, полагая {(х) =х, 

можно найти среднее значение {пох}, которое оказывается равным 

:. (Именно этого и следовало ожидать, но разве не приятно со- 

знавать, что это справедливо вне зависимости от того, каково на Внимание! Это 

самом деле иррациональное число ох.) довольно трудный 
Теорема Воля, Серпинского и Вейля доказывается путем ап- Материал. Для 

проксимации {(х) сверху и снизу ‚ступенчатыми функциями“ Начала достаточно 


которые являются линейными комбинациями простых функций быстро пробежать 
две следующие 


+,(х) = 0 <х<у страницы — они 
пока не столь 
при 0 < у < 1. Однако наша цель состоит не в доказательстве И оцуяет 
этой теоремы — это удел книг по численным методам. Мы же по- “`` °°9 вствующия 


пробуем выяснить основную причину, по которой она справедли- 
ва, рассмотрев частный случай {(х) = №,(х). Другими словами,  оряйтесь 
попробуем выяснить, насколько близка сумма р 

с этого места 


у {Ка} < у] 


О<К<п 


к ‚идеальному“ значению пу, если п велико и хх иррационально. 
С этой целью определим отклонение О(х,п) как максимум 
по всем 0 < у < ] абсолютной величины суммы 


$(© п, у) = у (каз <\ у). (3.29) 


О<К<п 


Правильно: обозна- 
чай и властвуй. 
Замена переменной 
К на ) — вот что 
главное. 
— Сочувствующий 
ассистент 


(Запись [0 или 1] 
означает нечто, 
равное либо 0, 
либо |,— нет 
необходимости 
связывать себя 
деталями, которые 
на самом деле 
несущественны. ) 
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Наша залача— показать, что О(х, п) не ‚слишком велико“ по 
сравнению с п, показав, что величина |$(х,п,\)| всегда достаточ- 
но мала для иррационального ©. 

Сначала можно переписать $(х, п,у\) в более простом виде, а 
затем ввести новый индекс суммирования ): 


> (код <У] у) = У (к - кх-у|-ъ) 


О<К<п О<ЗК<и 


=-пу+ >} > Ка-у<) < Ка 


О<К<и ) 


— —пу -- У у бог! <К< () + у) "| 


0<)<[пх]| К<п 


Если нам повезет, то можно будет просуммировать по К. Но пре- 
жде стоит ввести некоторые новые переменные, чтобы привести 
эту формулу в божеский вид. Не умаляя общности, предположим, 
что 0 < х< 1, и положим: 


а = [© '|, о = а+х’, 
ь = [ух], УИ =Ь-У.. 
Таким образом, х' = {хи '}—это дробная часть х_', а у’ — это 


шилЫе-дробная часть от ух '. 

И вновь единственное, что нас огорчает,— это граничные усло- 
вия. Поэтому давайте пока забудем про ограничение ‘К < п’и 
вычислим сумму по К без него: 


У ке о", (9 А] = 
к 
=Ъ+ Гра" у Па. 
Ну, а дальше совсем просто — подставляем это в $ и выставляем $: 


$(о, пу) = —пу+ [по + У. (Пе-у]-[])-$, (3.39) 


0<)<[па] 


[0 +у)(а+х')| — Б(а+х')| 


где $ — поправка на случаи К > п, от которых нам не удалось 
избавиться. Величина )х' будет целой только при} = 0, поскольку 
число с (и, следовательно, х') иррационально, а величина )х'—у' 
будет целой самое большее при одном значении }. Так что можно 
„спуститься с потолка на пол": 


$(0,п,у) = —пу-+ [по] 


—_ У (1% — 5’ -у'|) —- $+ [0 или 1. 
0<)<[па] 
Интересно — вместо суммы в замкнутой форме мы получаем сум- 


му, которая весьма похожа на $(х, п,\), но отличается параметра- 
ми: х' вместо х, [пох] вместо п иу’' вместо у. А что если получить 
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рекуррентность для $(х, п,у), которая (как мы надеемся) приве- 
дет к рекуррентности для отклонения О(х, п)? Это означает, что 
мы хотим ввести в рассмотрение сумму 


5(ое, [по у) = № (0%] - Па -м]-у), 


0<)<[па] 
получая рекуррентность 


$(, п.м) = —пм- [по] — [мо — $(х', [па] м’) -$-+[0 или 1. 


Вспоминая, что 6—у' = ух ', мы обнаруживаем, что все прекрас- 


но упростится, если заменить [пх|(Ъ —у') напх(Ъ —у') = пу: 
$(в, п.м) = —$(х', [па], у’) —- $ Е [0 или ]]. 


Здесь е — некоторая положительная добавка, меньшая ух '. В 
упр. 18 доказывается, что подобно ей $ лежит между би [ух ']. 
К тому же можно вывести из суммы член при } = [пх|-—1 = [п‹|, 
так как он дает либо \'’, либо у’ — 1. Следовательно, если взять 
максимум абсолютных величин по всем у, то получим 


О(х,п) < О(х', [п] + х +2. (3.31) 


Методы, которые мы будем изучать в последующих главах, по- 
зволяют, исходя из этой рекуррентности, сделать вывод о том, 
что О(х,п) всегда много меньше п, если п достаточно велико. 
Следовательно, теорема (3.28) справедлива; однако сходимость к Конец 
пределу не всегда очень быстрая (см. упр. 9.45 и 9.61). ускорения 
Вот-те на— всего лишь упражнение на манипуляции с сум- 
мами, полами и потолками. Читателям, которые не приучены 
„доказывать, что погрешности невелики’ трудно поверить в то, 
что у кого-то могло бы хватить смелости не отступить перед 
такими безнадежными суммами. На самом деле повторное рас- 
смотрение показывает, что все это вычисление пронизывает одна 
простая мысль. Суть ее в том, что некоторая сумма $(х,п,\} из 
п членов может быть сведена к аналогичной сумме из не более 
чем [хи] членов. Все остальное сводится на нет, за исключени- 
ем небольшого остатка, образованного из близких к граничным 
членов. 
А теперь вдохнем поглубже и вычислим еще одну сумму, кото- 
рая также нетривиальна, но имеет одно огромное преимущество 
(по сравнению с только что вычисленной): она выражается в зам- 
кнутой форме, так что можно легко проверить ответ. Теперь за- 
дача будет состоять в том, чтобы обобщить сумму в (3.26), найдя Это более креп- 


выражение для кая сумма полов 
или сумма более 
пк +х крепких полов? 
——|, тп — целые числа, т > 0. 
> т 
О<К<м 


Нахождение этой суммы в замкнутой форме — орешек покрепче 
тех, с которыми мы имели дело до сих пор (за исключением, 


Предупреждаем: 
это только начало 
тянущейся до 
конца главы 
выкладки, пред- 
ставляющей 
собой решение 
одной НУДНОЙ 
задачи, поста- 
вленной исклю- 
чительно ради 
любопытства. 

— Студенты 


Справедливо. Но 
почему, чтобы вас 
заинтересовать, 
всегда нужно 
говорить о прак- 
тической пользе? 
Эта сумма возни- 
кает, например, 
при изучении и 
тестировании 
генераторов 
случайных чисел. 
Однако математи- 
ки рассматривали 
ее задолго до 
появления 
компьютеров, 
Ибо находили 
естественным 
поинтересоваться, 
нет ли способа 
просуммировать 
„поставленные на 
пол“ арифметиче- 
ские прогрессии. 
— Ваш 
преподаватель 
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возможно, задачи об отклонении, с которой мы только что ра- 
зобрались). Но эта задача настолько поучительна, что мы будем 
возиться с ней до самого конца данной главы. 

Как обычно, особенно при решении трудных задач, начнем с 
рассмотрения простых крайних случаев. Частный случай п = 1 — 
это тождество (3.26), в котором х заменено на х/т: 


х 1+ х т — 1 +х 
|= + | 
т, т, т, 
И как в гл. 1 имеет смысл получить еще некоторую информацию, 
снизойдя до случая п = 0: 


х х х х 
+ 
т т т. т 
Но в нашей задаче два параметра, т и п; теперь посмотрим, 
как выглядят некоторые частные случаи для т. Если т = 1, то 
в сумме всего один член, равный |х|. Если же т = 2, то сумма 
равна |[х/2] + | (х-+п)/2]. Можно избавиться от взаимодействия х 
и п, если вынести п за знак функции пол, но чтобы сделать это, 
надо рассмотреть отдельно случаи четного и нечетного п. Если 
п — четное, то п/2 — целое число, так что его можно вынести за 
знак пола: 


8+ (1+3) =2] +3. 


Если же п — нечетное, то (п — 1)/2 — целое число, так что мы 
получаем 


Бет) вн 


Последний шаг следует из (3.26) при т = 2. 

Эти формулы при четном и нечетном п несколько напомина- 
ют формулы при п =0и 1, но отчетливой закономерности пока 
еще не просматривается, так что лучше продолжить рассмотре- 
ние еще нескольких крайних случаев. При т. = 3 сумма равна 


х хп х+2 
[5] + | 3 т | 3 | | 
и возможны три варианта для п: либо оно кратно 3, либо на |] 


или на 2 больше этого кратного — т.е. п шо4 3 = 0, | или 2. Если 
п, шо 3 = 0, то п/З и 21/3 — целые числа, так что сумма равна 


БИН) а 
Если п шод 3 = 1, то (п —1)/З и (м -— 2)/3 — целые числа, так 
что имеем 


о-в) нк 
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Здесь последний шаг опять следует из (3.26), на этот раз при т = 

3. И, наконец, если п шо 3 = 2, то 
т -—1 


55 


Наши левые мозговые полушария уже разобрались со случа- 
ем т = 3, но правые все еще никак не могут последовать их 
примеру, поэтому перейдем к случаю т = 4: 


х х+п х+2щ х-+-3Зп 
м 
По крайней мере теперь мы знаем уже достаточно, для того что- 


бы рассмотреть случаи, основанные на значении п шоЧ м. Если 
п, поа 4 = 0, то 


+ (н-(+=)- (1) 4+ 


А если п о 4 = 1, то 


8-5 59-(е-559 


х+3 Зп —3 Зп 3 


Случай п то4 4 = 3, как выясняется, дает тот же самый ответ. 
Наконец, в случае п шоа 4 = 2 мы получаем нечто несколько 
иное, и это нечто оказывается важным ключом к установлению 
закономерности в общем случае: 


(ия) (не) +9] +") 


«Е и 


На последнем шаге упрощается нечто вида |у/2] + |(у + 1)/2], 
что вновь оказывается частным случаем (3.26). 
Вот сводка значений нашей суммы при малых т: 








) = [х| +п-1. 


























п поат =2 п шо т =3 


ш| п шо м =0 пшоащт =] 





„Пытливый ум тре- 


бует приносящей 
удовлетворение 
умственной де- 
ятельности как 
необходимого 
условия его со- 
вершенствования. 
‘Необходимость — 
источник откры- 
тий’ — бесхитрост- 
ная поговорка. 
‘Необходимость — 
источник бесплод- 
ных усилий’ — 
гораздо ближе к 
истине. Основой 
роста современных 
открытий является 
наука, а наука 
почти целиком 
произрастает на 
почве удовлетворе- 
ния собственного 
любопытства“ 

— А. Н. Уайтхел 

[299] 
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Это выглядит так, как если бы мы имели нечто вида 
х 
а Я + бп + с, 
а 


где а, 6, и с каким-то образом зависят от т и п. Даже близору- 
кие в состоянии заметить, что 6, похоже, равно (т—1)/2. Труднее 
разглядеть выражение для а, но случай п шо@ 4 = 2 указывает 
на то, что а, похоже, равно НОД(т, п} — наибольшему общему де- 
лителю т и п. Это не лишено смысла, так как НОД(т, п) —это 
тот множитель, который мы выделяем из т и п, приводя дробь 
п/т к несократимой, а наша сумма включает в себя дробь п/т. 
(Операции с нод будут обстоятельно рассмотрены в гл.4.) Ве- 
личина с представляется более таинственной, но, возможно, она 
как-нибуль получится в ходе доказательства наших предположе- 
ний относительно а и 6. 

Вычисляя сумму при малых т, мы, по существу, переписали 
каждый член этой суммы в виде 


м м 


› 


х + Кп _ х + Кип шоЯ т К Кпшодащт 
т, — т, 


ибо (Ки. — Кл шо т) /т. — целое число, которое может быть вы- 
несено за скобки пола. Таким образом, исходную сумму можно 
представить в следующем развернутом виде: 


к 0 0 то т 
о м 
т т. т. 
ры п п под т 
+ ——_ о 
т, т, т, 
х-+ 2 то “| + 2 2. шо т, 
т т т, 


+ х + (т — п шо т + (м — 1) п. (м — 1)п шой т 
т т т 


Когда мы экспериментировали с малыми значениями т, эти три 
колонки приводили нас соответственно к а|х/а|, бп ис. 

В частности, теперь можно понять, откуда берется Ъ. Вторая 
колонка представляет собой арифметическую прогрессию, сумма 
которой нам известна — это среднее первого и последнего членов, 
помноженное на число членов: 


1 (м— Тм. —_ (м-— п 


Таким образом, наша догадка, что Ъ = (т — 1)/2, подтвердилась. 
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Первая и третья колонки стоят покрепче: чтобы определить 
аи с, надо повнимательнее присмотреться к последовательности 
чисел 


0 по т, п шой м, 2п шойт, ..., (м- Пп шо м. 


Допустим, к примеру, что т = 12 ип =5. Если представить 
эту последовательность в виде часового циферблата, то данные 
числа суть 0 часов (12 часов принимается за 0 часов), затем 5 ча- 
сов, 10 часов, 3 часа (= 15 часов), 8 часов и т. д.— оказывается, 
что каждый час пробивает лишь однажды. 
Предположим теперь, что т, = 12 и п = 8. Тогда данные числа 
суть 0 часов, 8 часов, 4 часа (= 16 часов), но затем 0, 8 и 4 повто- 
ряются. Так как 8 и 12 кратны 4, а числа начинаются с 0 (тоже 
кратного 4), вырваться из этого замкнутого круга невозможно — 
все числа должны быть кратны 4. 
В этих двух случаях мы имеем нод(12,5) = ] инод(12, 8) = 4. 
Общее правило, которое будет доказано в следующей главе, гла- 
сит, что если 4 = нод(т, п), то мы получаем последовательность Сейчас — лемма, 
чисел 0, а, 24,..., т—4, взятых в некотором порядке, за которой Потом — дилемма. 
следуют еще 4— | копий той же последовательности. К примеру, 
при т = 12 ип = 8 набор чисел 0, 8, 4 встречается четыре раза. 
Итак, первая колонка суммы приобретает ясный смысл: она 
содержит 4 копий членов |х/т|, |(х-+4)/т], ..., [(х+т-—а)/т|/, 
взятых в некотором порядке, так что их сумма равна 


о) 
се 


а 


Здесь последний шаг — еще одно применение (3.26). Наша догадка 
относительно а подтвердилась: 





а = а = нод(т,п). 


А теперь, как мы и предполагали, можно вычислить с, ибо ста- 
новится понятным содержание третьей колонки. Она содержит 
4 копий членов арифметической прогрессии 0/11, 4/т, 24/т,..., 
(т, — 4)/т, так что сумма их равна 


а 50+" =“) т, т— а. 
2 т 


— = ———_, 


а 2 
на самом деле элементы третьей колонки не складываются, а вы- 
читаются, так что 


ст 
2 
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Конец загадкам, конец догадкам. Искомая сумма в замкнутой 
форме выглядит так: 


пк-+х х т, — ] д— т 
| а и, 





где 4 = нод(т, п). В порядке проверки можно убедиться в том, 
что это проходит для уже известных нам частных случаев п = 0 
ип = 1. Если п = 0, то получаем 4 = нод(т,0) = м; в 
этой формуле два последних члена равны нулю, поэтому фор- 
мула дает правильный ответ т|х/т.. А при п = 1 мы получаем 
4 = нод(т,1) = 1; два последних члена чудесно сокращаются и 
сумма равна просто [х|. 

После небольшой манипуляции с полученным замкнутым вы- 
ражением его можно сделать даже симметричным относительно 








т ит: 
К —1 а— 
у пк Хх =а[*| +“ п-т 
т, 4 2 2 
О<К<т 
х (м—-1(п-1) м-1 ф-т 
-а |= ет 
ат 2 т! 2 
х (м—1)(“п-1) а—1 
=а |= ее | 
а] + 5 +— (3-32) 
Оп-па! Я повержен Это несколько неожиданно, поскольку нет никакого повода по- 
на пол. дозревать, что такая сумма должна быть симметричной. Нами 


доказан „закон взаимности', 


К К 
у Е ыы — у м х = | целые т, п > 0. 
т, п 


О<К<т О<К<п 





К примеру, если т = 41 ип = 177, то левая сумма состоит из 
41 члена, а правая состоит из 127 членов — тем не менее они ока- 
зываются равными при любом вещественном х. 


Упражнения 
Разминочные упражнения 


1 Когда в гл.1 мы разбирали задачу Иосифа, то представляли 
произвольное целое положительное число п в виде п = 2" --1, 
где 0 < 1< 2". Приведите явные формулы для [и т как 
функций п, используя скобки пола и/или потолка. 


2 Как выглядит формула для ближайшего целого к заданно- 
му вещественному числу х? В случае „равновесия“ — когла х 
лежит ровно посредине между целыми числами — приведите 
выражение, округляющее результат: (а) в сторону увеличе- 
ния, т.е. до [х|; (Ъ) в сторону уменьшения, т.е. до |х|. 
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3 


Вычислите |[тох|п/х|, если т и п — целые положительные 
числа, а х — иррациональное число, большее п. 


В тексте охарактеризованы задачи с 1-го уровня по 5-й. А что 
представляет собой задача уровня 0? (Это, между прочим, во- 
прос не уровня 0.) 


Укажите необходимое и достаточное условие того, что |пх]| = 
п|х|, если п — целое положительное число. (Ваше условие 
должно включать в себя {х}.) 


Что примечательного можно сказать про |{(х)|, если 1(х) — 
непрерывная, монотонно убывающая функция, которая при- 
нимает целые значения, только когда само х — целое число? 


Решите рекуррентность 


при 0<п<м, 
при п > м. 


Хи =п 
Хи = Хит +1 


Локажите приниип ящиков Дирихле: если п. предметов раз- 
мещены по т ящикам, то некоторый ящик должен содержать 
> [п/м]| предметов, а некоторый ящик должен содержать 
< [п/м]. 


В 1800-м году до Н.Э. египетские математики представляли 
рациональные числа между 0 и 1 в виде сумм „основных“ дро- 
бей 1/х1 +. - -+1/хк, где х; суть различные целые положитель- 
ные числа. Например, вместо 2 они писали 5+ +5. Докажите, 
что всегда есть возможность делать это систематически: если 
О< т/п < 1, то 


1. представление № — № = |— 


(Это алгоритм Фибоначчи, предложенный Леонардо Фибо- 
наччи в 1202 г. Н.Э.) 


Обязательные упражнения 


10 Покажите, что выражение 


2х+1| | 2х-1 + 2х-+1 
2 4 4 
всегда равно либо |х|, либо [х|. При каких условиях получа- 
ется тот или иной случай? 


11 Приведите детали отмеченного в тексте доказательства того, 


что открытый интервал (х, В) содержит ровно [В] -— |х| -1 
целых чисел при сх < В. Почему для корректности доказатель- 
ства нужно исключить случай х = В? 


Речь идет о так 
называемом 
„папирусе Рай- 
нда“ — по имени 
обнаружившего 
его английского 
египтолога, или 
„папирусе Ахме- 
са“ — по имени 
составившего его 
египетского писца, 
который служит 
ОСНОВНЫМ ИСТОЧ- 
НИКОМ сведений 
о древнеегипет- 
ской математи- 
ке; подробнее 
см. Д. Я. Стройк, 
[288, с. 37. 

— Перев. 
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12 Докажите, что 


п пм — 1] 
т, т, 
при любом целом п и любом целом положительном т. [Это 


тождество дает другой способ обращения потолков в полы и 
обратно вместо применения рефлексивного закона (3.4).] 


13 Пусть хи В — вещественные положительные числа. Докажи- 
те, что Зрес(х) и брес(В) образуют разбиение всех целых по- 
ложительных чисел тогда и только тогда, когда с и В ирра- 
циональны и |/х + 1/В =1. 


14 Подтвердите или опровергните, что 
(х шоЯ пу) шо у = х шо у при целом п. 


15 Имеется ли аналогичное (3.26) тождество, в котором вместо 
полов используются потолки? 

16 Докажите, что п. шоа 2 = (1 — (—1 )") /2. Найдите и докажите 
аналогичное выражение для п шоа 3 вида а + Фа" + с?" 


где & — комплексное число (—1 + 1\/3)/2. Указание: 3 =1 
и! фо +4? =0. 


17 Вычислите сумму ) <, и[х - К/т] в случае, когда х > 0, 
подставляя 2 П <) <х- К/м] вместо [х + К/т| и суммируя 
сперва по К. Согласуется ли ваш ответ с (3.26)? 


18 Докажите, что остаточный член 5$ в (3.30) не превосходит 
х 'у. Указание: покажите, что малые значения } не суще- 
ственны. 


Домашние задания 


19 Какому необходимому и достаточному условию должно удо- 
влетворять вещественное число 6Б > 1, чтобы 


Повьх] = [ПоБь [х] ] 
при любом вещественном х > 1? 


20 Найдите сумму всех чисел, кратных х, в замкнутом интервале 
[х, В], прих > 0. 


21 Сколько чисел вида 2", 0 < т < М, начинаются с ] в деся- 
тичной записи? 


22 Вычислите суммы 
] 1 
— к. | _ к ка! |2 
=) [м2 +5 и =) 2 |2 +5 
к>1 к>1 
23 Покажите, что п-й элемент последовательности 
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,... 


равен [У 2т.- 7|. (Каждое число т. входит в данную послело- 
вательность 11, раз.) 
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24 Упражнение 13 устанавливает замечательную связь между 
двумя мультимножествами брес(х) и брес(х/(х — 1)}, когда 
х — некоторое иррациональное число > 1, поскольку 1/х + 
(х—1)/х = 1. Найдите (и докажите) другую примечательную 
связь между мультимножествами Зрес(х) и брес(х/(х + 1)), 
когда сх — некоторое положительное вещественное число. 


25 Подтвердите или опровергните, что числа Кнута, определен- 
ные соотношением (3.16), удовлетворяют условию К„ > п при 
любом неотрицательном п. 


26 Покажите, что вспомогательные числа Иосифа (3.20) удовле- 
творяют неравенству 


а_\“ а _\” 

——} <0® < —— ип >20. 
( —1 "9 (а 1 ыы 

27 Докажите, что среди определенных посредством (3.20) чисел 

О?) бесконечно много четных и бесконечно много нечетных. 


28 Решите рекуррентность 


Чао = 1 , 
аи = ай1 + |\/@и-1| при п > 0. 


29 Покажите в дополнение к (3.31), что 


О(х, п) > О(х', [| - <" -2. 
30 Покажите, что рекуррентность 


Хо =м, 
Х, =Х-2  прип>0 


® 
имеет решение Х; = [а? |, если т — целое число, большее 2, 





где ха ' =тисх > 1. К примеру, если т = 3, то решением 
является 
п+1 1 -- \/5 
Хх, = [67`"1, фо, а=ф?. 
31 Подтвердите или опровергните, что |[х| + [4] +[х-+у| < [2х| + 
[2у]. 
32 Обозначим через ||х|| = пиш(х — [х|, [х] —х) расстояние от х 
до ближайшего целого. Какова величина суммы 
Ум? 


К 


(Заметьте, что эта сумма может быть бесконечной в обе сто- 
роны. Так, если х = 1/3, то ее члены отличны от нуля как при 
К > —со, так и при К -} +00.) 


Эта формула 
несколько откло- 
няется от (3.31). 
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Контрольные работы 


33 На шахматной доске размером 2п. х 2п клеток симметрично 
начерчена окружность с диаметром 2п — 1 единиц; вот как это 
выглядит при п = 3: 





Через сколько клеток доски проходит данная окружность? 

Укажите функцию п,К), такую, что внутри данной ок- 
_1 

ружности полностью умещается ровно )_„_| {(п,К) клеток 

доски. 


34 Пусть {(п) =У к. [16К]. 
а Найдите выражение для {(п) при п > ] в замкнутой фор- 


ср 


ме. 
Ь Докажите, что (п) =п—1+1([1/2]) +1 ([1/2|) при любом 
п>21. 
Упрощая, не из- 35 Упростите формулу | (п +1)2 п! е| под п. 


мените значение. , 
36 Считая, что п — целое неотрицательное число, найдите выра- 


жение Аля суммы 
1 
у 218 к] 418 18 К] 
1<К<22" 


в замкнутой форме. 


37 Докажите справедливость тождества 


х (1) - 


О<К<т 





|” _ от то4 п, (—п1) шоа г 


п п 


при любых целых положительных 11 и п. 


38 Пусть х1,..., хи — вещественные числа, такие, что тождество 
п 
› [тхк| = | ) “. 
К=1] 1<К<и 


справедливо при любом целом положительном тп. Выясните 
что-нибудь характерное для чисел х1,..., Хп. 


122 ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЕ ФУНКЦИИ 


39 Докажите, что двойная сумма 


У У Гель 


О<К<1юовьх 0<)<Ь 


равна (Ъ — 1) (|105, х| +1) + [х| — 1 при каждом веществен- 
ном х 2 Ти каждом целом Ь > 1. 

40 Спиральная функция о(п), схематически показанная внизу, 
отображает целое неотрицательное число п в упорядоченную 
пару целых чисел (х(п.) ‚у(п)). Например, она отображает п = 


9 в упорядоченную пару (1,2). 


В 
Е 


а Докажите, что если т, = |\/п|, то 
х(п) = (1) ((®- т(т + 1)) . [[2\/п] четное] + т) | 


и укажите аналогичную формулу для у(п.). Указание: раз- 
бейте спираль на сегменты \У\к, $к, Ек, Мк в зависимости 
от значения |2\/п| =4К—2, 4К 1, 4К, 4К+ 1. 

Ь И наоборот, докажите, что п можно установить из о(п) по 
формуле вида 


п = (2)? + (2+ (п) +у(п)), Кк= шах(ж (п) (т). 


Приведите правило, определяющее, когда знак -Е есть +, а 
когда —. 


Конкурсные задачи 


41 Пусть Ти д— возрастающие функции, такие, что множества 
{1 (1), {#(2),...}и{9(1),9(2),... } образуют разбиение всех целых 
положительных чисел. Предположим, что Ти д связаны усло- 
вием 0(п) = 1((п)) +1 при любом п > 0. Докажите, что 


(п) = [пФ] и 9(п) = [пф? |, где ф = (1+ У5)/2. 
42 Существуют ли вещественные числа ох, В и у, такие, что 


Зрес(х), Эрес(В) и Зрес(у) вместе взятые образуют разбиение 
множества целых положительных чисел? 


В южном полуша- 


рии спираль за- 


кручена в другую 
сторону. 
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43 Дайте другую интересную интерпретацию числам Кнута, раз- 
вернув рекуррентность (3.16). 


44 Покажите, что существуют целые числа а(9) и 4%, такие, что 


р(9 +49 29) + 49) 
(9 тб па при п > 0, 
а— 1 4 
где 0(9) является решением рекуррентности (3.20). Восполь- 
зуйтесь этим фактом для получения решения обобщенной за- 
дачи Иосифа в другой форме: 


]а(п) = 1 +а“ +ап-— а“) при а (9 <п< а). 
45 Примените прием из упр. 30 для нахождения решения рекур- 
рентности 
У = м, 


У, = 22-1 прип>0 
в замкнутой форме, если 1 — целое положительное число. 


46 Локажите, что если п = | (1/2 ++ У“) т], где т и | — целые 


+1 1 
неотрицательные числа, то | \/2п(п + 1)| = | (М2 ° +2 )т|. 
Воспользуйтесь этим замечательным свойством для нахожде- 
ния решения рекуррентности 


Чо =а, целое а > 0, 
[а = | 24-Е +1) | при п >0 
в замкнутой форме. Указание: |\/2т(п + 1)| = |У2(п+3)|. 


47 Говорят, что 1(х) является репликативной функцией, если 


Итак) = + (+) ++) 


при каждом целом положительном т. Укажите, каким не- 
обходимым и достаточным условиям должно удовлетворять 
вещественное число с, чтобы слелующие функции являлись 
репликативными: 


а Нх) =х+с; 
Ь Ех) = Х-+ с целое]; 
+(х) = шах(|х], с); 


а {(х) =х+с[х| — ТК не целое]. 


© 


48 Локажите тождество 


хз = Зх [хх] | +3 {хх} + ЗЫ] + [хР 


и покажите, как можно получить аналогичные формулы для 
хп при п > 3. 
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49 Укажите, какому необходимому и достаточному условию 
должны удовлетворять вещественные числа 0 < х<1иВ >20, 
чтобы можно было установить с и В из бесконечного мультим- 
ножества величин 


{ [пх] + [мВ] | п>0}. 
Исследовательские проблемы 


50 Укажите, какому необходимому и достаточному условию 
должны удовлетворять вещественные неотрицательные числа 
хи В, чтобы можно было установить х и В из бесконечного 
мультимножества величин 


{ [пав] | п>0}. 


51 Обозначим через х вещественное число > ф = (1 +\5). Тогда 
решение рекуррентности 


Го (х) =х, 
7и(х) = Ин (х)^ —1 при п > 0 


может быть записано в виде 7(х) = |1(х)? |, если х— целое 
число, где 
+(х) = Шо 7.(х)!/2, 
пс 


так как Г„(х) — | < {(х)2` < 7„(х). Какими еще интересными 
свойствами обладает функция {(х}? 


52 При заданных вещественных неотрицательных числах хи В 
положим 


брес(х; В) = {[« +В], [2% + В], [3& + В],...} 


— мультимножество, обобщающее мультимножество Эрес(х) = 
орес(х; 0). Докажите или опровергните, что если т > 3 муль- 
тимножеств Эрес(ол; Вл), эрес(2; В2),..., эрес(хт; Ви) обра- 
зуют разбиение всех целых положительных чисел и при этом 
параметры © < ях) < -.: < хп рациональны, то 
2% —] 
бк = кт. при | < К<м. 

53 Алгоритм Фибоначчи (из упр.9} является „жадным“ в том 
смысле, что на каждом шаге он выбирает как можно более 
малое 4. Известен более сложный алгоритм, с помощью кото- 
рого любая дробь т/п с нечетным п может быть представлена 
в виде суммы различных основных дробей 1/а1 + --: + 1/ак 
с нечетными, знаменателями. Всегда ли заканчивается жал- 
ный алгоритм при поиске такого представления? 





Элементы теории чисел 


ЦЕЛЫЕ ЧИСЛА ЗАНИМАЮТ ОДНО ИЗ КЛЮЧЕВЫХ МЕСТ 
в дискретной математике, которая нас особенно интересует в этой 
книге. Поэтому нам следует получить представление об элемен- 
тах теории чисел — важном разделе математики, имеющем де- 
ло со свойствами целых чисел. 

В предыдущей главе мы ненадолго окунулись в воды теории 





Короче говоря, чисел, когла учились плавать стилями ‘по’ и ‘Нод’. А теперь ре- 
готовьтесь пойти шительно бросимся и уже надолго погрузимся в стихию данного 
КО ДНУ. предмета. 
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Говорят, что т делит п (или же п делится на т), если 
т, > 0, а отношение п/т — целое число. Это свойство чисел ле- 
жит в основе всей их элементарной теории, так что разумно об- 
завестись для него специальным обозначением. Поэтому будем 
писать 


т\п <> т>0 и п = мК при некотором целом К. (4.1) 


(На самом деле, в существующей математической литературе го- 
раздо более употребительно обозначение ‘тп’, а не ‘т\п’. Нос 
вертикальной чертой вышел явный перебор — ее используют при 
записи абсолютных величин, множеств, условных вероятностей 
ит. д., в то время как с наклоненной влево чертой вышел явный 
недобор. Помимо всего прочего, обозначение ‘т\п’ создает впеча- 
тление, что т как бы является знаменателем некоторого вообра- 
жаемого отношения. Так что наберемся смелости склонить наш 
символ делимости влево!) 

То, что т. не делит п, записывается как ‘тхп.. 

Имеется аналогичное соотношение ‚п кратно т’, которое озна- 
чает почти то же самое с тем лишь отличием, что т, не обязано 
быть положительным числом. Это просто означает, что п = тК 
при некотором целом К. Так, например, существует только одно 
число, кратное 0 (а именно, сам 0), но ничто не делится на 0. 
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Каждое целое число кратно —1, но никакое целое число (строго 
говоря) не делится на —1. Эти определения применимы и тогда, 
когда т и п — любые вещественные числа; например, 2п делит- 
ся на п. Но мы почти всегда будем пользоваться ими, когда т 
и п — целые числа. В конце концов, это всего лишь элементарная 
теория чисел. 

Наибольший общий делитель двух целых чисел т и п — это 
наибольшее целое число, которое делит их оба: 


(4.2) 


К примеру, нод(12, 18) = 6. Это известное всем понятие, ибо это 
не что иное, как общий множитель, который еще в младших клас- 
сах учатся выделять из дроби т/п. когда приводят ее к несокра- 
тимому виду: 12/18 = (12/6) / (18/6) = 2/3. Обратите внимание, 
что если п > 0, то НОД(0, п.) = п, так как любое положительное 
число делит 0, а п является наибольшим делителем самого себя. 
Но величина НОД(0,0) не определена. 

Другим хорошо известным понятием является наименьшее 
общее кратное 


нод(т, п) = шах{К | Км и К\п}. 


т\К и п\К}, (4.3) 


которое не определено, если т < 0 или п < 0. Изучающим ариф- 
метику это знакомо как наименьший общий знаменатель, к кото- 
рому приводятся при сложении дроби со знаменателями т. и п. 
Например, нок(12, 18) = 36, и даже ученики начальных классов 
знают, что 5 + 15 = = + = = 58. Понятие НОК отчасти аналогич- 
но понятию нод, но мы не будем уделять ему равного внимания 
по той причине, что НОД обладает более привлекательными свой- 
ствами. 

Одним из самых привлекательных свойств НОД является про- 
стота его вычисления с помощью известного уже 2300 лет метода, 
называемого алгоритмом Евклида. Аля вычисления НОД(т, п) 
заданных величин 0 < т < п в алгоритме Евклида используется 
рекуррентность 


нок(т, п) = шщ{К | К>О0, 


нод(0, п) =ц, 


нод(т, п) = Нод(п то т, т) (4.4) 


Так, например, нод(12,18) = нод(6, 12) = нод(0,6) = 6. Указан- 
ная рекуррентность законна потому, что любой общий делитель 
чисел т и п должен быть также общим делителем как числа 11, 
так и числа п шо т, которое равно п — [п/т|т. Вряд ли име- 
ется рекуррентность для нок(т, п) сколько-нибудь близкая по 
своей простоте к данной. (См. упр. 2.) 

Алгоритм Евклида дает нам и нечто большее: его можно об- 
общить так, что он будет вычислять целые числа т’ и п’, уло- 
влетворяющие уравнению 


при т > 0. 


тт + пп = нод(т,п). (4.5) 


„... Никакое целое 
число (строго 
говоря) не делится 
на —1* 

— Грэхем, Кнут 
Паташник [90] 


На Британских 
островах это на- 
зывается ‘ВСР’ 
(вез соттоп 
Гасфог) [а в Соеди- 
ненных Штатах — 
‘дса’ (стеафе$+ 
соттоп А/5ог). 
— Перев.]. 


Не путать с наи- 
большим общим 
кратным. 


„Прошу — забудь 
все, чему ты учил- 
ся в школе, потому 
что ты этому не 
научился“ 

— Э. Ландау, 
[182, с. 8]. 
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(Не забывайте, что Вот как это делается. Если т = 0, мы просто выбираем т’ =0и 


т’ ип’ могут п’ = 1. В противном случае мы полагаем т = п то т и приме- 
быть и отрица- няем этот метод рекурсивно — подставляя ти т вместо тип, и 
тельны.) вычисляя Ти т, такие, что 


тт тим = нод(т, т). 


А поскольку т = п — [п/м]т и нод(т, т) = нод(т, п), то это 
уравнение превращается в 


т (п- [п/м/т) + тм = нод(т,п). 


Левая часть может быть переписана, чтобы показать, как она 
зависит от т и п: 


(т — [п/м]т) т тп = нод(т, п); 


следовательно, т’ = т — | п/т|тип'’ =т— это те целые числа, 
которые нужны в (4.5). К примеру, в нашем излюбленном случае, 
когда т. = 12 ип == 18, этот метод дает 6 = 0.0+1.6 =1.6+0.12 = 
(-1).12-+1.18. 

Но чем же так привлекательно уравнение (4.5)? Главным об- 
разом тем, что числа т' и п’ фактически подтверждают, что в 
каждом конкретном случае алгоритм Евклида дает правильный 
ответ. Предположим, что после продолжительных вычислений 
наш компьютер сообщил, что НОД (т, п.) = ди что т'т- пп = 4, 
но мы относимся к этому скептически и полагаем, что на самом 
деле имеется больший общий делитель, который машина почему- 
то ‚проглядела“. Однако этого быть не может, потому что всякий 
общий делитель чисел т и п. должен делить т'’т-+п’п, а посему 
он должен делить и 4 — следовательно, он должен быть < 4. К 
тому же можно легко проверить, что 4 действительно делит как 
т, так и п. (Алгоритмы, которые доставляют свои собственные 
подтверждения правильности результата, называются самопод- 
тверждающими.) 

До конца этой главы мы будем много раз пользоваться уравне- 
нием (4.5). Одним из его важных следствий является слелдующая 
мини-теорема: 


К\т и К\п —> К\ нод(т, п). (4.6) 


(Доказательство. Если число К делит как тт, так и п, то оно делит 
тт, + п’п, а потому делит и НОД(т, п). Обратно, если число 
К делит НнОд(т, п), то оно делит делитель т и делитель п, а 
потому делит как 1, такип.) Мы всегда знали, что всякий общий 
делитель чисел т и п должен быть меньшим или равным их 
Нод — по определению наибольшего общего делителя. А теперь 
мы узнали, что всякий общий делитель на самом деле является 
делителем их наибольшего общего делителя. 

Иногда бывает необходимо просуммировать по всем делите- 
лям числа п. В таком случае зачастую полезно воспользоваться 
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удобным правилом 


у ат = у п /т › целое п. > 0, (4.7) 


т\ п т\ и. 


которое справедливо в силу того, что п/т пробегает те же де- 

лители числа п, что и т. Так, при п = 12 это означает, что 

ат + а? -+ аз -+ а4 + аб + а12 = а12 + ав + а4 + аз + а2 + а1. 
Справедливо также несколько более общее равенство, 


у ам = у у ат [п = К], (4.8) 


т\п К т>0 


которое немедленно следует из определения (4.1). Если п — поло- 
жительное число, то правая часть (4.8) есть )_„\„ ал/к, следова- 


тельно, (4.8) влечет за собой (4.7). Но равенство (4.8) справедли- 
во и при отрицательных п. (В таких случаях ненулевые члены в 
правой части появляются тогда, когда К является отрицательным 
делителем п.) 

Кроме того, двойная сумма по делителям может быть ‚пере- 
ставлена" по правилу 


> > Якут — 2 > Як, ку. (4-9) 


т\п К\т К\п И(п/К) 


К примеру, если п. = 12, то это правило приобретает следующий 
ВИД: 


атт + (а1,2 + а2,2) + (а1з + азз) 
+ (а14 + а24 + а44) + (ат 6 + ал + аз, + абб) 
+ (а112 + а2 12 + аз 12 + а4 12 + абт2 + а1212) 
= (ат + а! 2 + атз + ат -+ а16 + а1 12) 
+ (а2.2 + а2 4 + а26 + а212) + (азз + азвб + азл2) 
+ (а44 + а412)} + (ав 6 + а612) + а12 12. 


Равенство (4.9) можно доказать с помощью нотации Айверсо- 
на. Его левая часть есть 


>» > а„т=умИт=к = > > аки =, 


]},\ Кт>0 } Кт>0 

а правая — 
у у акк [п =)КЦи/К =] = у У ак кп = К] , 
), п К1>0 т К1>0 


что то же самое, если не считать переименования индексов. Этот 
пример показывает, что те приемы, которыми мы овладели в гл. 2, 
пригодны и при изучении элементов теории чисел. 


Важный специ- 
альный случай 
суммы (4.7) — фун- 
КЦИЯ пк т, 
связанная с так 
называемыми 
„совершенными 
числами" 
См. М. Гарднер, 
[60* с. 343-352]. 

— Перев. 


4.2 ПРОСТЫЕ ЧИСЛА 129 
4.2 ПРОСТЫЕ ЧИСЛА 


Целое положительное число р называется простым, если 
оно имеет только два делителя, а именно | ир. Вплоть до кон- 
ца этой главы буквой р всегда будет обозначаться простое число, 


А как насчет р в даже если это и не оговаривается явно. По соглашению 1 не явля- 
слове ‘оговарива- ется простым числом, так что последовательность простых чисел 
ется’? начинается так: 


2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, З1, 37, 41,.... 


Некоторые числа кажутся, но не являются простыми, подобно 
числам 91 (=7.13) и 161 (= 7.23). Эти и другие числа, которые 
имеют три и более делителей, называются составными. Каждое 
большее 1 целое число — либо простое, либо составное, но не то и 
другое одновременно. 

Простые числа крайне важны, ибо это те ‚кирпичики! из ко- 
торых строятся все целые положительные числа — всякое целое 
положительное число п может быть записано в виде произведе- 
ния простых чисел: 


м 
п=ри:... ры = [ [Рк, 1 <... $ ры. (4.10) 
К=1 


Так, 12 =2.2.3, 1101 = 7.11.11.13, ПИТ = 41.271. (Произведе- 
ния, обозначаемые знаком [ |, аналогичны суммам, обозначаемым 
знаком )_, в том смысле, как это разъяснялось в упр. 2.25. Если 
т, = 0, то такое произведение считается пустым, а его величина 
равна | по определению — именно так число п = 1 оказывает- 
ся представленным с помощью (4.10).) Подобное разложение на 
множители всегла возможно, ибо если число п > | не является 
простым, то оно имеет делитель п1, такой, что | < п\ < п; следо- 
вательно, п можно записать в виде п = п1-п2, а (по индукции) п1 
и п)> могут быть записаны в виде произведений простых чисел. 

Более того, разложение (4.10) единственно: возможен только 
один способ записи числа п в виде произведения простых чисел 
в неубывающем порядке. Это утверждение называется основ- 
НОЙ ТЕОРЕМОЙ АРИФМЕТИКИ и кажется настолько очевидным, 
что впору усомниться в необходимости его доказательства. Разве 
могут два разных набора простых чисел иметь одно и то же про- 
изведение? Конечно же, не могут, но не просто ‚по определению 
простых чисел‘. Так, если рассмотреть множество всех веществен- 
ных чисел вида т -- п\/10, где т и п — целые, то произведение 
любых двух таких чисел снова будет числом того же вида, и мож- 
но было бы назвать такое число ‚простым“ если оно не может 
быть разложено на множители нетривиальным способом. Число 
6 имеет два представления, 2.3 = (4+ \/10)(4—\/10), и тем не ме- 
нее в упр. 36 показано, что в этой системе 2, 3, 4+ /10и4—\/10— 
все „простые“ числа. 

Следовательно, то, что разложение (4.10) единственно, надо 
доказать строго. Несомненно, если п = 1, то имеется только одна 


130 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 


возможность, поскольку произведение (4.10) в этом случае долж- 
но быть пустым. Поэтому предположим, что п > | и что все 
меньшие числа разлагаются на множители единственным обра- 
зом. Допустим, что имеются два разложения 


п =рРу...Рм = 91...49к, Р13`'`ЗРм и 915... З4к, 


где все числа р; и 4; простые. Покажем, что р1 = а1. Если это не 
так, то можно считать, что р! < 41, тем самым число р! меньше 
всех чисел 4. Так как р1 и 41 — простые числа, их НОД должен 
быть равен 1; следовательно, самоподтверждающий алгоритм Нв- 
клида дает целые числа а и Ъ, такие, что ар1 -- Ба1 = 1. Тогла 


ар142...Чк + 64142...Чк = 42... 4к. 


Итак, р1 делит оба члена в левой части, поскольку 142... Як = п; 
следовательно, р! делит и правую часть 42...Ак. Тогда число 
Ч42...Чк/р1т целое, а 42... ак — разложение на множители, в ко- 
тором присутствует р1. Однако 42...4к < п, так что оно допус- 
кает единственное разложение на множители (по индукции). Это 
противоречие показывает, что в конце концов р! должно быть 
равно 41. Поэтому можно разделить оба разложения п на рут, 
получая р›...Ри = 42...Ак < п. Подобно этому и другие сомно- 
жители должны быть равны (по индукции) —тем самым наше 
доказательство единственности разложения завершено. 
Иногда удобнее сформулировать ОСНОВНУЮ ТЕОРЕМУ другим Единственное — это 
образом: любое целое положительное число может быть записано разложение, но не 
единственным образом в виде теорема. 


п = [2 | где каждое пр > 0. (4.11) 
р 


Правая часть представляет собой произведение по бесконечно 
многим простым числам, однако для любого отдельного п все 
показатели степени — за исключением нескольких — равны 0, так 
что соответствующие им сомножители равны |. Следовательно, 
на самом деле —это конечное произведение, точно так же, как 
в действительности конечны многие ‚бесконечные‘ суммы, ибо 
большая часть их слагаемых равна нулю. 

Формула (4.11) однозначно представляет п, так что после- 
довательность (п), Пз, П5,...) можно рассматривать как (кано- 
ническую) систему представления целых положительных чи- 
сел. Например, представление в виде показателей простых числа 
12 имеет вид (2,1,0,0,...), а представление в виде показателей 
простых числа 18 — (1,2,0,0,...). При умножении двух чисел их 
представления просто складываются. Другими словами, 


К = тп <> К =щт,› +п› при всех р. (4.12) 
Это означает, что 


т\ п, <— т, < п, при всех р, (4.13) 


„ОЕ прото 
орд иоь плюс 
вот паитос той 
протеВЕитос 
пАЙдоус протши 
аргдиом“ 

— Евклид [360] 
[Перевод: 
„Первых чи- 
сел существует 
больше всякого 
предложенного 
количества первых 
чисел” 
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откуда непосредственно следует, что 


(4.14) 
(4.15) 


К = нод(т,п) <=> К, = ша(ть, п) 
К = нок(т, п) <— К = шах(тр, пр} 


при всех р, 
при всех р. 


Например, поскольку 12 = 22.31 и 18 = 21.32, можно получить 
их Нод и НОК, взяв шш и шах соответствующих показателей: 


нод(12, 18) — 2ип(2,1) . зпайа(1,2) — 21 .31 — 6, 
нок(12,18) = 2ах(21}. 3пах(1,2) — 72.32 — 36. 


Если некоторое простое число р делит произведение тп, то 
оно делит либо число т, либо число п, а возможно, и оба из них — 
в силу теоремы о единственности разложения на множители. Ол- 
нако составные числа этим свойством не обладают. К. примеру, не 
простое число 4 делит 60 = 6:10, но не делит ни 6, ни 10. Причина 
очевидна: в разложении 60 = 6.10 = (2.3)(2-5) два простых сомно- 
жителя числа 4 = 2-2 расщеплены на две части — следовательно, 
4 не делит ни одну из частей. Но простое число нерасщепляемо, 
так что оно должно делить один из исходных сомножителей. 
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Сколько ВСЕГО ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ? Много. На самом де- 
ле — бесконечно много. Это давным-давно доказал Нвклил в сво- 
ем предложении 20 книги [Х,, и вот как. Предположим, что имеет- 
ся лишь конечное число простых, скажем, К чисел 2, 3,5,..., Рк. 
Тогда, говорил Евклид, следует рассмотреть число 


М =2.3.5:.....Рк + Т. 


Ни одно из К простых чисел не может делить М, ибо каждое 
из них делит М —1. Таким образом, должно иметься некоторое 
другое простое число, которое делит М, а, возможно, само М — 
простое число. Это противоречит нашему предположению, что 
только 2, 3,..., Рк суть простые числа, так что на самом деле их 
должно быть бесконечно много. 

Евклидово доказательство наводит на мысль определить ре- 
куррентно числа Ёвклида: 


если п > 1. (4.16) 


е’ = ее)... ет + ] , 
Их последовательность начинается с чисел 


1+1 =2, 

ер =2+1=3, 

ез = 2.3 +1 =7, 
ед = 2.3.71 = 43, 


е1 — 
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все из которых простые. Но уже слелующее число, е5, есть 1807 = 
13.139. Оказывается, что еб = 3263443 — простое число, в то время 
как 


е7 = 547.607.1033.31051, 
ез = 29881.67003.9119521.6212157481. 


Известно, что ео, ..., е17 — составные числа, так же как, по всей 
видимости, и остальные е„. Однако все числа Евклида являются 
попарно взаимно простыми, т.е. 


нод(ен,е,} =Т1, если т, 52 п. 


Алгоритм Евклида (а как иначе?) подтверждает это за три ко- 
ротких шага: поскольку е„ то4 ем =1 при п > т, то 


нод(ен,е„) = нод(1, еж) = нод(0,1) =1. 


Следовательно, если положить 4; равным наименьшему множи- 
телю числа е; при каждом } > 1, то все простые числа 41, 42, 
з,... будут различны — они образуют бесконечную последова- 
тельность простых чисел. 

Теперь ненадолго отвлечемся, чтобы рассмотреть числа ЁвВ- 
клида с позиций гл. 1. Можно ли выразить числа е„ в замкнутой 
форме? Рекуррентность (4.16) можно упростить, избавившись от 
многоточия. Если п > 1, то 


ек =Е1.. .еп_2еи—1-+1 = (е,1-— 1)е,-1 +1 = е?_| —е 1+1. 


Таким образом, в е„ примерно вдвое больше десятичных цифр, 
чем в е„_1. В упр.37 доказывается, что существует постоянная 
Ея 1.264, такая, что 


е = [Е + т| (4.17) 
А в упр. 60 обосновывается подобная этой формула 
Ро = [РЗ | , (4.18) 


которая доставляет только лишь простые числа при некоторой 
постоянной Р. Но на самом деле формулы типа (4.17) и (4.18) 
не могут рассматриваться как формулы в замкнутой форме, по- 
скольку постоянные Е иР вычисляются по тем же самым числам 
е, и р, —как бы заметая проблему под ковер. Не известно (и 
его существование маловероятно) какое-либо соотношение, кото- 
рое связывало бы эти числа с другими математически важными 
постоянными. 

И, действительно, никто не знает никакой полезной форму- 
лы, которая бы давала сколь угодно большие простые, но только 
простые числа. Тем не менее, проводя в 1984 г. испытания ново- 
го суперкомпьютера Стау Х-МР, специалисты из геологической 
компании СВеугоп Сеозс1епсез все-таки наткнулись на математи- 
ческий клад. Используя программу, которую разработал Дэвид 


А, может быть, 

и больше к тому 
времени, когда вы 
это прочтете. 


„Что задача раз- 
личать простые 
и составные чи- 
сла, последние 
разлагать на про- 
стые множители, 
принадлежит 
к важнейшим 
и полезнейшим 
задачам во всей 
арифметике и что 
она занимала ум 
как древних, так и 
современных мате- 
матиков, настолько 
известно, что было 
бы излишним тра- 
ТиТЬ На это много 
слов: 
— К.Ф. Гаусс, [296"]. 
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Словински, они обнаружили наибольшее из известных на тот мо- 
мент простых чисел, 


2216091 _ |. 


На персональном компьютере данное число легко вычислить 
за несколько миллисекунд, поскольку современные компьюте- 
ры работают в двоичной системе, а это число — просто (11...1)›: 
все 216 091 его битов суть ‘Г’. Но много труднее доказать, что оно 
простое. Практически любая операция с этим числом поглощает 
уйму времени из-за его слишком больших размеров. Так, даже 
изошренному алгоритму требуется несколько минут только для 
преобразований 2216071 —] в десятичную форму на ПК. А для того 
чтобы переслать по почте распечатку этого числа, состоящего из 
65050 десятичных цифр, вам потребуется 78 центов. 


Между прочим, 2216071 — ] — это число переклалываний, необ- 
ходимых для решения задачи о ханойской башне, когда имеется 
216 091 дисков. Числа вида 


2—1 


(где р — простое, как и везде в этой главе) называются числами 
Мерсенна, в честь преподобного Марена Мерсенна, который еще 
в семнадцатом веке занимался исследованием некоторых свойств 
подобных чисел [218]. Известные к настоящему времени простые 
числа Мерсенна получаются при р = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 
89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 
11213, 19937, 21701, 23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 
756839 859433, 1257787, 1398269 и 2976221. 

Число 2" — ] всегда не простое, если п — составное, поскольку 
2" — 1] имеет одним из сомножителей 2" — 1: 


Км —] — (2 — 1) (2-0 + 2 К-2) +... +1). 


Однако 2? — | не всегда простое число, если р — простое: 2'' —1 = 
2047 = 23.89 — наименьшее из таких не простых чисел. (Мерсенн 
знал это) 

В наши дни разложение на множители и испытание на про- 
стоту больших чисел — темы оживленных исследований. Сводка 
того, что было известно об этом вплоть до 1981г., содержится 
в разд. 4.5.4 книги [140], а тем временем становятся известными 
многие новые результаты. На сс. 431—435 (русского перевода) объ- 
ясняется специальный метод проверки на простоту чисел Мер- 
сенна. 

На протяжении последних пяти столетий наибольшим извест- 
ным простым числом оказывается, по большей части, простое чи- 
сло Мерсенна, хотя известно всего лишь несколько десятков про- 
стых чисел Мерсенна. Многим не дают покоя большие числа, но 
они поддаются исследованию с трудом. Поэтому тем, кто рассчи- 
тывает на действительно заслуженную известность (а не просто 
на везение) и место в Книге мировых рекордов Гиннесса, вместо 
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этого можно было бы попытать счастья с числами вида 2"К-+ 1] 
при малых К, скажем, 3 или 5. Эти числа могут быть провере- 
ны на простоту почти столь же быстро, сколь и числа Мерсенна 
(подробности см. в упр. 4.5.4-27 книги [140]). 

Но мы еще не полностью ответили на наш первоначальный 
вопрос относительно того, СКОЛЬКО ИМЕЕТСЯ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ. 
Их бесконечно много, но дело в том, что одни бесконечные мно- 
жества ‚гуще“ нежели другие. Так, среди целых положительных 
чисел бесконечно много четных чисел и бесконечно много полных 
квадратов, хотя с некоторых не лишенных смысла точек зрения 
четных чисел больше, чем полных квадратов. Одна из таких то- Странно... Я-то 
чек зрения — сравнить п-ю величину: п-е целое четное — это 2, а думал, что це- 
п-й полный квадрат — это п7; так как 2, гораздо меньше п’ при ЛЫХ четных чи- 
большом п, то п-е целое четное встречается значительно раньше, (®^ СТОЛЬКО ЖЕ, 
чем п-й полный квадрат, так что можно считать, что целых чет- СКОЛЬКО И ПОЛ 
ных чисел много больше, чем полных квадратов. Сходная точка скольку между 
зрения — сравнить число величин, не превосходящих х: имеется —„ици существует 
[х/2] таких целых четных чисел и |//х| таких полных квадра- взаимно однознач- 
тов; а поскольку х/2 гораздо больше \/х при большом х, то снова ное соответствие. 
можно считать, что целых четных чисел много больше. 

Но что же можно сказать о простых числах с этих двух точек 
зрения? Оказывается, что п-е простое число Р„ приблизительно 
в п раз больше натурального логарифма п: 


Р, - пШп. 


(Знак ‘^-’ может быть прочитан как „асимптотически равно" — это 
значит, что предел отношения Р„/п ш п равен 1, когда п стремит- 
ся к бесконечности.) Подобно этому, для числа п(х) — простых 
чисел, не превосходящих х, мы располагаем фактом, который из- 
вестен как „теорема о распределении простых чисел": 


х 
п(х) > —. 
шх 

Доказательство этих двух фактов выходит за рамки нашей кни- 
ги, хотя легко показать, что один из них влечет за собой другой. 
В гл. 9 мы обсудим скорости, с которыми возрастают функции, 
и увидим, что функция п шп — наше приближение числа Р„ — 
лежит между функциями 2 и п? при большом п. Следователь- 
но, простых чисел меньше, чем целых четных, но больше, чем 
полных квадратов. 

Эти формулы, справедливые только в пределе при п или 
х —} со, могут быть заменены более точными оценками. Так, Рос- 
сером и Шенфельдом [263] установлены следующие удачные гра- 


ницы: 


67, (4.19) 


шШх < к < Шх- У, х> 
п(шп-+шшп— 5) < Р, < п(шп-+шШшп— т) ‚м>20. (4.20) 


п(х) 


„ле те зегз ае 1а 
пофаНоп #гёз ятр/е 
т! роиг абярпег [е 
ргодий ае потьгез 
аёсго1ззап; 4ери!5 
п. ли5аи’а ГипИ6, 
ваумг п (п. — 1) 
(п— 2)... .3.2.1. 
Гетр/!о! сопИпие] 
ае Гапа!узе 
сотЬпафоге дие 
]е #15 дапз Па 
рираг! Ае тез 
аётопз{гаНопз, а 
гепаи сейе позаноп 
шабрепзаЫе* 

—К. Крамп 
[167] 
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Если выбрать „случайное“ целое число п, то его шансы ока- 
заться простым составляют примерно один к шп. Так, если 
выбирать числа вблизи 10'°, то мы должны проверить при- 
мерно 16110 = 36.8 из них, прежде чем найдем простое чи- 
сло. (Оказывается, что между 1016 — 370 и 10'6 — 1 имеется 
ровно 10 простых чисел.) Тем не менее в распределении про- 
стых чисел имеется много нерегулярностей. Так, числа между 
Р1Р2...Ри +2 иР1Р2...Р. +Ра-1 -— 1 включительно — абсолютно 
все составные. Известно много примеров ‚парных простых чисел“ 
рир-2 (5 и7, Пи 13, 17 и 19, 29 изТ,..., 9999999999999641 и 


9999999999999643, ...), однако никто не знает, бесконечно много 
или нет пар таких простых чисел. (См. Харди и Райт [335, $1.4 и 
32.8].) 


Один из простых способов подсчитать все д(х) простых чисел 
< х— просеять их через так называемое ‚решето Эратосфена“ 
Сначала выписываются все целые числа от 2 до х. Затем обво- 
длится число 2, т.е. оно выделяется в качестве простого, и вычер- 
киваются все другие числа, кратные 2. Затем последовательно 
обводятся наименьшие из необведенных и невычеркнутых чисел 
и вычеркиваются все кратные им. Когда все окажется обведен- 
ным или вычеркнутым, обведенные числа — суть простые. Если, 
например, х = 10, то выписываются числа от 2 до 10, обводится 
число 2 и вычеркиваются кратные ему числа 4, 6, 8 и 10. Затем 
наименьшим необведенным, невычеркнутым числом оказывается 
число 3, поэтому оно обводится и вычеркиваются числа 6 и 9. 
Теперь наименьшим является число 5, так что оно обводится и 
вычеркивается число 10. В заключение обводится число 7. Обве- 
денные числа суть 2, 3, 5, 7 — вот вам п(10) = 4 простых числа, 
не превосходящих 10. 
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Лавайте теперь посмотрим, как выглядит разложение на 
простые множители самых составных чисел — факториалов: 


п 
м! =Т.2....:п =] |К, целое п. > 0. (4.21) 
К=1 
В соответствии с нашим соглашением относительно пустого про- 
изведения эта формула определяет 0! как |. Таким образом, 
м! = (п- 1)!п для каждого целого положительного числа п. Это 
число перестановок п. различных объектов, т.е. число способов 
размещения п предметов в некотором ряду: для размещения пер- 
вого предмета имеется п вариантов; для каждого из этих п вари- 
антов имеется п— 1 вариантов размещения второго предмета; для 
каждого из этих п(п — 1) вариантов имеется п. — 2 вариантов раз- 
мещения третьего предмета и т. д., что дает п(п—1)(п- 2)... (1) 
вариантов размещения в целом. Вот несколько первых значений 
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факториальной функции: 





п! |112 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 


Полезно знать несколько факториальных фактов: например, точ- 
ные значения первых шести факториалов, приблизительное зна- 
чение 10! равное 3> миллиона с мелочью. Нше один полезный 
факт заключается в том, что количество цифр в записи п! пре- 
вышает п, когда п. > 75. 

Можно доказать, что величина п! очень велика, используя не- 
что вроде уловки Гаусса из гл. 1: 


п! = (1.2....:п)(м....:2.1) = | кп+1-ю. 
К=1 


Имеем п < Ки +1-—К) < (и 1)2, поскольку квадратный много- 


член К(п-+1—К) = 1(п-+1)2-— (К (п+1 ))* принимает наименьшее 
значение при К = | и наибольшее значение — при К = 7 (п +1). 
Поэтому 
п < п? < ——_, 
Ц Па 
т.е. 
п-+1)”“ 


пп/2 < и < (4.22) 


2" 
Это соотношение указывает на то, что факториальная функция 
возрастает экспоненциально!! 

Для более точного приближения п! при большом п можно вос- 
пользоваться формулой Стирлинга, которую нам еще предстоит 
вывести в гл. 9: 


п! > У2ли (=) (4.23) 


А еще более точное приближение доставляет его асимптотиче- 
скую относительную погрешность: формула Стирлинга ‚не дотя- 
гивает“ до величины п! на множитель, примерно равный 1/(12м.). 
Даже при весьма малом п подобное более точное приближение 
вполне достаточно. К примеру, приближение Стирлинга (4.23) 
при п = 10 дает значение, близкое к 3598696, при этом погреш- 
ность — около 0.83% = 1/120— крайне мала. Хорошая вещь — 
асимптотика. 

Но вернемся к простым числам. Хотелось бы для любого за- 
данного простого числа установить наивысшую степень р, кото- 
рая делит п! — т.е. показатель числа р, с которым оно входит в 
однозначное разложение п! на простые множители. Обозначим 
эту величину через е› (п!) и начнем наше исследование с частно- 
го случая р = 2 ип = 10. Поскольку 10! — произведение десяти 
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чисел, то величину е›(10!)} можно найти, сложив вхождения сте- 
пеней числа 2 в эти десять чисел; подобное вычисление соответ- 
ствует суммированию столбцов в следующей таблице: 


123456789 10| степени 2 
хх х х х[5= [10/2] 
2 = |10/4| 
1 = [10/8] 






делится на 2 






х х 





делится на 4 





х 





делится на 8 


степени 2| 010201030 1 





(Суммарные значения столбцов образуют то, что иногда назы- 
вают линеечной функиией р(К) в силу ее сходства с линейкой 
1, деления которой отмечают доли дюйма.) Сум- 
ма этих чисел равна 8; следовательно, 28 делит 10!, а 27 — нет. 

Есть и другой способ: можно подсчитать вклады по строкам. 
В первой строке отмечены числа, которые вносят степень 2 (и, 
следовательно, делятся на 2): их |10/2| = 5. Во второй строке 
отмечены те числа, которые вносят дополнительную степень 2: их 
[10/4] = 2. И, наконец, в третьей строке отмечены числа, которые 
вносят еще кое-что: их |10/8| = 1. Тем самым подсчитываются все 
вклады, так что е2(10!} =54+2+1 = 8. 

Для произвольного п. данный метод дает 


Я] 


— 


В действительности эта сумма конечна, так как при 2^ > п об- 
щий член суммы обращается в нуль. Следовательно, она содер- 
жит только ||5п| ненулевых членов и довольно просто вычисля- 
ется. Так, если п. = 100, то 


Е2 (100!) = 50+ 25+ 12+ 6+3+1 = 97. 


Каждый член в этой сумме — всего лишь пол от половины пре- 
лылущего члена. Это справедливо для любого п, поскольку, 
как частный случай выражения (3.11), получаем [п/к | = 

| [п/2*|/2|. Если записать эти числа в двоичной форме, то суть 
дела становится предельно ясной: 


100 = (1100100)> = 100 
[100/2| = (110010). = 50 


[100/4| = (11001)› = 25 
[100/8| = (1100) = 12 
[100/161 = (110) = 6 
[100/32] = (11)2 = 3 
[100/64] = (1)2= 1 


Для получения последующего члена мы просто отбрасываем наи- 
менее значимый бит предыдущего. 
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Помимо этого, двоичное представление показывает, как выве- 
сти другую формулу: 


Е? (м!) = п— У2(п), (4.24) 


где 2 (п.} — число единиц в двоичном представлении п. Подобное 
упрощение возможно потому, что каждая 1, которая обеспечивает 
вклад 2" в величину п, обеспечивает вклад 2" !--2"—2-+...-+70 = 
2" —] в величину Е?2(п!). 

Обобщая наши находки на произвольное простое число р и 
используя прежнее рассуждение, получаем, что 


пм ВСЕ. и 


А какова примерно величина е›(п!)? Можно получить про- 
стую (но хорошую) верхнюю оценку, просто удаляя пол в об- 
щем члене суммы, а затем суммируя бесконечную геометриче- 
скую прогрессию: 


п. п. п. 


вр) <” 
т ] ] т п 
передо) 
р р Р р \Р-1 р-1 
При р = 2 ит = 100 это неравенство свидетельствует, что 


97 < 100. Таким образом, 100 —как оценка сверху — не только 
правильна, но и близка к действительному значению 97. И в са- 
мом деле, в общем случае действительная величина п—\2(п) > п, 
потому что \2(п) < [15 пц| асимптотически много меньше п. 

Если р = 2 и 3, то наши формулы дают е?2(п!) > пи 
Ез(п!) -> п/2, поэтому весьма правдоподобно, что изредка ве- 
личина ез(п!) должна быть ровно в два раза меньше величины 
Е2(п!). Так случается, например, когда п = бит = 7, посколь- 
ку 6! = 2“.32.5 = 71/7. Но еще никем не доказано, что подобные 
совпадения случаются бесконечно часто. 

Оценка для величины ер(п!), в свою очередь, приводит к оцен- 


| 
ке для величины р**("'), которая равна вкладам рви|:: 


ре») < р"/ (Ф-Т) , 


Эту формулу можно упростить (рискуя сильно ослабить верх- 
нюю границу), заметив, что р < 2Р-!; следовательно, р"/(- < 
(22-1) "/Ф-) = 2". Другими словами, вклад, который любое про- 
стое число вносит в п!, меньше 2". 

Используя это наблюдение, можно дать другое доказательство 
того, что ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ ВЕСКОНЕЧНО МНОГО. Действительно, 
если бы было только К простых чисел 2, 3,..., Рк, то мы бы 
имели, что п! < (2")К = 27К при любом п > 1, поскольку каждое 
простое число может внести в разложение п! множитель, равный, 
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самое большее, 2" — 1. Но неравенство п! < 2"К можно легко 
опровергнуть, выбрав достаточно большое п, скажем, п = 2*К. 
'Тогла 
2к 
п! < тк — 22 К = п7/2, 


что противоречит неравенству п! > п”/2, которое было устано- 


влено в (4.22). Так что простых чисел все же бесконечно много. 
Можно еще помусолить это рассуждение, с тем чтобы полу- 
чить грубую оценку для п(п) — количества простых чисел, не 
превосходящих п. Каждое такое простое число вносит в разло- 
жение п! множитель, меньший чем 7"; поэтому, как и прежде, 


п! < 27). 


Если здесь заменить величину п! приближением Стирлинга 
(4.23), которое служит ее нижней оценкой, и взять логарифмы, 
то получим 


пд(п) > п (п/е) + 718 (2пп) 
откуда 
п(п) > 18(п/е). 


Подобная нижняя оценка совсем слабая по сравнению с факти- 
ческой величиной п(п) —^ п/шп, ибо ]оё п много меньше п/1ор т 
при большом п. Но зато мы не потратили много сил на ее вывод — 
оценка есть оценка. 
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Если нод(т, п.) = 1, то целые числа т и п не имеют оди- 
наковых простых сомножителей; в таком случае говорят, что они 
взачммно простые. 

Это понятие настолько важно на практике, что следовало 
бы обзавестись для него специальным обозначением. Но, увы, 
теоретико-числовики еще не пришли к устраивающему всех со- 
глашению, а потому мы взываем: ВНЕМЛИТЕ НАМ, О МАТЕМАТИ- 

Подобно тому, кк КИ ВСЕГО СВЕТА! БОЛЬШЕ МЕДЛИТЬ НЕЛЬЗЯ! МНОГИЕ ФОРМУ- 
перпендикулярные ЛЫ МОЖНО СДЕЛАТЬ ЯСНЕЕ УЖЕ СЕЙЧАС, ДОГОВОРИВШИСЬ О 
прямые не имеют НОВОМ ОВОЗНАЧЕНИИ! СОГЛАСИМСЯ ЖЕ ПИСАТЬ ‘тп’ И ГО- 
общего направле- ВОРИТЬ, ЧТО „т ПРОСТО С п“ ЕСЛИ щ И п ВЗАИМНО ПРОСТЫ. 


НИЯ, ТК И ПеРПеН Пл утими словами, давайте объявим, что 
дикулярные числа 


не имеют общих туп <> мп целые и нод(т,п) =1. (4.26) 
сомножителей. 
Дробь т/п. несократима тогла и только тогда, когла т п. 


Поскольку мы сводим дроби к несократимым, сокращая на самый 
большой общий множитель числитель и знаменатель, то можно 
предположить, что в общем случае 


т/нод(т,п) + п/нод(т, п); (4.27) 
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и это действительно так. Данное обстоятельство вытекает из бо- 
лее общего правила: нод(Кт, Км) = Кнод(т, п), доказанного в 
упр. 14. 

Определение отношения | упрощается, если воспользоваться 
представлением чисел в виде показателей простых. В силу пра- 
вила (4.14) для НОД имеем: 

тм <> ша(щп,) =0 при всех р. (4.28) 
Более того, поскольку тр и п» неотрицательны, это можно пере- 
писать в виде 

тп <> тм, =0 при всехр. (4.29) 
А теперь можно установить важное правило, с помощью которого 
можно разъединять и объединять два отношения | с одинаковой 
левой частью: 


Км и К|1!п К 1 пм. 


> (4.30) 
Ввиду соотношения (4.29) это правило представляет собой другой 
вариант следующего утверждения: Крт, =0и К,п, = 0 тогда и 
только тогда, когда К»(т, + пр) = 0 при неотрицательных тр 
и пр. 

Существует замечательный способ построения множества всех 
неотрицательных дробей т/п. ст -1 п, носящий название дерева 
Штерна—Броко, поскольку он был открыт независимо друг от 
друга немецким математиком Морицем Штерном [357] и фран- 


цузским часовщиком Ахиллом Броко [41]. Суть этого способа в 
том, чтобы начать с двух дробей (5, 5), а затем повторить необ- 


ходимое количество раз следующую операцию: 


! т. 


ш+щм т 
———_—_ между двумя соседними дробями — и —. 
пп п. п’ 


вставить 


Новая дробь (т + т’)/(п + п’) называется медиантой дробей 


т/пищт'/п’. К примеру, первый шаг дает одну новую вставку 


между 9 и т: 


› , ) 


0 
1 


©|-— 


1 
1 
следующий шаг добавляет две: 


0 т 2 
1 т› т, 


= -— 


› 


2 -— 


› 


Послелующий шаг добавляет четыре: 


, › › 


о 


2 
1 


—| м 


1. 
0) 


К 


1 
1 


мк 


1 
)” 7, 


©— 


, 


Подобно ортого- 
нальным векторам, 
скалярное произ- 
ведение которых 
равно нулю. 


Интересно, отчего 
математики гово- 
рят „открыт“ тогда 
как абсолютно все 
остальные сказали 
бы „придуман“ 


[По этому поводу 
см. интервью с 

Рональдом Грэхе- 
мом в 4-м номере 
журнала „Квант“ 


за 1988 г. 
— Перев.] 
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затем добавляется 8, 16 и т. д. новых вставок. Всю совокупность 
вставок можно представить в виде бесконечного бинарного дере- 
Я полагаю, 1/0 — ва, верхние уровни которого выглядят так: 
это бесконечность 
„в несократимом - 
виде’ 


лм 
К 


4 3 2 

Г\, Г\, /\ Г\, 1), /\, /\, /\ 

545543321 

! [И “” 

Каждая дробь имеет вид т ‚ где \ — ближайший предок свер- 
ху слева, а “-- — сверху справа. („Предком“ является дробь, кото- 
рая достижима, если следовать по ветвям вверх.) Подобное дере- 
во радует глаз обильным урожаем закономерностей. 

Пора бы заняться Но почему это дерево плодоносно? Почему, например, каждая 

консервированием. медианта (т- т’)/(п-+п’) оказывается несократимой, когда со- 
зревает на этом дереве? (Если бы все числа т, т’, пи п’ бы- 
ли нечетны, то мы получали бы дроби вида четное /четное — тем 
не менее наше построение гарантирует, что дроби с нечетными 
числителями и знаменателями никогда не появляются рядом.) И 
почему все возможные дроби т/п. встречаются только однажды? 
Почему какая-нибудь дробь не может встретиться дважды или не 
встретиться вообще? 

Все эти вопросы имеют на удивление простые ответы, в осно- 

ве которых лежит следующий элементарный факт: если т/п и 
т/п’ — последовательные дроби на любом шаге их построения, 
то 





тм — тп’ =Т. (4.31) 


Это соотношение справедливо первоначально (1.1 —0.0 = 1), а 
когла мы вставляем новую медианту (т + т’)/(п + п’), то надо 
проверить новые соотношения: 


(м+щт’)м — ми-+п') =Т; 
т'(м-+ п’) — (м+м =Т. 


Оба этих уравнения эквивалентны исходному условию (4.31), ко- 
торое они заменяют. Поэтому условие (4.31) инвариантно на всех 
шагах построения. 

Кроме того, если т/п < т’/п’ и если все эти величины нео- 
трицательны, то легко убедиться в том, что 


т/п < (м+м')/(п-+ п’) < т/п’. 
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Медианта не лежит точно посередине межлу своими предше- 

ственниками, но она лежит где-то между ними. Следовательно, 

наше построение сохраняет порядок и получение одной и той же 

дроби в двух разных местах невозможно. Все это так, но 
Остается еще один вопрос: может ли какая-нибудь положи- если у вас застря- 

тельная дробь а/б са 1 Ъ оказаться пропущенной? Ответ от- Ла дробь в разных 

рицательный, ибо наше построение можно ограничить непосред-  МеСТах, то лучше 

ственной окрестностью дроби а/Ъ, в которой ее поведение легко  ПОКазаться врачу. 

поддается анализу. Вначале положим 


] 


ве <реы, 


где скобки у дроби у, указывают на то, что на самом деле ее здесь 
нет. Затем, если на некотором шаге 


п < (5) п 


п’, 


! 


то наше построение образует дробь (т + т’)/(п + п’) и здесь 
возможны три варианта. Либо (т + т’)/(п + п’) = а/Ъ и мы 
удовлетворены; либо (т + т’)/(п-+ п’) < а/Ъ и можно положить 
т м+м, пе п+п7; либо (м-+т’)/(п + п’) > а/Ъ и можно 
положить т’ м+т,, п’ с пп’. Этот процесс не может 
продолжаться неограниченно, поскольку условия 


а т, т. а 
ъ-т>0 и У >0 


означают, что 
ап — м > | и т! ап’ > 1; 

следовательно, 
(т’-+п') (ап — м) + (м-+1п)(6т' — ап') 2 м'+п'+т+п, 


а это то же самое, что иа-+ 6 2 т'+п' + м + п, согласно (4.31). 
С каждым шагом либо тт, либо п, либо т’, либо п’ возрастают, 
так что мы должны быть удовлетворены после самое болышее 
а-- Ь шагов. 

Последовательностью Фарея порядка М, обозначаемой че- 
рез Ум, является множество всех несократимых дробей между 0 
и |1, знаменатели которых не превосходят М и которые располо- 
жены в возрастающем порядке. Так, если М = 6, то 


0 121323451 


БЕТ ЗБ 45 ВТ - 
В общем случае последовательность Ум можно получить, начав 
с З1 = о, т и затем вставляя медианты всякий раз, когла это 
можно сделать, с тем чтобы не получить превышающий М зна- 
менатель. При этом ни одна дробь не будет пропущена, поскольку 
известно, что построение Штерна—Броко не пропускает ни одну 
из них, и поскольку медианта со знаменателем < М никогда не 
образуется из дроби, знаменатель которой > М. (Другими слова- 
ми, Ум выделяет в дереве Штерна—Броко некоторое поддерево, 
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получаемое путем обрезки ненужных ветвей.) Отсюда следует, 
что т'п — тп’ = 1 всякий раз, когда т/п и т’/п’ являются 
последовательными дробями в последовательности Фарея. 
Подобный метод построения показывает, что последователь- 
ность Ум легко получается из последовательности Ум_1: мы про- 
сто вставляем дробь (т т’)/М между последовательными дро- 
бями т/п и т'/п' в Ум_1, сумма знаменателей которых = М. 
Так, последовательность 37 легко получить из элементов после- 
довательности 36, вставляя в нее дроби т, 5, . 9 в соответствии 


с указанным правилом: 


= 01111212314 
7 — 1,7, 6› 5, 4,7) 3›5,7,› 2,7, 


—а^ 


т 
1 . 


Ил 
ыч% 
«ль 
о 


2 
3 


9 


› , ) › › › › 


Если М — простое число, то появится М — 1 новых дробей; в про- 
тивном случае их появится меньше М — 1, так как подобный про- 
цесс порождает лишь дроби, имеющие взаимно простые с М чи- 
слители. 

Еще в (4.5) было доказано — правда, в других терминах — что 
если т 1 пи 0 < м < пт, то можно найти целые числа а и Б, 
такие, что 


та —пЪ =Т. (4.32) 


(На самом деле утверждалось, что т'’т + п'п = нод(т, п), но 
вместо НОД(т, п} можно подставить 1, вместо т' подставить а, а 
вместо —п’ подставить 5. Последовательность Фарея обеспечива- 
ет нас другим доказательством равенства (4.32), так как можно 
положить дробь 5/а равной дроби, которая предшествует дроби 
т/п в последовательности У„. Таким образом, (4.5) снова есть 
просто (4.31). К примеру, одним из решений уравнения За—7Ъ =1 
является а = 5, 6 = 2, поскольку дробь 2 предшествует дроби 3 В 
+7. Из этого следует, что всегда можно найти решение уравнения 
(4.32) < О < Б <а< п, если 0 < т < п. Аналогично, если 0 < п < 
т. и т 4 п, то уравнение (4.32) с0<а < Ь < м можно решить, 
полагая а/Ъ равной дроби, следующей за дробъю п/т в Хи. 

Последовательные тройки дробей последовательности Фарея 
обладают удивительным свойством, которое доказано в упр. 61. 
Но лучше прекратить дальнейшее обсуждение последовательно- 

Хватит Фарея. стей Фарея, ибо в целом дерево Штерна—Броко оказывается го- 
раздо более интересным. 

И в самом деле, дерево Штерна—Броко можно рассматри- 
вать как систему счисления для представления рациональных 
чисел, поскольку каждая положительная несократимая дробь 
встречается в нем лишь один раз. Воспользуемся символами [. 
и К для идентификации левой и правой ветви при продвижении 
вниз по дереву от корня к некоторой определенной дроби; то- 
гда строка символов [Г и К будет однозначно идентифицировать 
местонахождение дроби в этом дереве. Так, [ККГ означает про- 
движение вниз влево от т к >, затем вправо к =, еще раз вправо 


к 2, и, наконец, влево к 5: строку (ККТ можно рассматривать как 
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представление дроби 5. При таком подходе каждая положитель- 
ная дробь получает единственное представление в виде строки 
символов [ и К. 

Однако имеется небольшое затруднение: дробь т соответству- 
ет пустой строке и необходимо подыскать ей какое-нибуль обо- 
значение. Давайте условимся обозначать ее через [, поскольку 
этот символ напоминает цифру 1 и с него начинается слово 
‚Чешйфу“ (единица — Перев.). 

Такого рода представление вызывает два естественных во- 
проса. (1) Если заданы целые положительные числа т и пс 
т. 4 п, то какая строка символов [ и К соответствует дроби т/п? 
(2) Если задана некоторая строка символов [. и К, то какая дробь 
ей соответствует? Вопрос 2 выглядит попроще, поэтому займемся 
им в первую очередь. Пусть 


{($) = дробь, соответствующая $5, 


где $ — некоторая строка символов [ и К. Так, Е(ГВКГ) = 5. 

В соответствии с нашим построением 1($) = (т-+т')/(п-+ п’), 
если т/п и т'/п’ являются ближайшими к 5 (предшествующи- 
ми и последующими) дробями на верхних уровнях нашего дерева. 
Первоначально т/п = 0/1 ит'/п' = 1/0; затем либо т/п, либо 
т/п’ последовательно заменяются медиантой (т-+т')/(п+п’) 
по мере продвижения по дереву соответственно вправо или влево. 

Но как облечь это действо в подходящие математические оде- 
жды? Некоторый опыт подсказывает, что наилучший способ — 
скроить 2х 2-матрицу 


М(5) — (№ м , 


которая содержит все четыре величины, входящие в дроби — 
предки т/п и т'/п’, охватывающие 1($). Подобно записи дро- 
бей, можно было бы расположить величины т. наверху, а вели- 
чины п — внизу, однако перевернутое вверх дном расположение 


оказывается более подходящим, поскольку в начале М(Т) = (. °) 


а матрица (. °) традиционно называется единичной матрицей. 
Шаг влево заменяет п’ нап + п’, ат’ —на т + т’; следова- 
тельно, 


} 
мво = (пут) 


п т’ 11 11 
- (1 м, ( 1) =м$ (1 ' 


(Это частный случай общего правила 


а Б у х\) _ [амбу ах 
с 4 у 2)  \ мау сх+42 
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Если вы не имеете умножения 2х 2-матриц.) Точно так же оказывается, что 
понятия о матри- 


цах — не впадайте _ [(м+т’’ п’\ _ то 

В панику: в этой М(5К) = (вы г, = М5] (| 17° 
КНИГЕ ОНИ ИСПОЛЬ- 

зуются только Поэтому если определить [ и К как 2х 2-матрицы 
здесь. 


г ( 1). «= ( 1) (4.33) 


то индукцией по длине $ мы получим простую формулу М($) = 5. 
Разве не здорово? (Буквы [. и К исполняют две роли: роль матриц 
и роль символов в строковом представлении.) К примеру, 


М(ТЕВО) = ВВГ = (61) (31) (11) (1) = (11) (2) = (3); 


так что дроби-предки, которые охватывают дробь [ККТ = 5, рав- 


ны : и 8. Это построение дает ответ на вопрос 2: 


9 =*((т “ = пм. (4.34) 


т т’ п+т' 


А как насчет вопроса 17? Теперь, когда мы выяснили элемен- 
тарную связь между узлами дерева и матрицами 2х2, ответить на 
него уже просто. При заданной паре целых положительных чисел 
типйсм - п, местоположение дроби т/п в дереве Штерна— 
Броко можно установить „Авоичным поиском“: 


$:= Г; 
пока т/п = Е 5$) выполнять 
если т/п < {*($) то (вывод(Т.); $ := 51) 
иначе (вывод(К); 5 := 5®). 


Результатом работы (посылаемым на вывод) является требуемая 
строка символов [ и К. 

То же самое можно выполнить и другим способом, изменяя 
величины т. и п без использования переменной $. Если 5 — неко- 
торая 2х 2-матрица, то 


(6$) = ($) +1, 


поскольку матрица К5 схожа с матрицей 5 с тем лишь отличи- 
ем, что в матрице К5 верхняя строка матрицы $ прибавлена к 
нижней. (Распишем это подробнее: 


п п п, п’ | 
5 (п м) в (мун вт, 
следовательно, #(5) = (т + т')/(п-+п') и (8$) = ((м-+п) + 


(мп, )) /(п-+т').) Если алгоритм двоичного поиска выполня- 
ется применительно к некоторой дроби т/п с т > п, то первым 
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выводом алгоритма будет К; следовательно, при дальнейшем вы- 
полнении алгоритма +{($) будет ровно на 1 больше, чем если бы 
мы начинали с (т — п)/п, анес т/п. Аналогичное обстоятель- 
ство имеет место и для [., так что получаем 


= => що =)  притьт, 
— + (15$) РИ —- —— = + (5) при т < п. 


2188|8 


Это значит, что алгоритм двоичного поиска можно преобразовать 
в слелдующую безматричную процедуру: 


пока т -^ п выполнять 
если т<п то (вывод(Г); п := п-т) 
иначе (вывод(К); т := т-п). 


Так, если т/п = 5/7, то с использованием этого упрощенного 
алгоритма последовательно получаем: 


т=5 53 ТТ 1 
п=72 022 |1 
вывод [Г К К [Г 


В дереве Штерна—Броко отсутствуют иррациональные числа, 
но зато присутствуют все „близкие“ к ним рациональные числа. 
Так, если попытаться использовать алгоритм двоичного поиска с 
числом е = 2.71828... вместо дроби т/п, то получим бесконеч- 
ную строку символов [ и К: 


ККЕККЕКЕЕЕЕКЕКЕЕЕККЕКЕЕЕЕЕГЕЕВЕК .... 


Эту бесконечную строку можно рассматривать как представле- 
ние числа е в системе счисления Штерна—Броко, точно так же, 
как число е можно представить в виде бесконечной десятичной 
дроби 2.718281828459... или в виде бесконечной двоичной дроби Это замечательное 


(10.101101111110...)2. Между тем оказывается, что представле-  бинарное пред- 
ние числа е в системе Штерна—Броко обнаруживает устойчивую  СТавление Герман 
закономерность: Минковский про- 
демонстрировал 
е = ВГОВЕВ-ТВТВЕВОТВЕВЕВ ТЕГ ВГ ..., на Международ- 


ном конгрессе 
что эквивалентно частному случаю одного открытия, сделанного математиков в Гей- 
Эйлером [369] в возрасте 24 лет. дельберге в 1904 г. 
Исходя из этого представления, можно установить, что дроби 


ККИ к к в ПК 
12358 И 17 30 47 68 87 106 193 279 492 685 878 1071 1264 
служат простейшими рациональными приближениями к числу 
е сверху и снизу. Действительно, если дробь т/п отсутствует в 
этом списке, то между т/п и е присутствует некоторая дробь 
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из этого списка с числителем < т и знаменателем < п. К при- 
меру, дробь = не служит столь же простым приближением, как 


дробь в = 2.714..., которая присутствует в списке и которая 
ближе к числу е. Мы можем убедиться в этом на основании то- 
го, что дерево Штерна—Броко не просто включает все рацио- 
нальные числа — оно включает их в упорядоченном виде, а так- 
же на основании того, что все дроби с малыми числителем и 
знаменателем располагаются выше всех менее простых дробей. 
Так, дробь = = ККТККИ: меньше дроби в = ККЕККГ, кото- 
рая, в свою очередь, меньше числа е = ККЕККТК.... Этот спо- 
соб позволяет находить прекрасные приближения. К примеру, 
дробь 8 А 2.718266 — .999994е; эта дробь получается из первых 
16 символов представления числа е в системе Штерна—Броко, а 
точность примерно такая же, как в случае 16-битового двоичного 
представления этого числа. 

Бесконечное представление некоторого иррационального чи- 
сла х можно получить путем простой модификации безматрич- 


ной процедуры двоичного поиска: 


если х < 1 то (вывод(Т); х := х/(1—о)) 


иначе (вывод(®); х:= «-—1). 


(Эти шаги должны быть повторены бесконечное число раз, пока 
не надоест.) Если число х— рациональное, то бесконечное пред- 
ставление, полученное этим способом, аналогично прежнему, но 
к (конечному) представлению сх справа присоединяются симво- 


лы КГ. К примеру, если х = 1, то получаем КИТ..., что со- 
ответствует бесконечной последовательности дробей т, 1, 5, -, 


2, ..., стремящейся в пределе к 1. Такое положение дел в точ- 


ности соответствует обычному двоичному представлению, если 
рассматривать [ как 0 и К как 1: точно так же, как каждое веще- 
ственное число х из [0, 1) имеет бесконечное двоичное предста- 
вление (.616263...)2, не оканчивающееся одними цифрами 1, так 
и каждое вещественное число из [0, со) имеет бесконечное пред- 
ставление Штерна—Броко В\В›Вз..., не оканчивающееся одними 
символами К. Таким образом, имеется сохраняющее порядок вза- 
имно однозначное соответствие между [0, 1) и [0, с}, если исхо- 
дить из соответствия 0 +} Пи 1+ К. 

Существует тесная связь между алгоритмом Евклида и прел- 
ставлением Штерна—Броко рациональных чисел. Если х = т/п, 
то получаем |т/п| символов К, затем |1п/ (т шоа п) | симво- 


лов [, после чего |(т то4 п) / (п по@ (т по@ п)) | символов В 
итд. Числа т то4 п, п шоа (м шо п), ...—это не что иное, 
как величины, фигурировавшие в алгоритме Евклида. (Нужно 
проявить некоторую изобретательность, чтобы обеспечить отсут- 
ствие в конце бесконечного числа символов К.) Подобная взаимо- 
связь будет исследована в гл. 6. 
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4.6 ОТНОШЕНИЕ СРАВНИМОСТИ 


Молулярная арифметика — это один из главных инстру- 
ментов, которыми располагает теория чисел. Мы мельком кос- 
нулись ее в гл. 3, когда имели дело с бинарной операцией ‘по’ — 
как правило, в качестве одной из операций наряду с другими в 
составе некоторого выражения. В этой главе ‘поа’ будет исполь- 
зоваться и в качестве самостоятельного выражения, в связи с чем 
будет более удобна несколько иная форма ее записи: 


—> 


а=ъф (то т) а то т = Б то т. (4.35) 


К примеру, 9 = —16 (шо 5), так как 9 шоа 5 =4 = (—16) шо4 5. 
Формула ‘а = Ъ (то т)’ может быть прочитана как „а сравнимо 
с Ъ по модулю тт. Данное понятие имеет смысл и тогда, когда а, 
Би т — произвольные вещественные числа, но мы почти всегда 
будем использовать его только для целых чисел. 

Поскольку х то т. отличается от х на величину, кратную т, 
понятие сравнимости можно истолковать по-другому: 


а=ъЪ —> (4.36) 
Действительно, если а то т = Ъ по т, то определение опе- 
рации ‘тоЯ’ из (3.21) указывает, что а — $ = ато т - Кт — 
(Б то4 т -+ Им) = (К — Ом при некоторых целых К и 1. И наобо- 


рот, если а — Б = Кщ, то а =Ъ при т = 0; в противном случае 


(по т) а — Ъ кратно т. 


а то т = а- [а/м] м = + Км — | (6 + Кт)/т т 
= 6 — [6 /щм]т = Б мод щ. 


Зачастую проще применять характеризацию = из (4.36), нежели 
из (4.35). Так, 8 = 23 (то4 5), ибо 8 —23 = —15 кратно 5 — не 
нужно вычислять ни 8 то 5, ни 23 тоа 5. 

Знак сравнения ‘=’ очень напоминает знак ‘=’, ибо сравне- 
ния весьма схожи с равенствами. Например, сравнение является 
отношением эквивалентностми, т.е. оно обладает свойствами 
рефлексивности ‘а = а’, симметричности ‘а =Ъ = БЕ«аи 
транзитивности ‘а = БЕС => а=с.. Все эти свойства легко 
доказуемы, поскольку всякое отношение ‘ =’, которое удовлетво- 
ряет соотношению ‘а = Ъ < {а} = (Ъ)’для некоторой фун- 
кции +, является отношением эквивалентности. (В нашем случае 
Е(х) = х то т.) Кроме того, сравнимые элементы можно скла- 
дывать и вычитать без потери сравнимости: 


анс=ь-а 
а->с=Ь-а 


Би с=Е;ЕЯ — 
Би сС=Я — 


(по т), 
(по т). 


а 
а 


Действительно, если а—Бис— 4 кратны т, то это же верно для 
(ас) — $ -+а) = (а-Ъ) + (с -а) и для (а-с) - ($ -а = 
(а—Ъ) — (с —а). Кстати, вовсе не обязательно писать ‘(шо т)’ 
после каждого знака ‘ =’: если величина модуля не меняется, то 


„Митегогит 


сопегиепНат 
Вос ето, =, 
ш роегит 
депоба тие, 
тоашШит иЫ ориз 
ег шп с1аизий$ 
аипееп{ез, 
—16 = 9 
(104.5), —7 = 
15 (тоа. 11) 

— К.Ф. Гаусс [67] 


„Сегодня я чув- 


ствую себя пре- 
красно по модулю 
легкой головной 
боли“ 
— Словарь хакера 
[283] 
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достаточно упомянуть его лишь один раз без изменения последу- 
ющего смысла. В этом состоит болышое удобство понятия срав- 
нения. 

Подобное свойство справедливо и для умножения, если только 
мы имеем дело с целыми числами: 


а=р и сСЕЯ => ас=Ъа (шоЯ т), 
целые Б, с. 


Доказательство: ас —Ъа = (а—Ъ)с-+Ъ5(с— а). А повторное приме- 
нение этого свойства умножения делает его справедливым и для 
степеней: 


а=ь = а’ = (по т), целые а,Ъ, 
целые п 20. 


К примеру, поскольку 2 = -—1 (то4 3), то 2" = (—1)" (то 3); это 
означает, что 2" —1 кратно 3 тогда и только тогда, когда п четно. 
Таким образом, большую часть алгебраических операций, ко- 
торые обыкновенно выполняются с равенствами, можно выпол- 
нять и со сравнениями. Большую — но не все: операция деления 
блистательно отсутствует. Если а4 = ЪА (т04 т), то это не все- 
гда означает, что а = Ъ. К примеру, 3.2 =5.2 (тоа 4), но3 #5. 
Однако свойство сократимости сравнений можно сохранить в 
часто встречающемся случае, когла 4 и т взаимно просты: 


ад =Ъа => а=Ъ (тоа т), (4.37) 
целые а ати а м. 


К примеру, из того, что 15 = 35 (шоЯ т), вполне закономерен 
вывод, что 3 = 7 (шо@ т), если только модуль т не кратен 5. 

Для доказательства этого свойства снова воспользуемся рас- 
ширением правила (4.5) для НОД, находя 4' и т’, такие, что 
4'Аа+ тт. = 1. Тогда, если аа = Ъа, то можно умножить обе ча- 
сти сравнения на Аа', получая а4'а = Ъа'4. А поскольку 4'а = 1, 
то аа'4 = аиЪа'’а = Ъ; следовательно, а = Ъ. Это доказатель- 
ство показывает, что при рассмотрении сравнений по модулю т, 
число 4’ ведет себя наподобие числа 1/4, в силу чего его называ- 
ют ‚обратным 4 по модулю тт" 

Другое применение операции деления к сравнениями — деле- 
ние модуля наряду с другими числами: 


аа=Ъа (то та) <— а=Ъ (то т) при а 20. (4.38) 


Это правило справедливо для всех вещественных чисел а, 6, а 
и т, поскольку оно основывается только на распределительном 
законе (а шо т)4 = а тпоЯ т4: имеем а то т = Б шо т 
< (ашоа т)а = (Ъ шо т)4 <> а4 то4 та = Ъа то та. 
Так, например, из того, что 3.2 = 5.2 (тоа 4), заключаем, что 
3=5 (штоа 2). 
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Теперь можно объединить (4.37) и (4.38) и получить общее 
правило, изменяющее величину модуля в наименьшей возможной 
степени: 


аа = Ъа (тоЯ т) 


—> а=ь (под Ноа). целые а, Ъ, 4, т. (4.39) 
Действительно, можно умножить а4 = Ъ4 на 4', где а'а-+ 


т. ‘т = нод(4, т), получая сравнение а.нод(4, т) = Ъ.нод(4, т.) 
(по т), которое можно разделить на НОД(А, т"). 

Немного разовьем подобную идею изменения величины моду- 
ля. Если нам известно, что а = Ъ (то4 100), то а должно быть 
сравнимо с Ъ по модулю 10, а также по модулю любого другого 
делителя 100. Сказать, что а — Ъ кратно 100 —это сильнее, чем 
сказать, что а — Ъ кратно 10. В общем случае 


а=ъЪ (тоЯ та) = а=Ъ (тоЯ т), целое 4, (4.40) 


поскольку величина, кратная та, кратна и т. 
Обратно, если известно, что а = Ъ по некоторым двум ма- 
лым модулям, можно ли сделать вывод, что а = Ь и по какому-  Модульчикам? 
либо большему модулю? Можно — соответствующее правило гла- 
сит, что 
а=Ъф (то т} и а=Ъ (то п) 
—> а=Ъ (04 нок(т,п)), целые тп > 0. (4.41) 


Так, если известно, что а = Ъ по модулю 12 и 18, то можно с уве- 
ренностью заключить, что а = Ъ (то4 36). Основанием для этого 
служит то, что если разность а — Ъ кратна как т, так и п, то она 
кратна и нок(т, п). Это вытекает из принципа единственности 
разложения на простые множители. 

Исключительно важен частный случай этого правила, когла 
т | п, так как нок(т,п) = тп, если т и п взаимно просты. 
Поэтому сформулируем его в явном виде: 


а=Ъ (то4 тм) 
<—> а=Ъ (тоЯ т) иа=Ъ (то п), еслит4 п. (4.42) 


К примеру, а = Ъ (то4 100) тогда и только тогда, когда а = Ъ 

(то@ 25) иа = Ъ (мод 4). Говоря по-другому, если известны 

х шоа 25 их тоа 4, то этого вполне достаточно для установления 

х тоа 100. Это частный случай китайской теоремы об остат- 

ках (см. упр. 30), открытой Сунь Цзы из Китая около 350 г. н.Э.. Пишут также Сунь 
Модули типв (4.42) могут быть далее разложены на взаим- —Цю, или Сунь Тзу. 

но простые множители, пока не булут выделены все различные — Перев. 

простые числа. Следовательно, 


а=Ъ (то т) <> а=Ъ(тоЯр"?) при всехр, 
если разложение (4.11) числа т на простые множители имеет вид 
Пьр"». Сравнения по модулю степеней простых чисел — это те 


‚кирпичики‘ из которых строятся все сравнения по модулю целых 
чисел. 
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Одно из важнейших приложений теории сравнений — си- 
стема счисления в остатках, в которой целое число х пред- 
ставлено набором его остатков (или вычетов) по взаимно простым 
модулям: 


Вез(х) = (х то@ пц,..., х шоЯ т.) , 
если т; 1 тк при | <} <К<т. 


Знание х шо т1, ..., х по т, ничего не позволяет сказать 
про х, однако все же позволяет установить величину х поЯ т, 
гле т равно произведению пм...т.. А поскольку в практиче- 
ских применениях зачастую известно, что х лежит в некотором 
диапазоне, то можно узнать все про х, если известна величина 
х пло т и т — достаточно большое число. 

Рассмотрим, например, один из случаев системы счисления в 
остатках, когда имеется только два молуля—Зи5: 


х шоа 15 | х шоа 3 | х шоа 5 





0 0 0 
1 1 1 
2 2 2 
3 0 3 
4 1 4 
5 2 0 
6 0 1 
7 1 2 
8 2 3 
Я 0 4 
10 1 0 
И 2 1 
12 0 2 
13 1 3 
14 2 4 


Все упорядоченные пары (х шо4 3, х шоа 5) различны, поскольку 
х под 3 = ушод 3 и хшод 5 = чц поа 5 тогда и только тогда, 
когла х тпо4 15 = у тпоа 15. 

Согласно свойствам сравнений можно складывать, вычитать 
и умножать обе компоненты независимо. К примеру, если нужно 
умножить 7 = (1,2) на 13 = (1,3) по модулю 15, то вычисляются 
1.] шоа 3 =] и2.3 од 5 =Т. Ответом будет (1,1) = 1; следова- 
тельно 7.13 шо 15 должно равняться 1. (Безусловно, так оно и 
есть.) 

Сей принцип независимости полезен при вычислениях на ком- 
ньютере в силу того, что разные компоненты можно обрабаты- 
вать раздельно (скажем, на разных компьютерах). Если в каче- 
стве каждого модуля тк выбраны различные простые числа ук, 
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несколько меньшие чем 23', то компьютер, выполняющий основ- Например, удоб- 
ные арифметические операции с целыми числами в диапазоне но работать с 
[-231, 231), может легко вычислять суммы, разности и произве- Простым числом 
дения по модулю рк. Набор из т таких простых чисел дает воз-  Мерсенна 
можность складывать, вычитать и умножать „числа многократ- 21 —1. 
ной точности“ состоящие из почти 31т битов, а система остат- 
ков дает возможность сделать это быстрее, чем если бы такие 
болышие числа складывались, вычитались и умножались други- 
ми способами. 
А в ряде случаев можно выполнять и деление. Предположим, 
например, что нужно вычислить точную величину некоторого 
большого определителя, составленного из целых чисел. Резуль- 
татом будет некоторое целое число О, а границы для |0 | можно 
задать, исходя из размера его элементов. Однако все известные 
способы быстрого вычисления определителей требуют деления, а 
это приводит к дробям (и потере точности, если довольствоваться 
двоичными приближениями). Выход заключается в вычислении 
О то4 рк = Ок по ряду больших простых чисел рк — можно спо- 
койно делить по модулю ук, если только делитель не окажется 
кратным рк. Это случается крайне редко, но если все-таки случа- 
ется, то можно выбрать другое простое число. В конечном счете, 
знание Ок для достаточно многих простых модулей позволяет 
установить величину О. 
Но мы еще не объяснили, как от заданного набора остатков 
(х шо@ пи,..., Хх шо т.) перейти к х по т. Мы показали, что 
такой переход теоретически возможен, но сами вычисления мо- 
гут оказаться столь внушительны, что практически сведут на 
нет всю эту затею. К счастью, имеется довольно несложный спо- 
соб уладить дело, который можно проиллюстрировать на при- 
мере набора (х то 3, х по@ 5} из нашей таблички. Ключевая 
идея состоит в разрешении данной проблемы для двух случа- 
ев (1,0) и (0,1); действительно, если (1,0) =аи (0,1) = Ъ, то 
(ху) = (ах + Бу) тоа 15, поскольку сравнения можно перемно- 
жать и складывать. 
В нашем случае просмотр таблички дает а = 10иЪ = 6; но как 
найти а и Ъ, когда модули огромны? Иначе говоря, если 1 | п, то 
где тот путь, который приведет к числам а и 50, удовлетворяющим 
каждому из уравнений 


а по т =1 ашоат =0, Бшоащт =0, Бшоап = 1? 


И опять на выручку приходит (4.5): с помощью алгоритма ЕвВ- 
клида можно найти числа т’ и п’, такие, что 


штт-+ипм =Т. 


тиф = т’т, при необходимости 


Поэтому можно взять а = п 
приводя их по по тм. 
При больших модулях для сведения вычислений к миниму- 


му бывают необходимы и другие уловки; подробности выходят 
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за рамки этой книги, но их можно найти в книге [140, разд. 4.3]. 
Переход от остатков к соответствующим исходным числам — опе- 
рация в принципе выполнимая, но достаточно медленная, так 
что выигрыша во времени выполнения можно достичь лишь при 
условии, что удается выполнить сразу некоторую последователь- 
ность операций в системе счисления в остатках перед обратным 
переходом. 

Попробуем подкрепить эти сравнительные идеи решением не- 
большой задачи: сколько решений имеет сравнение 


х2 =1 (шоам), (4.43) 


если два решения х их’, такие, что х = х', считать одинаковыми? 

В соответствии с установленными ранее общими правилами, 
вначале следует рассмотреть случай, когда т, равно степени про- 
стого числа р" при К > 0. Тогда сравнение х? = 1 может быть 
записано в виде 


(х—1)(%-+П =О (тоар®), 


так что р должно делить либо х — |, либо х +1, либо и то и 
другое. Но р не может делить как х— 1, так их-- 1, если только р 
не равно 2 (оставим этот случай напоследок). Если жер > 2, то 
рк\(х-—1)(х-+1Т) <= рк\(х-— 1) илирк\ (х +1); поэтому имеется 
ровно два решения: х = +1 их = -1. 

Случай р = 2 несколько отличается. Если 2^\(х—1)(х +1), то 
одно из чисел х — | или х {+ 1 делится на 2 (но не на 4), а тогда 
другое число должно делиться на 2К`'. Это означает, что при 
К > 3 имеется четыре решения, а именно, х = 1 их = 2 1+1. 
(Например, если р" = 8, то этими четырьмя решениями будут х = 
1, 3, 5, 7 (тоа 8) — полезно знать, что квадрат любого нечетного 
числа имеет вид 8п + 1.) 

Итак, х’ = 1 (шо т) тогла и только тогда, когда х? = |1 
(по р"?) для всех простых чисел р с т» > 0 из канонического 
разложения т на множители. Каждое простое число не зависит 


Все простые чи- от других, и для х шо4р"? (кроме случая р = 2) имеется ров- 
сла свои среди но две возможности. Поэтому если т имеет ровно т различных 
нечетных, кроме простых делителей, то общее число решений сравнения х? = 1 
числа 2, чужого равно 2" (за исключением поправки на четное т). В общем слу- 


среди своих. чае точное число решений равно 


27+[8\т]-+[4 п [2 (4-44) 


Так, имеется четыре ‚квадратных корня из единицы по модулю 
12“ а именно 1, 5, /и 11. При т, = 15 данная четверка — это числа, 
остатки которых по тпо4 3 и то4 5 равны -1, а именно (1,1), 
(1,4), (2,1) и (2,4) в системе счисления в остатках. В обычной 
(лесятичной) системе счисления этими решениями будут 1, 4, 11 
и 14. 
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За нами тянется долг из гл. 3: мы обещали доказать, что 
т, чисел 


0 то т, п шо т, 2п шоат, ..., (т-—Пп мот (4.45) 
состоят в точности из 4 наборов т/4 чисел 
о а, 24, ..., м-4, 


взятых в некотором порядке, где 4 = нод(т, п). Например, если 
т, = 12 ип = 8, то 4 =4 и эти числа суть 0, 8, 4, 0, 8, 4, 0, 8, 4, 
О, 8, 4. 

Первая часть доказательства — показать, что мы получаем 
4 наборов первых т/ величин, — теперь уже тривиальна. Со- 


гласно (4.38), Математики обо- 
жают говорить, 
яп, = Км (то4а т) — (п/а) = К(п/а) (поЯ т/а) что то или иное 
тривиально. 


откуда мы получаем 4 наборов чисел, полученных при 0<К<т/4. 

Теперь нужно показать, что эти т/4 чисел суть {0,а,24,..., 
т, — 4}, взятые в некотором порядке. Положим т = щ'4ип = 
п’4. Тогда Км. шо т = а(Кп’ шо т’) по распределительному 
закону (3.23), так что величины, которые получаются при 0 < 
К < т',— это взятые по 4 раз числа 


О то т’, п’ шо т’, 2’ шоат’,..., (т’—ТПп’ шо т. 


Но на основании (4.27) известно, что т’ |1 п’ — они уже поделены 
на их Нод. Поэтому нужно рассмотреть лишь случай 4 = Т, а 
именно тот случай, когда т и п взаимно просты. 

Итак, допустим, что т | п. Нетрудно заметить, что в этом 
случае числа (4.45) — это не что иное, как расположенные в не- 
котором порядке числа {0, 1,..., т — 1}, если воспользоваться 
‚принципом голубиных гнезд. Сей принцип утверждает, что если 
т, голубей рассаживаются по м, гнездам, то одно из гнезд ока- 
жется пустым тогда и только тогда, когда в каком-нибуль дру- 
гом гнезде будет сидеть более одного голубя. (Это аналогично 
‚принципу ящиков Дирихле’, доказанному в упр. 3.8.) Известно, 
что числа (4.45) различны, поскольку 


яп, = Ки (тоЯ т) —> } ЕК (то4 т), 


если т 1 п (это свойство (4.37)). Следовательно, все гнезда с 
номерами 0, 1,..., т — | должны заполниться т различными 
числами и доказательство завершено. Тем самым наш долг из 
гл. 3 погашен. 

Доказательство-то завершено, но если не полагаться на кос- 
венную ‚итичью“ аргументацию, а воспользоваться прямым мето- 
дом, то можно доказать даже большее. Если т 1 п. и если задано 


„Сирит ащет 
ш 4иоз сибоз, 
аш; риаагаро — 
риаагайит 11 4ио$ 
риадгай — виаагафоз, 
её сепегаШег пи]- 
ат т тит 
иЁга виаагарит 
рафезфафет ш 4цаз 
елизает пот!паз {а 
ез# Аглаеге — си]из 
ге! аетопз{гаг{- 
фюпет тштаБеет 
запе Аеехг. Напс 
тагр1п15 ехвицаз 
поп сарегеё“ 
— Запись 
П. де Ферма 
на полях 
„Арифметики“ 
Диофанта 
(Добавл. перев.) 


СЕНСАЦИЯ 


В 1772 г. Эйлер [379] 
предположил, что 
ао + с = а", 
однако в августе 
1987г. Наум Эль- 
кис [383] обнаружил, 
что существует 
бесконечное число 
решений. 


Только что Ро- 
джер Фрай провел 
исчерпывающий 
машинный поиск, 
выяснив (после 
110 часов работы 
суперкомпью- 

тера СоппесНоп 
Масрте), что 
единственным 
решением для а < 
1000000 является 
95800* + 217519% 


+ 414560“ 
—= 4224814“. 
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значение } Е [0, т), то можно явно вычислить число КЕ [0, т), 
такое, что Км, по т, = }, разрешив сравнение 


Кп =) (тот) 


относительно К. Мы просто умножаем обе части сравнения на 
число п’, такое, что т’т, + п’п. = 1, получая 


К=Ем’ (тоат), 
откуда К = м’ шой т. 

Только что доказанные факты могут быть использованы для 
установления одного важного обстоятельства, обнаруженного 
Пьером де Ферма в 1640 г. Ферма был великим математиком, 
внесшим существенный вклал в создание лифференциального ис- 
числения и многие другие разделы математики. После него оста- 
лись рукописи, содержащие массу сформулированных без дока- 
зательства теорем, и все они были впоследствии подтверждены. 
Все —за исключением одной, которая стала самой знаменитой, 
поскольку она противостояла лучшим математикам на протяже- 
нии 350 лет. Та, что осталась недоказанной, теперь носит название 
ПОСЛЕДНЕЙ ТЕОРЕМЫ ФЕРМА и утверждает, что 


ат-ь" = с" (4.46) 


для всех целых положительных чисел а, 6, сип, если п > 2. 
(Разумеется, уравнения а-+-Ъ =сиа?--Ъ? = с? имеют уйму реше- 
ний.) В конце концов этот вопрос был разрешен Эндрю Уайлсом: 
его эпохальное доказательство формулы (4.46) опубликовано в 
Аппа15 оЕ Мафетанс$ 141 (1995), с. 443-551. 

'Теорему Ферма 1640 г. гораздо легче проверить. Теперь она 
называется МАЛОЙ ТЕОРЕМОЙ ФЕРМА (или, для краткости, про- 
сто теоремой Ферма) и утверждает, что 


ПР =] (4.47) 


ДЛоклдздатеЕЛЬСТВО. Как обычно, допустим, что р обозначает про- 
стое число. Нам известно, что р — | чисел п шо4р, 2п шоар, 

., (р-1)п мор суть числа 1,2,.... р-1, взятые в некотором 
порядке. Поэтому если их перемножить, то получим 


п. (2п)....: (р-Тп) 
= (п тор). (2п шойр)..... (р-Тп шо4р) 
= (р-1)!, 
где сравнимость понимается по модулю р. Это означает, что 
(р— 1)! п?! = ф-т! 


и можно сократить на множитель (р — 1)!, поскольку он не де- 
лится нат. чтд. 
Иногда более удобна другая формулировка теоремы Ферма: 


(4.48) 


(пор), если п. 1 р. 


(то р) 


МР Е п (шоар), целое п. 
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Данное сравнение имеет место при любом целом п. Доказать это 
легко: если п 1 р, то просто умножаем (4.47) на п; если же нет, 
то р\п, так что ПР Е О=ц. 

В том же году, когда им была открыта теорема (4.47), Ферма 
в письме к Мерсенну высказывает свое предположение о том, что 


число 
Е. = 2+1 
должно быть простым при всех п. > 0. Он знал, что первые пять „... [адиеИе 
случаев давали простые числа: ргорозШоп, $1 еЙе 
› 4 езф угаге, езё ае {гёз 
2 +1=3, 2+1 =5, 27 +1 = ТИ, вгап изаве“ 
28+1= 257, 21641 = 65537, — П. де Ферма [311] 


но он не мог понять, как доказать, что в следующем случае число 
232 - 1 = 4294967297 является простым. 

Самое интересное, что используя свою же собственную только 
что открытую теорему, Ферма мог бы доказать, что число 23? -+- | 
не является простым, если бы нашел время для выполнения не- 
скольких десятков умножений. Можно подставить п =Зв (4.47), 
устанавливая тем самым, что 


32° =1 (тшоа 237 +1), если 23? + | — простое число. 


А это соотношение можно проверить вручную, начиная с 3 и воз- 
водя в квадрат 32 раза, сохраняя лишь остатки по то4 232 + 1. 


2 3 
Вначале мы получаем 32? = 9, затем 3? = 81, потом 32 = 6561 Если это всего- 


ИТ. А., АО тех пор, пока не доберемся до навсего МАЛАЯ 
.) ТЕОРЕМА ФЕР- 
32° = 3029026160 (тоа 232 +1). МА, то другая, 


хотя и была по- 
В результате не получается 1, так что 232 --1] не является простым — следней, но только 
числом. Подобный метод опровержения не дает никакого ключа не по важности. 
к разгадке того, каковы могут быть сомножители—он только 
доказывает, что сомножители существуют. (В данном случае они 
равны 641 и 6700417, что было впервые обнаружено Эйлером в 
1732 г. [366].) 


Если бы число 32’ оказалось равным 1 по модулю 232 + 1, то 
ланное вычисление не доказывало бы, что число 232 --1 простое — 
оно всего лишь не опровергало бы это. Однако в упр. 47 обсужда- 
ется обращение теоремы Ферма, с помоптью которого можно до- 
казать, что большие простые числа — действительно простые, не 
прибегая к изнурительным арифметическим выкладкам. 

Мы доказали теорему Ферма, сократив обе части уравнения 
на (р —1)!. Оказывается, что величина (р -— 1)! всегда сравнима 
с —1 по модулю р — это следствие одного классического факта, 
известного под названием теоремы Вильсона: 


м-— 1)! =-—Т (мот) 
<» — п простое, если п > Т. (4.49) 
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Олна половина этой теоремы тривиальна: если п. > | — не простое 
число, то у него есть простой делитель р, который появляется 
в качестве множителя в разложении (п — 1)!, так что величина 
(п—1)! не может быть сравнима с —1. (Если бы величина (п—1)! 
была сравнима с —1 по модулю п, то она была бы также сравнима 
с —1 по модулю р, но это не так.) 

Другая половина теоремы Вильсона утверждает, что (р—1)! = 
—1 (пао4 р). Эту половину можно доказать, объединяя попарно 
числа и обратные к ним по шод р. Если п 1 р, то известно, что 
существует п’, такое, что 


пт =] (пор); 


здесь п’ — число, обратное к п, а, в свою очередь, п — обратное 
к п’ Любые два обратных к п числа должны быть сравнимы 
друг с другом, поскольку пп’ = пп” влечет за собой п' = п”. 
Теперь предположим, что каждое число между 1 ир—1 обра- 
зует пару со своим обратным. Поскольку произведение некоторо- 
го числа и обратного к нему сравнима с 1, то произведение всех 
обратных чисел во всех парах также сравнима с 1; по-видимому, 
и величина (р — 1)! будет сравнима с 1. Проверим это, скажем, 
прир = 5. Получаем 4! = 24, но это число сравнимо с 4, анес | по 
модулю 5. О-ля-ля! Где же мы ошиблись? Давайте-ка посмотрим 
повнимательнее, что собой представляют обратные числа: 


т =Т,  2'=3, 3'=2, 4'=4. 


Ах, вот в чем дело: 2 и 3 образуют пару, а 1 и4 нет — они являются 
обратными к самим себе. 
Чтобы исправить наши рассуждения, надо установить, какие 


Это, наверное, числа являются обратными к самим себе. Если число х является 
оборотни. обратным к самому себе, то х? = 1 (шоар). Но уже доказано, что 
это сравнение имеет ровно два корня, когдар > 2. (Еслир = 2, то 
очевидно, что (р — 1)! = -1, так что нет нужды беспокоиться об 


этом случае.) Эти корни равны 1 ир -— Т, а все остальные числа 
(между Тир - 1) благополучно разбиваются на пары; следова- 
тельно, 


р-1)! ЕТ. (р-1) = -Т, 


что и требовалось. 

К сожалению, мы не умеем эффективно вычислять фактори- 
алы, так что в качестве практического инструмента проверки на 
простоту теорема Вильсона бесполезна. Это только теорема. 
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Сколько среди целых чисел {0,1,..., т — 1} взаимно про- 
стых с т? Эта важная величина называется ф(т.) — „тотиентой“ 
числа т (названной так Дж. Дж. Силвестером [274] — английским 
математиком, любившим придумывать новые термины). Имеем 
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Ф( 1) = 1 Фр) =р-—Тиф(т) < т - Т для всех составных чи- 
сел т. 
Функция ф называется эйлеровой фи-функимей, ибо Эйлер 
был первым, кто изучал ее. Так, Эйлер обнаружил, что теорема 
Ферма (4.47) может быть обобщена на непростые модули следу- 97 мет № ад х 


ющим образом: питегиз ргипиз 
Ф(т)} — её п. питегиз 
п =1 (104 т), — еслип Е т. (4.50) рагНит аа М 
(Доказать теорему Эйлера предлагается в упр. 32). риттагит, ит 


Если т, является степенью простого числа, т = рк, то ф(т) 208988 Хх илНа 
р ‚р ‚то Ф шища зетрег рег 


легко вычисляется, ибо п 1 рк < рум. Кратными р среди питегит № ей 


чисел {0,1,...,рк— 1} являются числа {0,р,2р,...,рК-—р}, следо- Члизь“ 
вательно, всего их р"к`', а ф(р\) подсчитывает то, что остается: — Л. Эйлер [375] 
ф( р") = ре-ре". „Латынь Эйлера 


очень проста, а его 

Обратите внимание, что при К = | эта формула, как и положено, обозначения почти 
лает величину Фф(р) =р- 1. современны — 

Если т, > 1 не является степенью простого числа, то можно пожалуй, было бы 

записать т = тт, где т1 1 то. Тогда числа 0 < п < м могут  ЛУЧШе сказать, что 


быть представлены как (п. поЯ тл, п. шо@ т2) в системе остатков. НАШИ обозначения 
почти эйлеровы! 


Согласно (4.30) и (4.4) А.Я Стройк 
пт <> пшодт Ем и ПШОат) 1м.. [288 с. 165] 


с 


Следовательно, величина п по т является „хорошей“ тогда и 
только тогда, когда являются „хорошими“ как п шо ту, так и 
п, поЯ то, если считать взаимную простоту хороптим качеством. 
А общее число „хороших“ величин по модулю т теперь может 
быть вычислено рекурсивно: оно равно ф(ти)ф(т>2), посколь- 
ку имеется ф(т1)} хороших способов выбора первой компоненты 
п, под т1 и ф(т>2) хороших способов выбора второй компоненты 
п, шо т) в модульном представлении. 
Так, Фф( 12) = Ф(4)ф(3) = 2.2 = 4, поскольку п взаимно 
просто с 12 тогда и только тогда, когда п. шо 4 = (1 или 3} и „УзА её В 
п шо 3 = (1 или 2). Вот четыре величины в системе остатков,  питем шЁег 5е 
взаимно простых с 12: (1,1), (1,2), (3,1), (3,2); в обычной деся- РИ! ер питегиз 


тичной записи это 1, 5, 7, 11. Теорема Эйлера утверждает, что  РаГИшп аа А 
11 ЕТ (тоа 12) всякий раз, когда п | 12. ртагит 


Функция (т) целых положительных чисел называется мулъь- его рагЕлит 
типликативной, если 1(1) =Т1и а В ргйпагит 
$В =, Шт 
питегиз рагит 
Тем самым мы доказали, что ф(т) — мультипликативная фун- а4 ргодиб ит 
кция. Ранее в этой главе нам уже встречался другой пример АВ рИтагит ей 
мультипликативной функции: число несравнимых решений срав- “ аб. , 
нения х? = 1 (шо т) мультипликативно. А вот еще один пример: —Л. Эйлер [375] 
(т) = т” при любом показателе степени с. 

Мультипликативная функция полностью определяется ее зна- 
чениями на множестве степеней простых чисел, поскольку любое 


(тата) = ту) тр) для любых пм 1 т... (4.51) 
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целое положительное число т может быть разложено на степени 
простых сомножителей, которые взаимно просты друг с другом. 
Общая формула 


(т) = [ [ф"?), если т = ] р", (4.52) 
? 


р 


имеет место тогда и только тогда, когда + — мультипликативная 
функция. 

В частности, эта формула доставляет величину эйлеровой фи- 
функции для произвольного числа т: 


от) = "=" = ®П(-5). (4.53) 


р\т р\т 


К примеру, ф(12) = (4—2)(3—Т1) = 12(1 — т) (1 — 5). 

Обратимся теперь к использованию ф-функции для изучения 
рациональных чисел по шо4 1. Говорят, что дробь т/п — пра- 
вильная, если 0 < т < п. Следовательно, ф(п) —это число не- 
сократимых правильных дробей со знаменателем п, а все несо- 
кратимые правильные дроби со знаменателем п или меньшим и 
неправильная дробь т входят в состав последовательности Фа- 
рея Уи. 

Множество всех правильных дробей со знаменателем 12 до их 
приведения к несократимым имеет вид: 


010234567 8 9 10 11 


12° 12°) 12) 12› 12› 12› 12°) 12° 12° 12› 12› 12› 
а после приведения — 
}Отбт7 2 


1› 12) 6› 4› 3» 12) 2) 12) 3) 4› 6» 12› 
и эти дроби можно сгруппировать по их знаменателям: 

0. 1. 12. 13. 15. 15 7 1 

1)? 2, 3,3) 4,4} 66} 12› 12› 12› 12. 
Но что из этого можно извлечь? Ну, например, то, что среди зна- 
менателей встречается кажлый делитель 4 числа 12 вместе со 


всеми ф(4) своими числителями. Все без исключения знаменате- 
ли являются делителями 12. Таким образом, 


ф(Т) + Ф(2) + Ф(3) + Ф(4) + Ф(6) + Ф(12) = 12. 


Если же начать с несокращенных дробей С. т, и: т при лю- 


бом т, то, очевидно, выйдет то же самое — следовательно, 


У «(а =м. (4.54) 


а\ т. 


Как-то в начале этой главы мы утверждали, что в теоретико- 
числовых задачах часто требуются суммы по делителям некото- 
рого числа. Как видите, (4.54)— одна из таких сумм, так что наше 
утверждение подтвердилось. (Мы увидим и другие примеры.) 
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А теперь — курьезный факт: если {(т,) — некоторая функция, 
такая, что сумма 


в(т) = У Ка) 


а\ т 


является мультипликативной функцией, то и сама {— мульти- 
пликативная функция. (Это обстоятельство, наряду с (4.54) и тем 
фактом, что 9(т.) = т, очевидно, мультипликативная функция, 
лает другое объяснение тому, почему ф(т.) является мультипли- 
кативной функцией.) Сей курьезный факт можно доказать ин- 
дукцией по т: база индукции устанавливается просто, ибо {(1) = 
(1) =Т. Пусть т > Ти допустим, что (пит) = (т) (т2) для 
любых т Е т и тт) < м. Если т = тт ит 4 то, то 


9(пит2) = > На= >» >» Цаа2), 


а\ ту т.2 Чу \ ту 42 \т> 


и 41 1 42, так как все делители т1 взаимно просты со всеми 
делителями тэ. По индукционному предположению, {1(4142) = 
(а )1(42), за исключением, возможно, случая, когда 41 = тли 
42 = т); следовательно, 


Но это равно 9(т1т2}) = 9(т1)9(т2), так что (пит?) = 
(ти ) (12). 

Обратно, если {!(т.) является мультипликативной функцией, 
то соответствующая ей функция суммы по делителям 9(т) = 
а\п (9) — всегда мультипликативная функция. На самом деле, 
как показывает упр. 33, справедливо даже большее. Следователь- 
но, наш курьезный факт и обратный к нему — это непреложные 
факты. 

Функиия Мёбиуса и(т) — названная так в честь математи- 
ка девятнадцатого столетия Августа Мёбиуса, знаменитого также 
своей лентой — определяется при всех т > 1 уравнением 


У и(а) = [м=1. (4.55) 


а\т 


у нау (а»)) — ты) тз) + тать) 


Ч \ т 42 \т.2 


= 9(т1) 9 (т) — (ти ) (т) + (пит2). 


Вообще-то, это рекуррентное уравнение, поскольку его левая 
часть представляет собой сумму, состоящую из собственно и(т) 
и определенных значений и(4) при 4 < м. Например, если после- 
дловательно подставлять т = 1, 2,..., 12, то можно вычислить 
двенадцать первых значений данной функции: 


89 





12 









1] 





10 





5 7 
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Сейчас самое 
время размяться 
упражнением 11. 


В зависимости от 
того, как быстро 
вы читаете. 
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Ричард Дедекинд [100] и Жозеф Лиувилль [199] в 1857г. за- 
метили следующий важный ‚принцип обращения": 


от) = а 4 м => ва)9(). (456) 


а\т а\т 


В соответствии с этим принципом, функция и обеспечивает нас 
еще одним способом выяснения того, что собой представляет не- 
которая функция (т), для которой известна сумма )_ а\п (Я). 

Для доказательства соотношения (4.56) воспользуемся двумя 
приемами (4.7) и (4.9), которые были приведены где-то в начале 
этой главы. Если 9(т.) = ап (а), то 


т т 
> на) = > ща) 


4\ т а\т 

=} ща) > 
а\т к\а 

=> > ню 
К\т а\(т/К) 

=>) > ват® 
К\т а\(т/К) 

= У м/к=П+®) = мт). 
К\т 


Другая половина соотношения (4.56) доказывается аналогично 
(см. упр. 12). 

Соотношение (4.56) выявляет ценное качество функции Мёби- 
уса, и мы уже поместили в табличку первые двенадцать ее значе- 
ний. Но какова величина и(т.) при большом т? И как разрешить 
рекуррентность (4.55)? Ну, очевидно, что 9(т) = [м =1] явля- 
ется мультипликативной функцией — при всех т она попросту 
равна нулю, за исключением т = 1. Так что функция Мебиуса, 
определенная уравнением (4.55), должна быть мультипликатив- 
ной функцией в силу того, что мы доказали минуту или две назад. 
Поэтому можно выяснить, что такое и(т1), если вычислить и(р®). 

Когда т" = р*, то (4.55) утверждает, что 


(1) + ыф) +н(*) +---+и(°) =0 
при любом К > 1, так как делителями р" является 1,..., р*. 
Отсюда следует, что 
к) 


Шр) = -Т, и(р”) =0 дляКк>Т. 
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Поэтому в силу (4.52) получаем общую формулу: 


(т) = [] в") 
р\т 
(-1)т, если т — р1р2...Рт, 


0, если т делится на некоторый (4.57) 
квадрат простого, р^. 


Вот что такое и. 

Если рассматривать (4.54) как рекуррентное соотношение для 
функции ф(т1), то эту рекуррентность можно разрешить, приме- 
нив правило Дедекинда—Лиувилля (4.56). Искомое решение та- 


ково: 
т 
ф (т) = Я (а) а’ (4.58) 
а\т 
Например, 


ф(12) = и(Т).12 + в(2).6 + в(3) 4 + н(4).3+н(6).2 + в(12).1 
= 12—6—4+0+2+0=4. 


Если т делится на т различных простых чисел, скажем, на 
{р1,...,Р+} то сумма (4.58) имеет только 2" ненулевых членов, 
ибо функция и болышей частью равна нулю. Так, можно убе- 
диться, что (4.58) согласуется с формулой (4.53), записанной в 
виде 


фФ(т) =м(1-5-)...(1-5.); 


если перемножить все т сомножителей (1 — 1/р;), то получим в 
точности 2` ненулевых членов суммы (4.58). Достоинство функ- 
ции Мебиуса состоит в том, что помимо рассмотренной, она при- 
менима и во многих других ситуациях. 

К примеру, попробуем выяснить, сколько дробей насчитыва- 
ется в последовательности Фарея Ук. Их количество равно числу 
несократимых дробей из [0, 1], знаменатели которых не превос- 
ходят п, так что оно на | больше величины Ф(п), которая опре- 
деляется как 


Ф(х) = >} ФК. (4.59) 


1<К<х 


(Из-за последней дроби т к Ф(п) нужно прибавить 1.) Непосред- 
ственное вычисление суммы (4.59) затруднительно, однако вели- 
чину Ф(х) можно установить косвенно, заметив, что 


У Ф(1) = т + (4.60) 


а>1 


при любом вещественном х > 0. Но почему это тождество спра- 
ведливо? Ну, несмотря на его несколько пугающий вид, на самом 


(Подобное про- 
должение на 
вещественные 
числа — полезный 
прием для раз- 
решения многих 
рекуррентностей, 
которые возника- 
ют при анализе 
алгоритмов. } 


В действительно- 
сти Мёбиус [215] 
изобрел свою 
функцию из-за 
свойства (4.61), а 


не (4.56). 
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деле доказательство его справедливости не выходит за рамки на- 
ших возможностей. Всего имеется > [х| |1+-х] правильных дробей 
т/п со < м < п < х, считая как сокращенные, так и несокра- 
щенные дроби — это дает правую часть. А число таких дробей с 
нод(т, п.) = 4 равно Ф(х/4), потому что такие дроби суть т'/п’ 
с0< т'’ < п' < х/4 после замены т на т'4 и п на п'4. Та- 
ким образом, левая часть подсчитывает число тех же самых дро- 
бей другим способом, и данное тождество должно быть признано 
справедливым. 

Теперь более обстоятельно разберемся в сложившейся ситу- 
ации, с тем чтобы уравнения (4.59) и (4. с стали более ясны- 
ми. Из определения Ф(х) следует, что Ф(х Ф(|х ]), однако 
удобнее считать функцию Ф(х) мое на произвольных 
вещественных числах, а не только на целых. В целых точках по- 
лучаем слелующую таблицу: 


234 5 





1] 





12 






6 





ГБ 9 10 
224 2 6 4 6 4 


2 4 6 10 12 18 22 28 32 42 46 
и можно проверить тождество (4.60) при х = 12: 

Ф( 12) - Ф(6) + Ф(4) + Ф(3) + Ф(2) + Ф(2) +6.Ф(Т) 

= 46+ 12+6+4+2-+2+6 = 78 =У:12.13. 

Поразительно. 

Тождество (4.60) можно рассматривать как неявную рекур- 
рентность относительно Ф(х) — как мы только что видели, этим 
можно было воспользоваться при вычислении величины Ф( 12) по 


определенным величинам Ф(т) при т < 12. А разрешать такие 
рекуррентности можно с помощью другого прекрасного свойства 


функции Мёбиуса: 
=» Их/а) = (х) =} ща)о(/9. 


4>1 4>1 





















(4.61) 


Ланное правило обращения имеет место для всех функций +, та- 
ких, что к а>1 Ы х/ка)| < ©. о можно доказать следующим 
образом. Предположим, что 9(х) => а>! (х/а). Тогда 


>_ ва) (х/а) = > ща) аль 


а>1 а>1 К>1 


> Их/т) >в 


т>21 4,К>1 


= > б/т) У ва) 


т] а\т 


= У (х/т,) [т = 


т>] 


4) [т = Ка] 


| = Ех). 


Доказательство в другую сторону по существу такое же. 


164 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 


Вот теперь мы в состоянии разрешить рекуррентность (4.60) 
относительно Ф(х): 


1 
Ф(х) = 5 >_ в(а[х/а 1 +х/а]. (4.62) 
а>1 
Эта сумма всегда конечна. К примеру, 
Ф(12) = 5(12.13—6.7—4.5-+0—2.3+2.3 


— 1.2 -+0-+0-+1.2-—1.2-+0) 
= 78—21 —10—3+3—1+1-—1 = 46. 


В гл. 9 мы покажем, как использовать (4.62) для получения хо- 
рошего приближения к Ф(х}; в действительности мы докажем 
результат, установленный Мертенсом в 1874г. [219], 


3_2 
Ф(х) = —х - О(х1оёх). 


Следовательно, функция Ф(х) возрастает ‚плавно“ усредняя су- 
масбродное поведение функции ф(К). 
Придерживаясь заведенной в предыдущей главе традиции, за- 
вершим эту главу задачей, иллюстрирующей многое из того, с 
чем мы уже познакомились, и что, кроме того, имеет отношение 
к следующей главе. Представим себя обладателями бусинок п 
различных цветов; наша цель — подсчитать, сколькими способа- 
ми из них можно составить ожерелье длины т. В данной задаче 
можно испытать принцип „обозначай и властвуй, обозначив чи- 
сло возможных ожерелий через М(т, п). 
К примеру, из бусинок двух цветов К и В ожерелье длины 4 Веди В/аск— 
можно собрать М№(4,2) = 6 различными способами: красный и черный. 
— Ред. 
ГКШ^ ГКШ^ ГКШ^ Гл ПКМ ГВ^ 
к к к к к В В В В В В В 
в -/ У в-/ У в-/ Зв -/ С В-/ ЗВ-/ 


Все другие способы эквивалентны одному из этих, потому что 
вращение ожерелья ничего не меняет. Однако их отражения счи- 
таются различными; так, в случае т = 6 


ГВ^ гВ^ 
| | | | 
| | отлично от | |. 
к В В К 
Ув Ув- 


Задача подсчета таких конфигураций впервые была решена май- 
ором П. А. Мак-Магоном в 1892 г. [212]. 

Явной рекуррентности для величины М(т, п) не существует, 
однако число ожерелий можно подсчитать, разрывая и вытягивая 
в нить тт, способами каждое из них и рассматривая получающиеся 
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обрывки. Например, при т = 4 ип = 2 получаем следующие 
наборы: 


КККК КККК КККК КККК 
ККВК КККВ ВККК КВКК 
КВВК ККВВ ВККВ ВВКК 
КВКВ ВКВК КВКВ ВЕВК 
КВВВ ВКВВ ВВКВ ВВВК 
ВВВВ ВВВВ ВВВВ ВВВВ 


Каждый из п" возможных наборов встречается по крайней мере 
один раз в этом наряде из тМ (т, п) ниток бус, а некоторые набо- 
ры — и более одного раза. А сколько раз на самом деле встреча- 
ется набор а0...ам_1? В таком вопросе нет ничего сложного: это 
число циклических сдвигов набора ак... ан_1а0...ак_1, приво- 
дящих к тому же набору, что и первоначальный набор ад... Яат-_1. 
К примеру, набор ВКВК получается дважды, так как четыре спо- 
соба разрыва ожерелья из бус ВКВК соответствуют четырем ци- 
клическим сдвигам (ВКВК, КВВВ, ВКВК, КВКВ), два из которых 
совпадают с самим ВКВК. Подобное рассуждение показывает, что 


тМ (т, п) = У Я [а0...ат-1=ак...@м-1@о. .. ак-1. 
ао,...ат-1Е$5и О<К<щт 
=>. у [а0...ат-1=ак...@т-1@0...@к-1|. 
О<К<т а0,...,@т-—1 Е$ 
Здесь $. — множество п различных цветов. 
Выясним, сколько наборов уловлетворяют равенству 
а0...@т_1 = ак... @т-—1@0...@ак_1 при заданном К. К примеру, 


если т = 12 и К = 8, нужно подсчитать число решений вида 


@0а1а2а344а5аа7аза9а10а11 = азауатоат1таатаазаа5аба7. 
Это означает, что ад = аз = ад, а1 = ао = а5, а? = ат = аб 
и аз = а11 = а7. Таким образом, ад, а1, а? и аз могут быть 
выбраны п“ способами, а остальные ад,..., а11 — в зависимости от 


них. Не напоминает ли это что-нибудь знакомое? В общем случае 
соотношение 
при 0 < 


а; = @а(;+к) шоа т ) < т 


заставляет нас уравнять а; с а(;+к1) шоа т при | = 1, 2,..., а 
нам известно, что кратными К по модулю т являются числа 
{0, а,24а,..., т — а}, где а = нод(К, т). Поэтому общее решение 
состоит в независимом выборе ао, ..., аа_1 и последующем при- 
своениии а; =а;_а при 4 < } < м. А всего решений п“. 


Тем самым мы доказали, что 


тМ (т, п) = У пНоА(К т) 
О<К<т 
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Эта сумма может быть упрощена, поскольку она включает только 
члены вида п1, где а\т1. Подстановка 4 = нод(К, 1) дает 


М (т, п) = У п Я [4 = нод(К, т) 


а\т О<К<т 
1 а 
=- У па > [ката] 
а\т  0<к<т 


У пб Я [К м/а]. 


д\т О<К<т/а 


(Мы имеем право заменить К/4 на К, так как К должно быть крат- 
но 4.) Наконец, по определению, > о<к<т/а К т/Ч] = Ф(т/а), 
и мы получаем формулу Мак-Магона: 


Метьт) = У по (1) = =) Фа). (463) 
а\ т. 


а\т 


К примеру, если т =4ип = 2, то число ожерелий равно (1 . 24 
1.22 2.21) = 6 — как того и следовало ожидать. 

Не тотчас очевидно, что величина М (т, п), определяемая сум- 
мой Мак-Магона, является целым числом! Давайте попробуем до- 
казать непосредственно, что 


У оФ@п"/ = О (шо т), (4.64) 
а\т 


не связывая наши рассуждения с ожерельями. В частном случае, 
когда т, — простое число, это сравнение сводится кп? --(р-|)п = 
О (пор), т.е. к сравнению п? = п. Мы уже видели в (4.48), что 
это сравнение представляет собой другую формулировку теоремы 
Ферма. Поэтому сравнение (4.64) справедливо, если т = р,— его 
можно рассматривать как обобщение теоремы Ферма на случай, 
когда модуль не является простым. (Обобщение Эйлера (4.50) — 
это другое обобщение.) 

Мы доказали (4.64) для всех простых модулей, так что обра- 
тимся к наименышему из оставшихся непростых случаев — слу- 
чаю т = 4. Надо доказать, что 


пп +2 =0 (поа 4). 


Доказательство упростится, если рассматривать отдельно четные 
и нечетные случаи. Если п. четно, то все три члена в левой части 
сравнимы с 0 по модулю 4— так же, как и их сумма. Если же 
п. нечетно, то п* и п? сравнимы с 1, а 2п сравнимо с 2: следова- 
тельно, левая часть сравнима с | -- | -- 2, а тем самым, сравнима 
с 0 по модулю 4, и мы получили требуемое. 


ЧтТд: Чрезвычайно 
Тривиальное Дело. 
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А теперь немного осмелеем и замахнемся на случай т = 12. 
Это т должно нас заинтересовать потому, что оно имеет доволь- 
но много множителей, включая квадрат простого числа, несмо- 
тря на то, что само оно весьма мало. (К тому же нами движет на- 
дежда получить возможность обобщения доказательства для 12 
на произвольное т.) Сравнение, которое надо доказать, это 


п12 + пб + 2 + 22 + 22 +4" =0 (шоа 12). 


Ну и что? Согласно (4.42) это сравнение выполняется тогда и 
только тогда, когда оно выполняется по модулю 3 и по моду- 
лю 4. Поэтому вначале докажем, что оно выполняется по моду- 
лю 3. Сравнение (4.64) выполняется для простых чисел, так что 
п? +2 = 0 (тоа 3). Под пытливым взором выясняется, что дан- 
ный факт можно использовать для группировки членов большей 
суммы: 


п12 + пб + 2% + 23 + 22 + 4п 
= (п! + 20“) + (п + 22) + 2(п? + 2п) 
0+0+2.0 =0 (то@ 3). 


Итак, по модулю 3 это проходит. 

Полдела сделано. Аля доказательства сравнимости по моду- 
лю 4 воспользуемся тем же самым приемом. Уже доказано, что 
п + п? +2 = 0 (тоа 4), поэтому воспользуемся этим обстоя- 
тельством для группировки членов сравнения 


п12 + пб + 2% + 22 + 22 + 4 


= (п! + пб + 203) + 2(п + п2+2п) 
0+2.0=0 (поа 4). 


ЧТА для случая т = 12. 

Пока наше сравнение доказано для простого т, для т =4и 
для т = 12. Теперь попробуем доказать его для степеней простого 
числа. Для конкретности можно предположить, что т = р3 при 
некотором простом р. Тогда левая часть (4.64) есть 


3 2 
п? +ф(руи? + ф(р*)п? + ф(р°)п 
= п” + (р- 1)? + (р? — рум? + (р3 — р?) 


= (п’ — п?) + р(пР — п?) + р? (п? — п) + рп. 


Можно показать, что это сравнимо с 0 по модулю р3, если мы 
сумеем доказать, что ПР” — пр. делится на р3, что ПР’ — пр делит- 
ся на р? и что п? — п делится на р,— ибо все это вместе будет 
тогда делиться на р3. Согласно теореме Ферма в альтернативной 
формулировке имеем п? = п (шо4 р), так что р делит п? — п; 
следовательно, существует целое а, такое, что 


ПР = п-рдц. 
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Теперь возводим обе части в р-ю степень, разлагаем правую часть 
в соответствии с биномиальной теоремой (с которой познакомим- 
ся в гл.5) и после перегруппировки членов получаем 


(ура = м? + (рад тр (7) + фа? (1) +. 
= п? +р’О 
при некотором другом целом О. Мы оказались в состоянии выде- 


лить множитель р” потому, что во втором слагаемом (*) =р, и 


потому, что множитель (р4)? присутствует во всех последующих 
членах. Итак, выяснили, что р? делит пР — п?. 

Возведем еще раз обе части в р-ю степень, разложим в ряд и 
перегруппируем члены, получая 


про = (7+0) 
п?’ + (ро) пР-П () -- (р2?О)?пР®-2) (о) +... 


2 


= п? +0 


2 
ПР 


при еще одном целом О. Итак, р3 делит п’ — п’. Этим завер- 
шается доказательство для т = р3, ибо показано, что рЗ делит 
левую часть (4.64). 

Более того, можно доказать по индукции, что 


К 
+ ро 
при некотором последнем целом 4) (последнем потому, что мы 


исчерпали все способы начертания данной буквы); следователь- 
но, 


к к1 
ПР = ПР 


ПРЕ Ро (тоа р") при К > 0. (4.65) 


Таким образом, левая часть (4.64), которая равна 


(ПР) ра и) +... + Ри п) + ркп, 


делится на р" и тем самым сравнима с 0 по модулю р. 

Уже почти все сделано. Теперь, когда сравнение (4.64) доказа- 
но для степеней простого числа, все, что осталось, — это доказать 
его для т = т1т2, где пл | 112, считая, что данное сравнение 
справедливо при тп и 12. Рассмотрение случая тп = 12, который 
распадался на отдельные случаи т = Зи т = 4, дает основание 
надеяться, что такой подход будет оправдан. 

Поскольку нам известно, что ф — мультипликативная функ- 
ция, можно записать 


2 Фа т" “= >) Фата) пт 
а\т 41 \ тт, 42 \т2 


= > «ао ( У аду, 


ат \ т 42 \т2 
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Но внутренняя сумма сравнима с 0 по модулю 112, так как мы 
предположили, что (4.64) выполняется при то; следовательно, и 
вся сумма сравнима с 0 по модулю то. Из симметричных сообра- 
жений выясняется, что вся сумма сравнима с 0 по модулю пу. 
Таким образом, в силу (4.42) она сравнима с 0 по модулю т. ЧТд. 


Упражнения 
Разминочные упражнения 


„Оге сапзеп баШеп 1 Каково наименьшее целое положительное число, имеющее ров- 


раё ег ПеБе но К делителей при | < К< 67 
ой; ветасйЬ, 
аез апдеге 151 2 Локажите, что НОД(т, п): нОок(т,п) = т.т, и восполь- 
МепзсвепиегК“ зуйтесь этим тождеством, чтобы выразить НОК(т, п) через 
— Л. Кронекер. нок(п то т, т) при п. то т = 0. Указание: воспользуй- 
(Добавл. перев.) тесь правилами (4.12), (4.14) и (4.15). 


3 Пусть л(х) — количество простых чисел, не превосходящих х. 
Докажите или опровергните, что 


п(х) — п(х — 1) = [х-— простое число]. 


4 Что бы случилось, если бы построение Штерна—Броко начи- 


налось с пяти дробей ($, 5,-*, 5", $), ане с дробей (°, 5)? 


5 Укажите простые формулы для Г" и В*, если Ги К суть 2х 2- 
матрицы из (4.33). 
6 Что означает запись ‘а =Ъ (тоа 0)'? 


Десять человек, перенумерованных числами от 1 до 10, вы- 
строены в круг, как в задаче Иосифа, и каждый т-й чело- 
век подвергается казни. (Величина т может быть значитель- 
но больше 10.) Докажите, что первыми тремя обреченными на 
уничтожение людьми не могут быть 10-й, К-йи К-+- 1-й человек 
(именно в таком порядке) при любом К. 


8 Система счисления в остатках (х то4 3, х то4 5}, рассмотрен- 
ная в тексте, обладает тем забавным свойством, что числу 13 
соответствует в ней пара чисел (1,3), которая выглядит почти 
так же. Объясните, как установить все случаи подобного со- 
впадения, не вычисляя все пятнадцать пар остатков. Другими 
словами, найдите все решения сравнений 


10% +у=х (тоа 3), 10х +у=у (1045). 


Указание: воспользуйтесь теми фактами, что 10 + бу Е и 
(шо 3) и 10 + бу =У (што4 5). 


9 Покажите, что (377—1)/2-— нечетное составное число. Указа- 
ние: чему равно 377 шо4 47 


10 Вычислите ф(999). 


170 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 


11 Найдите функцию о(п.), обладающую тем свойством, что 


от) =>} \Ю <= =) оЮом-ю. 


0<К<и О5Кк<и 
(Это аналогично функции Мёбиуса: см. (4.56).) 
12 Упростите формулу а\ш _каН(Ю) 9(9/К). 


13 Целое положительное число п называется свободным от ква- 
дратов, если оно не делится на 1? при любом т > 1. Устано- 
вите необходимое и достаточное условие того, что число п. сво- 
бодно от квадратов: 

а через представление (4.11) числа п в виде показателей про- 
стых; 
Ь через функцию и(п).. 
Обязательные упражнения 


14 Докажите или опровергните слелующие правила: 
а нод(Кт, Ки) = Кнод(т, п); 
Ь нок(Кт, Кп.) = Кнок(т, п). 


15 Встречается ли каждое простое число в качестве сомножителя 
некоторого числа Евклида ед? 

16 Чему равна сумма величин, обратных первым п числам Вв- 
клила? 

17 Пусть 1;„ — „число Ферма“ 22" +-1. Докажите, что Фи | и, если 
т, < п. 


18 Покажите, что если 21 + |] — простое число, то п. является сте- 
пенью двойки. 


19 Локажите слелующие тождества при целом положительном п: 


> ры > | > {поди 


1<К<ц 1<т<п 1<К<т 


еее] 


Внимание: вопрос несколько усложнен, но ответ нисколько 
не сложен. 


20 При каждом целом положительном числе п. найдется простое 
число р, такое, что п < р < 2м. (В сущности, это ‚постулат 
Бертрана’, справедливость которого в 1845 г. проверил Жо- 
зеф Бертран для п < 3000000, ав 1850 г. доказал П. Чебъышиёв 
для всех п.) Воспользуйтесь постулатом Бертрана для дока- 
зательства того, что существует постоянная Ъ А 1.25, такая, 
что все числа 


[2%], [27°], [27°], ... 


простые. 
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21 Пусть Р‚ — п-е простое число. Найдите постоянную К, такую, 
что 


| (10" К) под 10"| = Ра. 


Это что, проверка —22 Число 1111111111111111111 — простое. Докажите, что в систе- 


на косоглазие? ме счисления с любым основанием Ъ число (11...1)ь может 
быть простым только тогда, когда число единиц — само про- 
стое число. 


23 Установите рекуррентность для р(К) — линеечной функции из 
того места в тексте, где обсуждалась величина е›(п!). Пока- 
жите, что существует определенная связь между р(К) и тем 
диском, который перекладывался на К-м шаге (1 <К< 2" -—1) 
при перемещении ханойской башни из п дисков за 2" — | пе- 
рекладываний. 


24 Выразите величину е›(п!) через функцию \›(п) — сумму 
цифр представления числа п в системе счисления с основа- 
нием р, обобщая тем самым формулу (4.24). 


25 Будем говорить, что т напросто делит п, записывая это 
как т\\п, если т\п и т 1 п/м. Так, для рассмотренных в 
тексте факториальных делителей р*’("')\\п!. Докажите или 
опровергните следующие утверждения: 

а К\Апитлп <=> Км\лп, если КЁ м. 
Ь для всех т, п > 0; либо нод(т, п)\т, либо нод(т, п\п. 


26 Рассмотрим последовательность 9м всех неотрицательных не- 
сократимых дробей т/п, таких, что тм < М. Например, 


Отт 21213253456789 10 
910 = 


Верно ли, что т'’п — тим’ = 1 всякий раз, когда дробь т/п. 
непосредственно предшествует дроби т’/п' в 9? 


27 Укажите простое правило сравнения рациональных чисел, 
основанное на их представлениях посредством символов [и 
К в системе счисления Штерна—Броко. 


28 Представление Штерна—Броко числа п имеет вид 
п = ВЕЕТ Е272 1 ВЕЕТ ЕЗЕЕ ИТ... ; 


воспользуйтесь этим для нахождения всех простейших раци- 

ональных приближений к п, знаменатели которых меньше 50. 

Относится ли к ним =? 

29 В тексте охарактеризовано соответствие между двоичными ве- 
щественными числами х = (.61626....)2 из [0, 1) и веществен- 
ными числами Штерна—Броко сх = В1В2Вз... из [0, со). Если 
числу х соответствует число © их +2 0, то какое число соот- 
ветствует числу | —х7? 
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30 Локажите следующее утверждение (китайскую теорему об 
остатках): пусть пм, ..., пп, — целые числа с т; 1 тк при 
1 <) < К < т пусть т = пи... т иа1,..., аг, А — целые 
числа. Тогда существует ровно одно целое число а, такое, что 


а = ак (по@ тк) при1\ <К<т и А<а<А-фм. 


31 Десятичное число делится на 3 тогда и только тогда, когда 
сумма его цифр делится на 3. Докажите это широко известное 
правило и обобщхите его. 


32 Локажите теорему Эйлера (4.50), обобщив доказательство те- Почему ‘Ешег’ про- 


оремы Ферма (4.47). износится „Эйлер, 


33 П (т (т) — тогда как ‘ЕисПа’ 
окажите, что если ) ид(т и ТИ функ- произносится 


ции, то такой же будет и функция И(т) = )_а\„ (а) 9(т/4). Евклид“? 
34 Докажите, что (4.56) является частным случаем И 


Домашние задания 


35 Пусть Цт, п) — функция, которая удовлетворяет соотноше- 
нию 


(т, п)т + (п, туп = нод(т, п), 
если т и п — целые неотрицательные числа и т # п. Таким 
образом, [(т,п) = т'и (п, т) = п’ в соотношении (4.5); 
величина [(т, п) — это обращение т относительно п. Устано- 
вите рекуррентность, которая определяет величину [(т,п). 


36 Рассмотрим множество 7(\/10) = {т + п\/10 О | целые тп }. 


Число т + пы О называется обратимым (или единицей), 
если т? — тот = +1, так как оно имеет некоторое обратное 


число (т.е. (т + пб) - (=(т — п\/1О)) = 1). К примеру, 
3+ М10— обратимое число, так же как и число 19 — 6\/10. Па- 


ры взаимно сокращаемых обратимых чисел могут быть вста- 
влены в любое разложение на множители, поэтому оставим 


их в покое. Необратимые числа множества /(\10) называют- 
ся простыми’ если они не могут быть записаны в виде про- 


изведения двух необратимых. Покажите, что 2) Зи 4+ \10 
являются ‚простыми“ числами множества Д(\10). Указание: 


если 2 = (К + 1/10 ) (т + пУЛО ), то 4 = (К? — 1012) (т? — 1012). 
Кроме того, квадрат любого целого числа по модулю 10 равен 
0, 1, 4,5, 6, или 9. 


37 Докажите формулу (4.17). Указание: покажите, что е„ — 1 = 
(ел — т)? + т, и рассмотрите числа 2`" ]о5(е — т). 
38 Локажите, что если а 1 Биа > Б, то 
нод(а" — 5", а" —Ъ") = айбА(тт) — ном тт), ОЗтсхп. 


(Здесь все переменные — целые числа.) Указание: восполь- 
зуйтесь алгоритмом Евклида. 
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39 Пусть $(т) — наименьшее целое положительное число п, для 
которого существует возрастающая последовательность це- 
лых чисел 


т = а! <а) <... <а =, 


такая, что а1а2... а — полный квадрат. (Если само число т — 
полный квадрат, то можно положить +4 =1ип = м.) К при- 
меру, $(2) = 6, ибо наилучшей из таких последовательностей 
является а1 = 2, а2 = 3, аз = 6. Имеем: 


п |1234506 78910 П 12 
5(п)| 1684 10 12 14 15 97 18 22 20 


Докажите, что 5(т) = 5(т') для любых 0<т<т.. 


40 Если представление числа п в системе счисления с основани- 
ем р имеет вид (аш... а1а0)р›, то докажите, что 


п/р?) = (1) ащ!... ат! ао! (шпор). 


(Левая часть есть просто п! с полностью удаленными множи- 
телями р. В случае п = р это сводится к теореме Вильсона.) 


41 а Покажите, что если р шод 4 = 3, то не существует целого 
числа п, такого, что р делит п? + 1. Указание: восполь- 
зуйтесь теоремой Ферма. 

Ь С другой стороны, покажите, что если р то4 4 = 1, то та- 
кое целое число существует. Указание: запишите (р — 1}! 


в виде ([]х (р пу “кр — К)) и вспомните теорему Вильсона. 


42 Рассмотрим две несократимые дроби т/пит'/п'. Докажите, 
что если сумма т/п + т’/п’ приведена к несократимому ви- 
ду, то ее знаменателем будет пп’ тогда и только тогда, когла 
п 1 п’. (Другими словами, дробь (тп' + т’п)/пт’ сразу бу- 

‚дет несократимой тогда и только тогда, когда п и п' не имеют 
общего множителя.) 


43 На уровне К дерева Штерна—Броко имеется 2* узлов, соответ- 
ствующих последовательности матриц [*, [К 1В,..., В*. По- 
кажите, что эту последовательность можно получить, начав с 
матрицы [^ и затем последовательно умножая на матрицу 


Радиокомментатор: 
. Питчер Марк 0 —1 
Лешифр дошел 1 2р(п) +1 


до второй базы! У 
Марка, с коэффи- 


циентом бэттера при 1 <п < 2*, где р(п) — линеечная функция. 

лишь .080, это 44 Докажите, что бейсболист, коэффициент бэттера у которого 
второй удачный равен .316, должен был отбить мяч по меньшей мере 19 раз. 
УАаР в ЭТОМ сезоне. (Если у него было т удачных ударов за п. раз, когда он выхо- 


Что-нибудь не так? дил на биту, то т/п Е [0.3155, 0.3165).) 


174 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 


45 Число 9376 обладает своеобразным свойством самовоспроиз- 
водимости, как то: 


93762 = 87909376. 


Сколько четырехзначных чисел х удовлетворяют уравнению 
х? шо4 10000 =х? Сколько п-значных чисел х удовлетворяют 
уравнению х? шод 10" =х? 


46а Докажите, что если =] и пк=1 (шо т), то пНбАОЮ) 1, 
Ь Покажите, что 2" = 1 (тоЯ п), если п > 1. Указание: 
рассмотрите наименьший простой множитель в разложе- 

нии п. 


47 Покажите, что если п"! = 1 (то т) и если п(""-П/Р = 1 
(по т) для любого простого числа р, такого, что р\(т — 1), 
то число т — простое. Указание: покажите, что если это усло- 
вие выполняется, то при | < К < м все числа п" то@ т раз- 
личны. 


48 Обобщите теорему Вильсона (4.49), установив величину выра- 
жения ([]1<ип ип П) Шод т при т > 1. 


49 Пусть К(М) — количество пар (т,п) целых чисел, таких, что 
1< м <М, | <п< Мими. 
а Выразите К(М) через Ф-функцию. 
Ь Докажите, что В(М) = У ам [МИЯ]? (а). 


50 Пусть т — некоторое целое положительное число и 
х = е*"У" — соз(2/т.)) + 1зщ(2/т). 


Говорят, что & является корнем из единицы степени т, так А что такое корни 


как и" = е?"* = 1. На самом деле, каждое из т комплексных ИЗ Раз-ницы? 
чисел 40, &',..., ©"-1Т является корнем т-й степени из еди- 
ницы, поскольку (&^)" = е?"№ — ]; следовательно, 2 — и — 
один из сомножителей многочлена 2" — | при 0 < К < п. 
Поскольку эти сомножители различны, то полное разложе- 
ние многочлена 7" — |] над полем комплексных чисел лолжно 


быть таким: 


"1 = П (#—а*). 


О<К<м 


а Пусть Ч „(2) = [Пока кьп(2 — &^). (Этот многочлен 
степени ф(т) называется круговым многочленом поряд- 
ха т.) Докажите, что 


2—1] = [[%62). 


а\т 


Ь Докажите, что Чт(2) = Пат (2° — Тита) . 
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Контрольные работы 


51 Докажите теорему Ферма (4.48), разлагая (1 +1 +... + ПР 
посредством мультиномиальной теоремы. 


52 Пусть п и х— целые положительные числа, такие, что х не 
имеет делителей < п (исключая 1), и пусть р — некоторое 
простое число. Докажите, что по меньшей мере [п/р| чисел 
{х—1х2—1,..., Хх" 1—1} кратны р. 


53 Укажите все целые положительные числа п, такие, что 


п\ [(п-1!/м+1]. 


54 Вычислите ‚вручную“ величину 1000! шо4 10255. 


55 Пусть Р„ — произведение первых п факториалов, [ „1 К!. До- 
кажите, что при любом целом положительном п отношение 
Р›,/Р“ является целым числом. 


56 Покажите, что величина 


т—1 и-—1 
(П кымьм-ы) (кз пек-а-т) 


к=1 к=1 
является степенью 2. 


57 Пусть 5$ (т, п) — множество всех целых чисел К, таких, что 
т шо К+п шоакК > К 


К примеру, $(7,9) = {2,4,5, 8, 10, 11,12, 13, 14,15,16}. Докажи- 
те, что 


»}) Ф®= 


КЕ$ (тм) 


Указание: вначале докажите, что сумма ) „<, ап Ф(а)= 
)а>, Ф(а) [п/а]. Затем рассмотрите разность |(т + п)/а] — 
[м/и] — [п/а]. 

58 Пусть (т) = >. а\ т а. Укажите необходимое и достаточное 
условие того, что (т) является степенью 2. 


Конкурсные задачи 


59 Докажите, что если х1,..., Хх. — целые положительные числа 
и 1/жм+... + 1/хи = Т, то таах(х1,...,Хд) < е. Указание: 
докажите по индукции слелующий более сильный результат: 
„вели 1 /хл-Е- - --НТ/хи-1/х = 1, гдехт,..., хл — целые положи- 
тельные числа и х— рациональное число > тах(Х1,..., Хи), 
то «+ 1Зе+1 иху...хи(%-+1)<е1.. .екел+1“ (Доказательство 
этого нетривиально.) 
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60 Докажите, что существует постоянная Р, такая, что формула 
(4.18) доставляет только простые числа. Можно воспользо- 
ваться следующим (в высшей степени нетривиальным) фак- 
том: при любом достаточно большом р между рир-+ р? име- 
ется простое число, если 0 > ©. 


61 Локажите, что если т/п, т'/п’ит”/п" — последовательные 
элементы последовательности Ум, то 


т” = |(п-+М)/п' т’ -жмт, 
п" = | (п+М)/п'п'-—п. 


(Эта рекуррентность позволяет вычислить все элементы Ум 
по порядку, начиная с о и т.) 


62 Какое двоичное число соответствует числу е, исходя из соот- 
ветствия „Авоичная система + система Штерна—Броко“? (Вы- 
разите ваш ответ в виде бесконечной суммы, вычислять ее в 
замкнутой форме не нужно.) 


63 Покажите, используя только методы из этой главы, что если 
ПОСЛЕДНЯЯ ТЕОРЕМА ФЕРМА — утверждение (4.46) — невер- 
на, то наименьшее п, которое ее опровергает, является про- 
стым числом. (Можно считать, что утверждение (4.46) спра- 
ведливо, когда п. = 4.) Кроме того, если а? + ЪР = с? — наи- 
меньший контрпример, покажите, что существует целое число 
т, такое, что 


ть ТР, если рус, 
а — 
рР'тР, если р\с. 


Таким образом, число с > т?/2 должно быть поистине ги- 
гантским. Указание: положите х = а- ЪЬ и заметьте, что 
нод(х, (а? + (х- а)Р)/х) = нод(х, ра? '). 


64 Последовательность Пирса Тм порядка М — это разделен- 
ная знаками ‘<’ или ‘=’ бесконечная строка дробей, состоящая 
из всех неотрицательных дробей т/п ст 2 дип < М (вклю- 
чая несокращенные дроби). Она определяется рекурсивно, на- 
чиная с последовательности 


Фр = <<< <<< 18 <<<... 


При М > 1 последовательность ?м.1 образуется путем встав- 
ки двух символов непосредственно перед КМ-м символом по- 
следовательности Ф?н при всех К > 0. Вставляемые символы 


суть 
| 
—— щ, если КМ нечетно; 
мМ+1 


к - 1 
Рм км МЕТ, если КМ четно. 


„п ге а Втенса 
агз ргоропепа! 
диезйопет р/|иг!з 
[асепда ез{ диат 
зотепа!“ 
— Г. Кантор 
(Добавл. перев.) 
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Здесь Рм; обозначает }-й символ последовательности ?м, ко- 


( } 


торым будет либо знак ‘<’ либо знак ‘=’, если } четно, либо 
это будет некоторая дробь, если } нечетно. Так, 


енкннккрыныа авы 
ен кенккккныНкы 
ран 
К <у<з<Е РЕ <5<8=1=...} 
р ккенькннЕЕы 


(Одинаковые элементы выстраиваются в довольно своеобраз- 

ном порядке). Докажите, что знаки ‘<’ и ‘=’, определенные по 

указанному правилу, корректно описывают отношения между 

соседними дробями в последовательности Пирса. 
Исследовательские проблемы 


65 Все ли числа Евклида е„ являются числами, свободными от 
квадратов? 


66 Все ли числа Мерсенна 2Р —1 являются числами, свободными 
от квадратов? 


67 Докажите или опровергните, что тах! <;<к<пак/нод(а;, ак) 2п 
для любой последовательности целых чисел 0 < а! < --: < аа. 


68 Существует ли постоянная О, такая, что число |0? | является 
простым при любом п > 07 


69 Пусть Р. обозначает п-е простое число. Докажите или опро- 
вергните, что Ри! — Р„ = О(105Р):)". 


ТО Будет ли Ез(п!) = еЕ2(п!)/2 для бесконечно многих п? 


71 Локажите или опровергните: если К > 1, то найдется п > 1, 
такое, что 2" = К (шо4 п). Существует ли бесконечно много 
таких п? 


72 Локажите или опровергните: при любом целом числе а суще- 
ствует бесконечно много п, таких, что ф(п)\(п + а). 


73 Если бы Ф(п.) + 1 членов последовательности Фарея 
Уи = (3. (0), 3-1), ... ‚З„(Ф(п))) 
были распределены достаточно равномерно, то надо бы ожи- 
дать, что 9„(К) = К/Ф(п). Следовательно, сумма О(п) = 
уе |. (к)-—К/ Ф(п)| служит мерой ‚отклонения 3; от равно- 
мерности“ Верно ли, что О(п) =О(п!/?+®) при любом е > 0? 


74 Приблизительно сколько различных величин содержится в 
множестве {0! шо р, 1! шоар,...,(р-—1)! шоар} при р -} со? 


Биномиальные коэффициенты 


ПЕРЕВЕДЕМ ДУХ. В предылущих главах нам порой приходи- 

лось нелегко с суммами, включавшими в себя пол-, потолок-, 

тпо4-, фи- и мю-функции. А сейчас нам придется заняться би- 
номиальными коэффициентами, которые оказываются (а) более 
важными в приложениях и (Ъ) более удобными в обращении, чем Удачи! 
все отмеченные величины. 


5.1. ОСНОВНЫЕ ТОЖДЕСТВА 


Символ (=) — это биномиальный коэффициент, своим на- 
званием обязанный биномиальной теореме — важному соотноше- 
нию, которое мы рассмотрим позже в этом разделе. А читается 
этот символ как выбор „К из п’. Подобное заклинание проистека- 
ет из его комбинаторной интерпретации — это число способов вы- 
бора К-элементного подмножества из п-элементного множества. Иначе известные 
Скажем, два элемента из множества {1,2,3,4} можно выбрать ше- как К-членные 


стью способами, комбинации из 
п. членов без 
{1 ) 2} ) {1 , 3} , {1 , 4} ) {2, 3} ) {2, 4} , {3, 4} ) повторения. 


так что (5) —= 6. 


Для того чтобы выразить величину (*) в более привычных 
терминах, удобнее всего вначале установить не число подмно- 
жеств, а число К-элементных последовательностей выбранных 
из п-элементного множества; в последовательностях учитывается 
порядок элементов. Воспользуемся тем же соображением, кото- 
рым мы пользовались в гл.4, доказывая, что п! — это число пе- 
рестановок из п объектов. Существует п вариантов выбора пер- 
вого элемента последовательности, для каждого из них суще- 
ствует п — 1 вариантов выбора второго элемента и т. д., вплоть 
ло п — К-+Т вариантов выбора К-го элемента, что дает в ито- 
геп(п — 1)... (п -—К-Т) = п* вариантов выбора. А поскольку 
каждое К-элементное подмножество может быть упорядочено К! 
различными способами, это число последовательностей учи- 
тывает каждое подмноэкество ровно К! раз. Чтобы получить 
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требуемое, мы просто делим на К!: 


п) _ пп-П... МКП 
(;) — ККТ... (1) 


Так, 


4\ 4.3 
(5) 2216, 


что согласуется с нашим предылущим перечислением. 

Назовем п верхним индексом, а К- нижним индексом. В 
соответствии с их комбинаторной интерпретацией эти индексы 
ограничены неотрицательными целыми числами, так как мно- 
жества не могут иметь отрицательное или дробное число эле- 
ментов. Однако биномиальные коэффициенты полезны не только 
своей комбинаторной трактовкой, а посему от некоторых ограни- 
чений булем избавляться. Оказывается, что полезнее всего счи- 
тать верхний индекс произвольным вещественным (или даже 
комплексным) числом, а нижний — произвольным целым числом. 
Соответственно, наше формальное определение принимает следу- 


ющий вил: 


т(т—1)...(т-К+Т) _ м 
(;) = ККТ)... (1) к’ целое К > 0, (5.1) 


0, целое К < 0. 


Это определение обладает рядом заслуживающих внимания 
особенностей. Во-первых, верхний индекс обозначен через т, а не 
через п — буква т подчеркивает, что биномиальные коэффициен- 
ты сохраняют смысл и тогда, когла в этом месте оказывается лю- 
бое вещественное число. Так, (-') = (—1)(—2)(—3)/(3:2.Т) = 1. 
Несмотря на отсутствие комбинаторного смысла, случай т = —] 
оказывается одним из важнейших частных случаев. Некоторые 
нецелые индексы, типа т = —1/2, также оказываются полезными. 

Во-вторых, (;) можно рассматривать как многочлен К-й сте- 
пени относительно т. Мы увидим, что такая точка зрения часто 
бывает плодотворной. 

В-третьих, мы оставили неопределенными биномиальные ко- 
эффициенты при нецелых нижних индексах. Можно дать прие- 
млемое определение и в этом случае, но на практике такие коэф- 
фициенты редко бывают нужны, поэтому мы отложим подобное 
обобщение и займемся им позднее в этой главе. 

И последнее. В правой части нашего определения приведены 
ограничения ‘целое К > 0’ и ‘целое К < 0’. Подобные ограниче- 
ния булут приводиться во всех рассматриваемых соотношениях 
с тем, чтобы была ясна область их применимости. Вообще-то, 
чем меньше ограничений, тем лучше: самое лучшее — соотноше- 
ние без ограничений; но уж если они присутствуют, то составляют 
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важную часть соотношения. При манипуляциях с биномиальны- 
ми коэффициентами проще на некоторое время забыть о трудных 
для запоминания ограничениях, а затем проверить, не были ли 
они нарушены. Но о проверке забывать нельзя. 

Так, практически всякий раз, когда мы сталкиваемся с коэф- 
фициентом (^), он оказывается равным 1, а потому можно впасть 
в заблуждение, что он всегда равен 1. Но внимательное рассмо- 


трение определения (5.1) показывает, что (^) равен | только при 


п >20 (при условии, что п целое); если же п < 0, то (^) =0. И 
такие ловушки могут (и будут) подстерегать нас на каждом шахту. 

Прежде чем приступить к тождествам, которыми мы будем 
пользоваться для укрощения строптивых биномиальных коэф- 
фициентов, бросим взгляд на несколько их начальных значе- 
ний. Числа в табл. 180 образуют начало треугольника Паскаля, 
названного так по имени Блеза Паскаля (1623-1662), написавше- 


Таблица 180 Треугольник Паскаля 


"| (6) (1) 2200000800 


0 ] 

1 ] ] 

2 1 2 1 

3 ] 3 3 ] 

4 ] 4 6 4 1 

5 1 5. 10 0 5 1 

6 1 6 15 20 15 6 1 

7 ] 7 21 35 35 2 7 1 

8 ] 8 28 56 70 56 28 8 1 

Я 1 9 36 84 126 126 84 36 Я 1 
10 1 10 45 120 2100 252 20 120 45 0 1 


го о них основополагающий трактат [233]. Пустые места в этой  Биномиальные 
таблице на самом деле означают 0 из:за нуля в числителе (5.1); коэффициенты 


к примеру, (5) = (1.0)/(2.1) =0. Эти места оставлены пустыми ли ВА и 
н 
просто для того, чтобы выделить остальную часть таблицы. ТНЫ В 73 


Не мешает запомнить формулы для первых трех колонок: за много веков до 
и рмулы для пер р лонок: того, как Паскаль 


| т) _ т\ тг. родился [361], но 
=’ 1] =т, 2) 7 (5.2) он никоим образом 
не мог знать об 
они справедливы при любом вещественном т. (Вспомните, что этом. 


(“+ — тп + 1) —это формула для треугольных чисел, кото- 


рую мы вывели в гл.1; эти числа сразу же бросаются в глаза 
в колонке (ъ) табл. 180.) Неплохо также запомнить около пяти 
первых рядов треугольника Паскаля: если в какой-нибуль задаче 
встретится набор чисел 1, 4, 6, 4, 1, то мы можем предположить, 


что где-то поблизости притаились биномиальные коэффициенты. 
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Числа в треугольнике Паскаля удовлетворяют практически 
В Италии он назы- бесконечному числу тождеств, так что неудивительно, если при 
вается треугольни- его внимательном рассмотрении мы обнаружим ряд удивитель- 
ком Тартальи. ных закономерностей. Вот, например, любопытное „свойство ше- 
(А сам Паскаль на- СТИУутольника, которое иллюстрируется шестью числами 56, 28, 
зывал его Нтапее 36, 120, 210, 126, окружающими число 84 в нижней правой ча- 


аййтёнНдие — сти табл. 180. Два варианта перемножения чисел из этого шести- 

арифметическим угольника через одно дают одинаковый результат: 56.36-210 = 

треугольником. 28.120.126 = 423360. То же самое справедливо, если выделить 

— Перев.) подобный шестиугольник из любой другой части треугольника 

Паскаля. 

А теперь — собственно тождества. Наша цель в этом разделе — 

„С’езф ипе сНозе выучить сравнительно небольшое число простых правил, с помо- 

ёгапее сотЫеп щью которых можно решать подавляющее большинство практи- 
1] езё Ге Ше еп чески важных задач с биномиальными коэффициентами. 

ргорпейег." В обычном случае, когда верхним индексом т является неко- 


—В- Паскаль [233] торое целое п, большее или равное нижнему индексу К, определе- 


нию (5.1) может быть придана иная форма — в виде факториалов: 


п п! 
= ——_—___ 2К>0. 
(;) Ик! пелыеп > К>0 (5.3) 


Для того чтобы получить эту формулу, просто умножаем числи- 
тель и знаменатель (5.1) на (п —К)!. Порой бывает полезно вы- 
разить биномиальный коэффициент в подобной факториальной 
форме (скажем, при доказательстве „свойства шестиугольника“). 
Но зачастую приходится действовать в обратном направлении, 
заменяя факториалы биномиальными коэффициентами. 

Факториальное представление указывает на симметричность 
треугольника Паскаля: каждый ряд читается одинаково — как 
слева направо, так и справа налево. Тождество, отражающее это 
свойство, — соотношение симметрии — получается заменой К 
на п — К: 


п п 
— > . 
(;) (| — ,) целое п > 0, целое К (5.4) 


Эта формула имеет комбинаторный смысл, ибо определяя К пред- 
метов, выбранных из п, мы тем самым определяем п — К невы- 
бранных предметов. 

Ясно, почему п и К в тождестве (5.4) ограничены целыми чи- 
слами — потому что всякий нижний индекс должен быть целым 
числом. Но почему п не может быть отрицательным? К примеру, 
предположим, что п = —1. Верно ли равенство 


(&) (-ь)' 


Увы. В частности, при К = 0 в левой части получается |, ав 
правой — 0. На самом деле при всяком целом К > 0 левая часть 
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равна 
(-) _ 962. СЮ) _ дук 


т.е. либо |, либо —1, но правая часть равна 0, так как нижний 
индекс отрицателен. А при отрицательном К левая часть равна 0, 
но правая часть равна 


т р-- 
к) = СИ 


т.е. либо 1, либо —1. Так что равенство ‘(1') = (11) всегла 
неверно! 
Соотношение симметрии не выполняется и при прочих отри- 
цательных целых п. Но, к сожалению, это ограничение легко 
забывается, поскольку выражение в верхнем индексе порой бы- 
вает отрицательным лишь при некоторых малозаметных (но су- 
шествующих) значениях его переменных. Всякий, кто много раз Ну, я-то наде- 
имел дело с биномиальными коэффициентами, попадался в эту = юсь не попасть в 
ловушку не менее трех раз. эту ловушку на 
Однако этот недостаток соотношения симметрии компенсиру-  КОЛЛОКВиуме. 
ется существенным его достоинством: оно выполняется при всех 
значениях К, даже когла К < 0 или К > п (ибо в таких случаях 
обе части равны нулю). В случае же, когда 0 < К < п, симметрия 
немедленно следует из (5.3): 


(. — п! — п! - ( п. 
,) _ Ет-К!  (п-(п- к) м-ю! о к) 


Следующее важное тождество допускает вынесение и внесение 
из/под знака биномиального коэффициента: 


(,) = : (;- ,) | целое К = 0. (5.5) 


Данное ограничение на К предохраняет нас от деления на нуль. 
Назовем тождество (5.5) правилом внесения, поскольку, как пра- 
вило, мы пользуемся им для внесения под знак биномиально- 
го коэффициента некоторой мешающей переменной. Это равен- 
ство вытекает из определения (5.1), так как тк = т(т — 1) и 
К! = К(К— 1}! при К > 0, а при К < 0 обе части равны нулю. 

Если умножить обе части (5.5) на К, то получим правило вне- 
сения, которое выполняется даже при К = 0: 


т т] 
к(,) = :(;— ,) целое К. (5.6) 


У этого соотношения есть компаньон, который сохраняет нижний 
индекс в неприкосновенности: 


(т—К) (;) = :(' м . | целое К. (5.7) 
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Тождество (5.7) можно вывести, приготовив сэндвич из двух со- 
отношений симметрии и одного правила внесения между ними: 


(т—К) (;) = (т— 5 ( ' (в силу симметрии) 


К т-К 
=т | (в силу (5.6)) 
— Ат-Кк-1 У ‘5. 
т | 
= "( у ) (в силу симметрии) 


Но постойте-ка! Мы уже объявили, что данное тождество 
справедливо при любом вещественном т, а ведь проведенный 
вывод справедлив, только когда т — целое положительное число. 
(Если мы не собираемся использовать условие симметрии (5.4) 
себе во вред, то верхний индекс т— | должен быть целым неотри- 

(Ну, не здесь, такв цательным числом.) Может, мы смошенничали? Вовсе нет. Да, 
другом месте.) это верно, что ланный вывод справедлив при целом положитель- 
ном т, и, тем не менее, можно утверждать, что данное тождество 
выполняется при всех значениях т в силу того, что обе части (5.7) 
являются многочленами степени К-- 1 относительно т. Ненулевой 
многочлен степени 4 или меньшей может иметь самое большее 
4 различных нулей — следовательно, разность двух таких мно- 
гочленов, которая также является многочленом степени 4 или 
меньшей, не может обращаться в нуль более чем в 4 точках, если 
только она не равна тождественно нулю. Иначе говоря, если два 
многочлена степени < 4 совпадают более чем в Ц точках, то они 


совпадают во всех точках. Нами показано, что (т—К)(,) = т(";') 
является тождеством всякий раз, когда т — целое положительное 
число, так что эти два многочлена совпадают в бесконечном чи- 
сле точек, а значит, тождественно равны. 

Способ доказательства из предыдущего абзаца, который мы 
будем называть полиномиальной аргументацией, полезен при 
перенесении многих соотношений, справедливых для целых чи- 
сел, на вещественные числа — мы неоднократно это увидим. Не- 
которые равенства, типа соотношения симметрии (5.4), не явля- 
ются тождествами для многочленов, так что мы не всегда сможем 
применять этот способ. Тем не менее, многие соотношения имеют 
нужный вид. 

Вот, к примеру, еще одно полиномиальное тождество — воз- 
можно, самое важное из всех биномиальных тождеств — извест- 
ное как формула сложения: 


(;) _ (". у + (т) | целое К. (5.8) 


Если т — целое положительное число, то формула сложения по- 
казывает, что каждое число в треугольнике Паскаля есть сумма 
двух чисел предыдущего ряда — того, что непосредственно над 
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ним, и того, что рядом слева от него. Эта формула применима 
также при отрицательном, вещественном или комплексном т с 
единственным ограничением, чтобы К было целым (с тем, чтобы 
биномиальные коэффициенты были определены). 

Один из способов доказать формулу сложения — предполо- 
жить, что т целое положительное число, и воспользоваться 
комбинаторными соображениями. Вспомним, что (1) —это число 
всевозможных К-элементных подмножеств, выбранных из т-эле- 
ментного множества. Если у нас т яиц, среди которых одно тух- 


лое, то имеется (!) способов выбора К яиц. Ровнов (".') случаях 


результатом этих выборов булут только свежие яйца, а в (—') 
случаях среди них окажется тухлое яйцо, ибо результатом таких 
выборов будет К— | изт— 1 свежих яиц. Складывая два этих чи- 
сла, получаем (5.8). В этом выводе предполагается, что т — целое 
положительное число и что К > 0. При К < 0 обе части данного 
тождества равны нулю, а во всех остальных случаях справед- 
ливость тождества (5.8) устанавливается путем полиномиальной 
аргументации. 

Тождество (5.8) можно также вывести, складывая два прави- 
ла внесения-вынесения (5.7) и (5.6): 


т т т— | т—1 

(т (‚) +*(;) = :( К +; у 
левая часть — это т(;), следовательно, можно разделить обе ча- 
сти на т. Этот вывод справедлив при всех т за исключением слу- 
чая т = 0, который легко проверить отдельно. 

Те из нас, кто не склонен отыскивать столь тонкие доказатель- 
ства, или те, кому это, напротив, надоело, могли бы предпочесть 
вывести (5.8) путем непосредственного манипулирования с исход- 
ным определением. Если К > 0, то 


т— | т— | ПЕ (т Пе 
К + (1) [и "бп 


(т 16-1 (т-к) (т- ПЕК 
К! т К! 


(т Пт к (т 
— К! -#=(;). 


И опять случаи при К < 0 легко проверить отдельно. 

Мы только что познакомились с тремя весьма различными 
доказательствами формулы сложения. И это не удивительно: би- 
номиальные коэффициенты обладают большим разнообразием 
свойств, различие которых обязано приводить к различным ло- 
казательствам интересующего нас соотношения. 

В сущности, формула сложения — это рекуррентность для чи- 
сел из треугольника Паскаля, и мы еще увидим, что она осо- 
бенно полезна при доказательстве других тождеств по индукции. 
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А можно и немедленно получить новое тождество, развертывая 
данную рекуррентность. Так, 


9) - 8) +6) 

- (9) +) + () 

- (9) ()*() + 

- (+6) *() +6) + С.) 


Поскольку (\.) = 0, последний член пропадает и можно остано- 


виться. Этот метод дает общую формулу: 


5 (9) -(+(#)+-+0 =) 


_ (тм +1 
— п. 


+(? + 
3 
+ (2) + 
3 
+15} + 


| целое п. (5.9) 


Обратите внимание, что нет необходимости ограничивать индекс 
суммирования снизу, поскольку все члены суммы при К < 0 рав- 
ны нулю. 

Эта формула выражает один биномиальный коэффициент в 
виде суммы других, верхний и нижний индексы которых оста- 
ются ‚„равноудаленными. Мы нашли ее путем последовательного 
разложения биномиальных коэффициентов с наименьшим ниж- 


ним индексом: вначале коэффициента (5), затем коэффициента 


(5), потом коэффициента (+) и, наконец, коэффициента (5). А 


что случится, если развернуть другим способом — последователь- 
но разлагая коэффициенты с наибольшим нижним индексом? По- 


смотрим: 
4 + 4 
3 2 


(3) - 


лм => 


| 
осо ск 
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0 0 1 
Теперь коэффициент (53) равен нулю (так же, как (5) и (,), хотя 
они и придают данному соотношению некоторую привлекатель- 
ность), и можно уловить общую закономерность: 


2 (5) = >) (5) ==) 


о<Кк<п 
п -+1 
= елые т, п > 0. .10 

т) г (5.10) 


Это тождество, которое мы назовем формулой суммирования 
по верхнему индексу, выражает один биномиальный коэффици- 
ент в виде суммы других, нижние индексы которых не изменяют- 
ся. В данном случае сумма нуждается в нижней границе К > 0, 
так как члены суммы с К < 0 не нули. К тому же т и п вообще 
не могут быть отрицательными. 

Тождество (5.10) допускает интересную комбинаторную трак- 
товку. Если нужно выбрать т + | из п + 1 билетов, пронумеро- 
ванных числами от 0 до п, то это можно сделать (<) способами, 
если наибольший номер выбранного билета равен К. 

Как соотношение (5.9), так и соотношение (5.10) можно дока- 
зать по индукции, используя формулу сложения, но можно так- 
же получить одно соотношение из другого. Давайте, например, 
получим (5.9) из (5.10): доказательство послужит иллюстрацией 
некоторых стандартных операций с биномиальными коэффици- 
ентами. В общих чертах план действия таков: сначала преобразо- 


вать левую часть )_ (""") соотношения (5.9) таким образом, что- 


бы она выглядела как левая часть )_ (“) соотношения (5.10); за- 
тем прибегнуть к помощи последнего соотношения, заменив всю 
сумму одним-единственным биномиальным коэффициентом; на- 
конец, привести этот коэффициент к виду правой части (5.9). 
Для удобства предположим, что т и п — целые неотрицатель- 
ные числа; в общем случае соотношение (5.9) будет получаться из 
этого частного случая в соответствии с полиномиальной аргумен- 
тацией. Условимся писать т, вместо т потому, что эта переменная 
больше напоминает целое неотрицательно число. Теперь можно 
приступить к систематическому воплощению нашего плана: 


"Е )- 5...) 


К<п —п<к<и 
у [м у (=) 
т т 
—тхк< и О<К<м-и 


_ [тп -Т\ _ [м+п-1 

— т. + 1 — п 
Шаг за шагом проследим за этим выводом. Решающий шаг сде- 
лан во второй строке, где мы применяем правило симметрии (5.4), 


„Когда ему 
[Мориарти] испол- 
Нился двадцать 
ОДИН ГОД, ОН На- 
Писал трактат о 
биномиальной те- 
ореме, принесший 
ему европейскую 
известность. Это 
позволило ему 
получить кафедру 
математики в 
одном ИЗ наших 
провинциальных 
университетов: 

— Ш. Холмс [163] 
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чтобы заменить (“7 <) на . А это можно сделать только при 


т К > 0, так что первый шаг ограничивает область изменения 
К, отбрасывая члены суммы с К < —т (что законно, поскольку 
отброшенные члены равны нулю). Теперь мы почти готовы при- 
менить (5.10): третья строчка готовит почву для этого, заменяя 
К на К — т и приводя в порядок диапазон суммирования. Этот 
шаг, подобно первому— просто заигрывание с ) -обозначением. 
Но теперь К собственной персоной появляется в верхнем индексе, 
да и пределы суммирования приведены в надлежащий вид, так 
что в четвертой строчке применяется (5.10). В завершение всего 
еще раз используется правило симметрии. 

Некоторые суммы, с которыми мы имели дело в гл. 1 и 2, на са- 
мом деле являются либо частными случаями соотношения (5.10), 
либо скрытыми вариантами этого соотношения. К примеру, слу- 
чай т = 1 доставляет сумму неотрицательных целых чисел ло п 
включительно: 


0 ] п 

(+ (1) ++ (1) = отчет 
_ м-+Пм _ [п 
И - ( 2 ) 


А обтций случай эквивалентен правилу 


У == а 
0<К<п тт о 


(“) 


| целые т, п > 0, 


из гл. 2, если разделить обе части этой формулы на 11|. И в самом 
деле, формула сложения (5.8) указывает, что 


&((..)) = (9) () = (51). 


если заменить т и К соответственно нах + |] и 1. Следовательно, 
методы из гл.2 обеспечивают нас удобной формулой неопреде- 
ленного суммирования: 


Х (1) == (тс 


Своим названием биномиальные коэффициенты обязаны буи- 
номиальной теореме, которая имеет дело со степенями бинома 
х + у. Вот простейшие случаи этой теоремы: 


(5.11) 


= 1х0, 


( о = 1х0 + 1х8 

(х-+ у)? = 1х2у9 +2х11 + 1хду? 

)° = 1%? +3х?у' +3х'у? + 1х0? 
(ху) = 1х0 +4х?у' + 6х2? +4х'у? + 1хбу4 
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Нетрудно понять, почему эти коэффициенты совпадают с числа- 
ми треугольника Паскаля. Когда мы расписываем произведение 


п сомножителей 


——_—АаАа 
(х+у)" = (х+у) (ху)... ХНУ), 


каждый его член сам является произведением п сомножителей 
хи у. Число таких членов с К сомножителями х ип К сомножи- 
телями у после приведения подобных членов становится коэф- 
фициентом при хКу"-*. А это в точности равно числу способов 
выбора К из п двучленов, из которых в произведение войдет х, 


т.е. это (т). 


В некоторых учебниках величину 0° оставляют неопределен- 
ной, объясняя это тем, что функции х0 и 0* имеют различные 
пределы, когда х стремится к 0. Но это заблуждение. Необходи- 
мо определить 


хо =1 при любом х, 


с тем чтобы биномиальная теорема была верна при х = 0, у =0 
и/или х = —у. Эта теорема слишком важна, чтобы ее произволь- 
но ограничивать! И, напротив, функция 0* совсем не важна. (См. 
дальнейшие обсуждения в [152].) 

А что именно представляет собой биномиальная теорема? Во 
всем своем великолепии она выступает в обличии слелующего 
тождества: 


г_ т\ кк целоет > 0 
(х-+у)” = 2 ()х У , или |х/\ < 1. (5.12) 


Это сумма по всем целым К, но в действительности при целом 
неотрицательном т это конечная сумма, поскольку все ее члены 
равны нулю, за исключением членов с 0 < К < т. С другой сторо- 
ны, биномиальная теорема верна и при отрицательном т и даже 
при произвольном вещественном или комплексном г. В таких слу- 
чаях данная сумма действительно бесконечна и требуется, чтобы 
|х/ч| < Т для гарантии абсолютной сходимости суммы. 

Два частных случая биномиальной теоремы заслуживают осо- 
бого внимания, несмотря на то, что они исключительно просты. 
Если х = у =Тит = п неотрицательно, то 


п, п п, 
2" = + +. + целое п > 0. 
0 ] п, 


Это равенство показывает, что сумма чисел п-го ряда треуголь- 
ника Паскаля равна 2". А если х вместо +1 равен —1, то 


= [[" .--+ (-1)" м целое п > 0. 
0 ] п 


К примеру, 1|1-4-+6—4-1 = 0; если снабдить элементы п-го ряда 
чередующимися знаками, то их сумма равна нулю, за исключе- 
нием верхнего ряда (когда п =0и 0° = 1). 
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Таблица 189 Продолженный вверх треугольник Паскаля. 


ООО, О 


—4 1 — 10-20 35—56 84-120 165 —220 286 


—3 1 —3 6-10 15—71 28 —36 45 —>55 66 
—2 1—2 3—4 5 —6 7 —8 9 —10 И 
—1 | 1—1 т —1 1—1 1-1 1 

0 1 оО 0 о 0 0 0 0 0 0 


Если т не является неотрицательным целым, то биномиаль- 
ная теорема чаще всего используется в частном случае у = 1. 
Сформулируем этот частный случай явно, заменив х на 2, чтобы 
подчеркнуть тот факт, что здесь может присутствовать произ- 
вольное комплексное число: 


(1+2) = у (=. |2] < 1. (5.13) 


К 


Если подставить сюда 2 = х/у и умножить обе части на \1', то из 
этой формулы вытекает общая формула (5.12). 

Мы доказали, исходя из комбинаторной интерпретации, бино- 
миальную теорему только для целого неотрицательного т. Мы 
лишены возможности вывести формулу для общего случая из 
случая целого неотрицательного т, используя полиномиальную 
аргументацию, ибо в общем случае сумма бесконечна. Однако в 
случае произвольного т можно воспользоваться теоремой Тейло- 
ра из анализа: 


#0) 9. т(0) 1, РО) › 


(2) = р 2 + 2 + 2 +... 


#® (0) 
=>. 2. 


к>0 





Производные функции {(2) = (1+2)' легко вычисляются: в самом 
деле, #(® (2) = тк (1+2) К. А подстановка 2 = 0 дает (5.13). 
Кроме того, нужно доказать, что бесконечная сумма сходится 


(Смысл О- при |2] < 1. И это действительно так, поскольку (;) = О(К'") 
обозначения разъ- — согласно равенству (5.83), которое приводится ниже. 
ясняется в гл. 9.) А теперь займемся вплотную величинами (.) при целом от- 


рицательном п. Олин из способов подступиться к этим величи- 
нам состоит в том, чтобы использовать правило сложения (5.8) 
для заполнения табл. 180 элементами, которые лежат выше имею- 


щихся чисел, получая тем самым табл. 189. К примеру, (5) = 1, 
так как (5) = (5) + (-1) и (-1) = 0; затем (—') = -Т, так как 
(1 т). 
(1) =(1)+ (о); итд , 
Все эти числа нам уже знакомы. Действительно, ряды и ко- 
лонки из табл. 189 оказываются колонками из табл. 180 (за выче- 
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том знака ‚„минус“). Так что между величинами (=) при отрица- 


тельных и положительных п должна существовать некая связь. 
Общее правило таково: 


т К-т—1 
(,) = 1% к целое К, 


что легко доказать, поскольку 


те = т(т-Т)...(т-К-+Т) 
= (—1)*(—^) (1 т)... К 1Т=т) = (ТК -т- 1 


(5.14) 


при К > 0, а при К < 0 обе части равны нулю. 

Особенно ценно то, что соотношение (5.14) выполняется без 
всяких ограничений. (Разумеется, нижний индекс должен быть 
целым с тем, чтобы были определены биномиальные коэффици- 
енты.) Преобразование (5.14) называется обралцением верхнего 
индекса, или просто ‚верхним обращением". 

Но как запомнить эту важную формулу? Если все соотноше- 
ния, с которыми мы уже имели дело — соотношения симметрии, 
внесения, сложения и т. п.— были довольно бесхитростны, то это 
соотношение выглядит весьма замысловато. Тем не менее, суще- 
ствует мнемоническое правило, что само по себе не так уж и пло- 
хо. Обращение верхнего индекса начинается с записи (—1)^, где 
К — нижний индекс. (Нижний индекс не должен изменяться.) За- 
тем мы сразу же снова записываем К дважды: на места верхнего и 
нижнего индексов. Потом обращается исходный верхний индекс 
путем его вычитания из нового верхнего индекса. И в заверте- 
ние вычитается еще 1 (всегда вычитая, а не прибавляя, ибо это 
процесс обращения). 

Для закрепления материала два раза подряд обратим верхний 
индекс. Имеем 


т К—т— 1] 
Инь) 
— К (К-т-П-М [т 
= (4. 


и мы вернулись к тому, с чего начали. Вряд ли это то, к чему 
мы стремились, воссоздав данное соотношение, — но приятно со- 
знавать, что мы не сбились с пути. 

Разумеется, имеются более полезные применения соотноше- 
ния (5.14), чем это. Так, верхнее обращение можно использовать 
для перемещения величин из верхнего на место нижнего индекса 
и наоборот. Соответствующее соотношение имеет симметричную 


форму: 


но" ("> у = (—1)^ ([—". . ‚ целые пп >20, (5.15) 


мт) 


ибо обе части равны ("” 


Вы называете 

это правило мне- 
моническим? Я 
бы назвал его 
пневматическим — 
одно сотрясение 
воздуха. Хотя оно 
действительно по- 
могает запомнить. 


(Самое время 
размяться упр. 4.) 


Но и неприятно, 
если мы собира- 
лись попасть в 
другое место. 
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Кроме того, верхнее обращение может быть использовано для 
вывода следующей интересной формулы суммирования: 


к(д-я--нниб) 


— =." целое тт. (5.16) 


Идея вывода этой формулы состоит в том, чтобы сперва обратить 
верхний индекс, затем применить формулу (5.9), а потом снова 
обратить индекс: 


(Здесь двойное 4 — 
обращение ока- у (ре = у (" , у 


зывается содержа- кт к<т 
тельным, посколь- 

ку мы поместили тм 
между ними дру- — т 


гую операцию.) 


— 1 ("-"). 
т 


Эта формула дает частичную сумму т-го ряда треугольника Па- 
скаля, при условии что элементам данного ряда приписаны че- 
редлующиеся знаки. Так, при т = 5 и т = 2 эта формула дает 
1—-5+10=6= (-1)2 (5). 

Обратите внимание, что при т, > т формула (5.16) дает знако- 
чередлующуюся сумму элементов всего ряда, а такая сумма равна 
нулю при целом положительном т. Это уже было доказано при 
разложении (1 — |)' в соответствии с биномиальной теоремой — 
интересно то, что частичные суммы такого разложения могут 
быть вычислены в замкнутой форме. 

А как насчет более простой частичной суммы 


2 (:)- ()+(() ++) м 


Если мы умеем вычислять соответствующую знакочередующую- 
ся сумму, то наверняка должны суметь вычислить и эту. А воти 
нет: для частичной суммы элементов ряда треугольника Паска- 
ля не существует замкнутого выражения. Мы умеем вычислять 
суммы элементов в колонках — это формула (5.10), — но не в ря- 
дах. Любопытно, однако, что можно вычислить частичные суммы 
элементов ряда, если умножить их на расстояние от центра: 


> (,) (5 к) = ши [ ‚). целое тп. (5.18) 


(Эта формула легко проверяется индукцией по т.) Взаимосвязь 
между этими частичными суммами — имеющими и не имеющи- 
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ми множитель (т/2—К) в общем члене — аналогична взаимосвязи 
между интегралами 


® 2 2 © 2 
| хе _* ах = —5е“ и | е*\ ах. 


—со —со 


Явно более сложный интеграл слева с множителем х выражается 
в замкнутой форме, в то время как более простой на вид инте- 
грал справа без такого множителя — не выражается. Внешность (Ну, на самом 
бывает обманчивой. деле он равен 
В конце этой главы мы разберем метод, с помощью которо- ;ул(1 + ео) — 
го можно определить, выражаются или нет в замкнутой форме  КОНСТанте плюс 
частичные суммы некоторого заданного ряда с биномиальными  З6ЛИЧИНа, бока 
коэффициентами — в достаточно общей постановке. Данный ме- „функции оши ыы 
тод в состоянии обнаружить формулы (5.16) и (5.18), а также по- согласимся считать 
зволяет выяснить, что нахождение формулы для (5.17) — гиблое это замкнутой 
дело. формой.) 
Частичные суммы биномиального ряда приводят к другого 
рода любопытному соотношению: 


У. (9 ") хку"-К 


Км 


К5т 


Не составляет труда доказать это соотношение по индукции: при 
т, < 0 обе части равны нулю, а при т = 0 равны 1. Если обозна- 
чить сумму в левой части через $, то, воспользовавшись фор- 
мулой сложения (5.8), легко показать, что 


(нах (Ту 


кт Км 
и 
т — 1 +т _ т. — {т 
у ( у" = Убт-1 + ( |". 
К т 
К<т 
т — 1+ т _ 
> к—1 ре" Г Зи 
К<т 


при т > 0. Следовательно, 


бт = (ху) 1+ (=) ([-х)" 
т 


а правая часть (5.19) также удовлетворяет этому рекуррентно- 
му соотношению. По индукции, обе части должны быть равны — 
ЧТ. 

Но есть более тонкое доказательство. Нсли т — целое число из 
промежутка 0 2 т > —т, то биномиальная теорема показывает, 
что обе части (5. 19): равны (х + у)"*"у-". А поскольку обе части 
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представляют собой многочлены относительно т степени т или 
меньшей, то совпадения их только в т + |] различных точках 
достаточно (но только-только!) для установления равенства в об- 
щем случае. 

Вроде бы глупо обзаводиться соотношением, где одна сумма 
равна другой. Тем более, что ни одна из них не выражается в 
замкнутой форме. Но иногда вычислить одну сумму оказывается 
проще, чем другую. К примеру, если положить х = —Тичу = |, 
то получим альтернативную форму соотношения (5.16): 


У ("; ") (—1)* = (=) | целое т > 0. 


КЗ т 


А если положить х =у= 1 ит= м -+ 1, то получим 


2т +1 +к 
(Е 7 
кт Кк5т 


В левой части просуммирована только половина биномиальных 
коэффициентов с верхним индексом 2т - 1, а эти коэффициенты 
равны своим двойникам в правой половине, поскольку треуголь- 
ник Паскаля обладает лево-правосторонней симметрией. Следо- 
вательно, левая часть — это просто 722+ = 22", и мы получаем 


(Имеется красивое — формулу, которую никак не ожидали получить: 
комбинаторное до- 


казательство этой т + К\ к _ дут 
формулы [192].) 2 ( К )2 2, целое т > 0. (5.20) 
<т 


Проверим ее при т = 2: (5) + Т(:) + 1 (5) =1+ 5 + 9 = 4. 
Поразительно, но факт. 

До сих пор мы рассматривали либо отдельные биномиальные 
коэффициенты, либо суммы, в члены которых входило только 
по одному биномиальному коэффициенту. Но многие из бросаю- 
щих нам вызов задач включают в себя произведения двух и более 
биномиальных коэффициентов, поэтому оставшуюся часть этого 
раздела мы посвятим рассмотрению именно таких случаев. 

Вот удобное правило, которое зачастую помогает упростить 
произведение двух биномиальных коэффициентов: 


(1) -0(7). жк вы 


Мы уже встречались с частным случаем К = 1 — правилом вне- 
сения (5.6). Хотя как одна, так и другая части (5.21) суть про- 
изведения биномиальных коэффициентов, зачастую одну из них 
просуммировать проще, чем другую, благодаря взаимодействию 
с другими частями формулы. Так, т встречается в левой ча- 
сти дважды, а в правой — лишь однажды. Поэтому при сумми- 
ровании по т мы, естественно, предпочитаем заменить (") (1) 


на (+) (1-ю). 
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Равенство (5.21) справедливо исключительно по причине вза- 
имного сокращения т! в факториальных представлениях (Т) и 


(1). Если все переменные — целые числаит>; м 2 К > 0, то 


т) /м т! т! 
(") (2) тт (т — м)! К! (м-— К)! 


т! 
К! (м — К)! (т- т)! 


т! (т-К)! — (т) (т-К 
К! (т-К)! (т-— К)! (п-т)! (; (1). 


Здесь не было ничего сложного. К тому же, если т < К или 
К < 0, то обе части (5.21) равны нулю, так что данное соотноше- 
ние выполняется при любых целых т и К. Наконец, посредством 
полиномиальной аргументации его можно распространить на все 
вещественные т. 

Виномиальный коэффициент вида (1) =т!/(т-—К)! К! можно пе- 
реписать в виде (а-+ Ъ)!/а!Ъ! после соответствующего переобозна- 
чения переменных. Аналогично, величину т!/К! (т — К)! (т- т)! 
в середине предыдущей выкладки можно переписать в виде 
(а Ъ-+с)!/а!Ъ! с!. Это ‚триномиальный коэффициент" который 
возникает в ‚триномиальной теореме": 


> 


О<а,Б,с<п 
а+Ь-+с=м 


- > 


О<а,Б,с< п. 
а-б-+с=м 


(ато с)! аъ, 
а! ‚Ь! с! 


а+ьЬ-+с\ /Б-+С\ пьес 
с )( с у. 


Таким образом, (") (№) — это на самом деле триномиальный ко- 


эффициент в другом обличии. Время от времени триномиальные 
коэффициенты возникают в приложениях, и их обычно записы- 


вают как 
а-ьЬ-+с (аъ с}! 
а В, с а! Ъ! с!’ 
чтобы подчеркнуть наличие симметрии. 

Обобщением биномиальных и триномиальных коэффициен- 
тов служат мультиномиальные коэффициенты, которые все- 
гла выражаются в виде произведения биномиальных коэффици- 
ентов: 


а1 т а2 +. +: + ам 
ат, а2,.. 


(х+у+2)” = 


— (а + а2 +... + ат)! 


., ат ал! а2!... ат! 


— (ее) ("7 +в") 
а, +... а, ... а 


Истинно так. 


„Ехсорцау! 


ашет от 
тиабБИет гершат 
рго питегз 
соейсепН из 
роеафит, поп 
фащит а Ыпот!о 
х +, зеа еа 
тотю ху -2, 
ито а ро]упот!о 
Чиосипдие, иё аафа 
раепИа втаиз 
си)изсипдие у. 

ет. аесит!, её 
рофепиа т е}из 
уа/!оге сотргевепза, 
ИЕ ХЗ 22 , 

роззит айт 

аз рпаге питегит 
соейсетет, диет 
ВаБеге аереф, те 
иЙа ТаБш/а зат 
сасШаба" 

— Г. Лейбниц [187] 
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Таблица 195 Суммы произведений биномиальных коэффици- 





ентов. 

у т $ [т целые т‚п. (5.22) 
— \т-ЕК/ \п-К т-п/’ м 

1 $ \ /[ 14$ целое 1 > 0, (5.23) 

т-ЕК/ \п-+Кк/  \1—т-+п/’ целые тп. 5-75 


> ( 
К 
1 |< — 
> (-. к) (= еее" (5 О 624) 
— —т— 1 
инет), бло. 638 


1-К\ (а-+к\ _ (Та-1 целые 1, т > 0, (5.26) 
п / \м-уп-1/’ целыеп > 420. 





А потому, при встрече с подобным страшилищем, нам поможет 
наше испытанное оружие. 

Вот мы и добрались до табл. 195, в которой перечислены наи- 
более важные из числа испытанных нами тождеств. Это те то- 
ждества, на которые мы опираемся в противоборстве с суммой, 
включающей в себя произведение двух биномиальных коэффицпи- 
ентов. Каждое из этих тождеств представляет собой сумму по К 
с одним К в каждом биномиальном коэффициенте; помимо это- 
го, в нее входит по четыре почти не зависящих друг от друга 
параметра, обозначаемых через т, п, тит. д.,— по одному на ме- 
сте каждого индекса. В зависимости от того, входит или нет Кв 
верхний или нижний индекс, а также от того, с каким знаком он 
входит, мы имеем дело с разными случаями. А в некоторых слу- 
чаях имеется и дополнительный множитель (—1)^, необходимый 
для того, чтобы сумма вычислялась в замкнутой форме. 


Загните уголок Таблица 195 слишком уж сложна для запоминания; она пред- 
этой странички, назначена только для справок. Однако первое тождество из этой 
чтобы потом бы- таблицы запоминается гораздо легче остальных и его не следует 
стренько найти забывать. Оно устанавливает, что сумма (по всем целым К) про- 


данную табли- 
цу. Она вам еще 
пригодится! 


изведения двух биномиальных коэффициентов, в которых верх- 
ние индексы постоянны порознь, а нижние индексы постоянны в 
сумме при любом К, равна биномиальному коэффициенту, полу- 
ченному путем сложения как верхних, так и нижних индексов. 
Данное тождество известно как свертка Вандермонда, посколь- 
ку Александр Вандермонд написал по этому поводу в конце 18- 
го века важную статью [45]; однако еще в 1303 г. оно было извест- 
но Чжу Ши-цзе из Китая. Все остальные тождества в табл. 195 
можно получить из свертки Вандермонда, аккуратно выполняя 
преобразования обращения верхнего индекса, применяя правило 
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симметрии и т. п.,— следовательно, свертка Вандермонда являет- 
ся ‚самым основным" из всех основных тождеств. 

Правило свертки Вандермонда можно доказать, исходя из 
замечательной комбинаторной интерпретации. Если заменить К 
на К — т, ап на п — т, то можно считать, что т = 0; следова- 
тельно, требуется доказать тождество 


2 (,) (к) > (1). целое п. (5.27) 


Пусть т и $ — целые неотрицательные числа (общий случай по- 
лучается посредством полиномиальной аргументации). В правой 


части ("+°) —это число способов выбрать п человек из т муж- 


чин и $ женщин. В левой части каждый член суммы — это число  Женоненавистники! 
способов выбрать К человек из т мужчин и п—К человек из $ жен- Вы упомянули 
щин. А суммирование по всем К учитывает каждую возможность  МУжчин первыми. 
ровно по одному разу. 
Как правило, эти тождества применяются слева направо, так 
как упрощение идет именно в этом направлении. Но иногда 
оправданно движение в обратном направлении, даже если прихо- 
дится временно идти на усложнение. При этом обычно образуется 
двойная сумма, в которой можно изменить порядок суммирова- 
ния и потом упростить. 
Перед тем как двинуться дальше, посмотрим, как доказыва- 
ются еще два тождества из табл. 195. Тождество (5.23) доказать 


легко: нужно всего лишь заменить первый биномиальный коэф- 


фициент на [А а потом применить свертку Вандермонда 


(5.22). 

Следующее тождество, (5.24), несколько сложнее. Путем по- 
следовательных преобразований его можно свести к свертке Ван- 
дермонда, но можно доказать его столь же просто, если прибег- 
нуть к старому испытанному методу математической индукции. 
Зачастую инлукция — это первое, к чему мы прибегаем, если в 
голову не приходит ничего другого, но здесь индукция по 1 под- 
ходит как нельзя лучше. 

Действительно, при | = 0 все члены суммы равны нулю, за 
исключением члена с К = —т; так что обе части данного ра- 
венства равны (—1)" (°`"). А теперь предположим, что данное 
тождество справедливо при всех значениях, меныших некоторого 
фиксированного 1, где 1 > 0. Можно воспользоваться формулой 


сложения для замены (к) на (к) + (инк; тогда первона- 


чальная сумма распадается на две суммы, каждую из которых 
можно вычислить, исходя из предположения 


нех (ие) 


К 
_ —т+1 
(рут 5-м _ луент ($ — У | 
ЕО [ат И т 
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А если еще раз применить формулу сложения, то это упрощается 
и получается правая часть (5.24). 

В этом выводе заслуживают внимания две вещи. Во-первых, 
мы вновь убеждаемся в огромном преимуществе суммирования 
по всем целым К, а не по К в определенных пределах, посколь- 
ку не нужно беспокоиться по поводу граничных условий. Во- 
вторых, формула сложения чудесно стыкуется с математической 
индукцией, поскольку она представляет рекуррентную зависи- 
мость для биномиальных коэффициентов. Биномиальный коэф- 
фициент, верхний индекс которого есть |, выражается в виде сум- 
мы двух коэффициентов, верхние индексы которых суть 1 — |, а 
это именно то, что требуется для предположения индукции. 

Пожалуй, хватит о табл. 195. А что можно сказать о сум- 
мах с тремя и более биномиальными коэффициентами? Если ин- 
декс суммирования разбросан по всем коэффициентам, то шан- 
сы отыскать сумму в замкнутой форме невелики: известно лишь 
несколько сумм такого рода, которые выражаются в замкнутой 
форме, и нужная нам сумма вполне могла не соответствовать 
предъявленным требованиям. Одна из таких редкостей, доказан- 
ная в упр. 43, это сумма 


(С 
— (") (- ‚ целые тп > 0. (5.28) 


т п 


А вот другой, более симметричный экземпляр: 
у а+ь\ ГБ +с\ [са и. 
— \а+ КУ \Ь-+К/ \с-+Кк 


Ъ 
= еее | целые а, Б,с > 0. (5.29) 


У него есть двойник с двумя коэффициентами: 


а+Ъ\ [+ а к (а-+ъЪ!)! 
те = @ 5 Ь>0, (5. 
(4) (51%) п агыг › ®лые а,0 20, (5.30) 


который, между прочим, не фигурирует в табл. 195. Аналогичная 
сумма с четырьмя коэффициентами не выражается в замкнутой 
форме, зато выражается другая подобная ей сумма: 


уси а+ь\ (Б-с\ [с +а\ (А-а 2а+25+2с +24 
- а+к/ \Ъ-+К/ \с-+к/ \а+к а+Ь+с+а-+к 
_ (а+Ъ-е-+а)! (а-Ъ-+с)! (а--5-+а)! (а+с-+ а)! (6-с-а)! 
— (2а-+25+2с+2а)! (а-с)! (5-+а)! а!Ъ! с! а! 
целые аб, са > 0. 
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Это было обнаружено Джоном Дуголом [111] в начале двадцатого 
столетия. 

Является ли тождество Дугола самой лохматой из известных 
сумм биномиальных коэффициентов? Вовсе нет! Чемпионом та- 
кого рода до сих пор остается сумма 


> Ку а; а; а; + ап 
(19 п ( (п | 
> АИ уе т к = к 


1<1<)<п 
ал +. +. ап 

— › целые ат, а2,. . ‚ , п 2 0. (5.31) 
ат, Ч2,..., Як 


Это сумма по (">") переменным индексам К; при 1 <1<)}< 


п. Равенство (5.29) — всего лишь ее частный случай при п = 3; 
в случае п = 4 ее можно переписать следующим образом, если 
воспользоваться обозначениями (а, Б,с,4) вместо (а1, а2, аз, а4) 
и (+,), К) вместо (К12, Клз, К2з): 


уси а- 6 \ Гас \/о-+с\/ а+а ъ-а с+ 9 
т Ь-1 /\ с+) /Ас-+К/\а—— Л а+-кла+-+к 
_ (а+ь +с-+а)! 
ааа целые а ,Б,с, 4 > 0. 
Левая часть (5.31) — это коэффициент при 2920...20, получаю- 
щийся после полного разложения произведения п(п — 1) дробей 


п (1-5) 
1 <п =) 
157) 

по положительным и отрицательным степеням 2. Предположение 
о виде правой части (5.31) было высказано Фримэном Дайсоном 
в 1962 г. и вскоре после этого было доказано сразу несколькими 
людьми. В упр. 95 приводится ‚простое“ доказательство (5.31). 

Заслуживает внимания еще одно тождество, включающее в 
себя массу биномиальных коэффициентов: 


хе) 


ит т —т 
— 1 . } > 0. . 
( и )("—*). целые 1, т, п; п (5.32) 


У данного тождества, доказанного в упр. 83, даже есть шансы 
встретиться в практических приложениях. Впрочем, мы уже от- 
клоняемся от нашей темы ‚основные тождества‘ так что лучше 
остановиться и подвести итог пройденному материалу. 

Мы убедились, что биномиальные коэффициенты удовлетво- 
ряют такому разнообразию тождеств, которое способно сбить 
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пнрапниниомяланиню нии армии иииивинниарпимипонианиа инвазии иномарок 
Таблица 199 Десять самых главных тождеств с биномиальны- 
ми коэффициентами. 


п\ _ п! целые факториальное 
к) К (п-К)!’ п>2К>20. представление 
п [тп целое п > 0, СВОЙСТВО 
к] \п-К/’ целое К. симметрии 
т) _туг-1 елое К 2 0 внесение/ 
к/ К\К-1/’ Г вынесение 
т т-1 т—1 сложение/ 
(,) — ( К ) т (- ,} ‚ целое К. разложение 
т} _ к/К-т-—1 верхнее 
(;) СП ( К ‚ целое К. обращение 
т \ (м) _ (т\ [т-к елые п. К триномиальный 
т/\К/ \К/\т-К/’ С ’” вариант 
Т\ кт-к т целоет > 0, биномиальная 
2 (+) У = или |х/У| < 1. теорема 
(' + “) (' п] суммирование 

— , пелое ц. 
К м по обоим индексам 

К<и 

(*) _ ( целые суммирование 

— 0 
ох т. т] т, п > 0.  поверхнему индексу 
у т $ _ (Т-+$ елое п свертка 
- К/\п-к/ \ тп /’ г Вандермонда 


с толку. К счастью, некоторые из них легко запоминаются, и 
мы можем воспользоваться этим обстоятельством для выведения 
большинства других всего за несколько шагов. В табл. 199 сведе- 
ны десять наиболее полезных формул. Это именно те тождества, 
которые следует хорошенько запомнить. 


5.2 НЕОБХОДИМЫЕ НАВЫКИ 


В предыдущем разделе мы вывели кучу тождеств, мани- 
пулируя с одними суммами и подключая другие тождества. Их 
вывод не составлял особого труда — мы знали, что намерены до- 
казать, так что можно было без особых хлопот сформулировать 
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общий план и наполнить его конкретным содержанием. Одна- 
ко в ‚реальной действительности‘ мы обычно сталкиваемся не 
с необходимостью доказать некоторое тождество — сталкиваемся 
с необходимостью упростить некоторую сумму. К тому же мы 
не знаем, как могла бы выглядеть сумма в упрощенной форме 
(и существует ли таковая вообще). Разобравшись с множеством 
подобных сумм в этом и следующем разделах, отшлифуем свое 
мастерство в обращении с биномиальными коэффициентами. 

Для начала испытаем свои силы на нескольких суммах, со- 
держащих по одному биномиальному коэффициенту. 


Задача 1: сумма отношений 
Нам хотелось бы выразить в замкнутой форме сумму 


(т п 
> > 0. 
> ()/(*). пелыеп > т >20 


К=0 


С первого взгляда эта сумма вызывает замешательство, посколь- 
ку нам еще не приходилось иметь дело с какими-либо тождества- 
ми, которые бы содержали отношения биномиальных коэффици- 
ентов. (Более того, данная сумма содержит два биномиальных ко- 
эффициента, что вроде бы противоречит утверждению, предше- 
ствующему этой задаче.) Однако точно так же, как мы использо- 
вали факториальные представления, для того чтобы переписать 
одно произведение биномиальных коэффициентов в виде друго- 
го произведения — именно так было получено тождество (5.21),— 
так же можно поступить и с их отношением. На самом деле мы 
можем избежать факториальных представлений, положив т = п 


и разделив обе части равенства (5.21) на (1) ("), что дает 


(#)/()-(1-5/(). 


Таким образом, мы заменяем отношение слева на отношение спра- 
ва, и сумма приобретает вид 


> (5/5). 


Отношение по-прежнему остается, но биномиальный коэффици- 
ент в знаменателе уже не содержит индекса суммирования К, так 
что его можно удалить из суммы. (Мы его восстановим потом.) 

Можно также упростить граничные условия, суммируя по 
всем К > 0: при К > т члены суммы равны нулю. Оставшая- 
ся сумма уже не столь страшна: 


> ("У 


Она аналогична сумме из тождества (5.9), ибо индекс К присут- 
ствует в двух местах с одним и тем же знаком. Но здесь он —К, 


Алгоритм 


самообучения: 

1 прочитать 
задачу 

2 попытаться 
решить 

3 пробежать гла- 
зами решение в 
книге 

4 попытка не- 
удачна вофо 1 
ее воо следую- 
Щая задача 


К сожалению, этот 
алгоритм может 
привести вас к 
зацикливанию. 


Предлагаемые 
„заплаты“: 


0 5ес=-0 
За зе с с+1] 
35 Ис=мМ 

Оо ваш 
преподаватель 


— Э. Дейкстра 


... Но этот раз- 
дел называется 
НЕОБХОДИМЫЕ 
навыки. 
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ав (5.9) — наоборот. Поэтому следующий шаг напрашивается сам 
собой — только так и надо действовать: 
че т. — К 0 т — (м -—К) 
— | 
К<т 


Теперь можно воспользоваться формулой суммирования по обо- 
им индексам (5.9): 


К т, т /. 
К<т 
И в заключение мы восстанавливаем в качестве знаменателя 
тот самый биномиальный коэффициент ("), который ранее был 
удален из суммы, и затем применяем соотношение (5.7) с полу- 


чением суммы в желаемой замкнутой форме: 


("и (а) = язтея: 


На самом деле этот вывод проходит при любом вещественном п, 
если только не происходит деления на нуль; т. е. если п, не явля- 
ется одним из целых 0, |,..., т -— 1. 

Чем сложнее вывод, тем важнее проверить результат. И хотя 
этот вывод был не слишком сложен, все равно его проверим. При 
небольших значениях т = 2 ип = 4 имеем 


К) (5) * (ИЦ, + Ио) 5-3 


что превосходно согласуется с величиной (4 + 1)/(4 +1—2), вы- 
численной по нашей замкнутой формуле. 


Задача 2: из литературы по методам сортировки 

Наша следующая сумма восходит к тем давним временам (к 
началу 1970-х гг.), когда люди еще не приобрели навыков свобод- 
ного обращения с биномиальными коэффициентами. Одна ста- 
тья, в которой предлагался улучшенный метод слияния [107], за- 
канчивается следующим замечанием: „Можно показать, что сред- 
нее число сэкономленных пересылок данных... определяется вы- 
ражением 


п 


Т = у тот Спи 
— —=—ы————ы—="_— › 
т=0 м Сл 


Величины т и п определены выше, а символом «С» обозначе- 
но число сочетаний из т элементов по п без повторений... Ав- 
тор признателен рецензенту за сведение более сложного выраже- 
ния для среднего числа сэкономленных пересылок к указанному 


виду. 
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Нам предстоит убедиться, что это далеко не окончательный 
ответ к задаче автора статьи — это даже не ответ на коллоквиуме. Пожалуйста, не 
Сперва следует превратить эту сумму в то, с чем можно рабо- напоминайте мне о 
тать. Одного только ужасного обозначения и_‚_1Сн_—п_1 доста- коллоквиуме! 
точно, чтобы опустились руки у любого, за исключением пол- 
ного энтузиазма рецензента (не стоит благодарности). В наших 
обозначениях следует записать 


п 
—К-— 1] 
т= > к(” К )/(”). целые т > п >20. 
— т-п-] п 


Биномиальный коэффициент в знаменателе не содержит индекса 
суммирования, так что его надо удалить и иметь дело с иной 
суммой 


п 
д \щ-т- ] 

А дальше что? Переменная суммирования входит в верхний 
индекс биномиального коэффициента, но не входит в нижний. 
Так что если бы здесь не было другого К, то можно было бы 
упростить данную сумму и применить формулу суммирования 
по верхнему индексу (5.10). Но с дополнительным К этого сде- 
лать нельзя. Если бы нам удалось каким-либо образом внести 
это К под знак биномиального коэффициента, используя одно из 
наших правил внесения, то потом можно было бы просуммиро- 
вать по верхнему индексу. К сожалению, и те правила здесь не 
работают. Но если бы вместо К было т — К, то можно было бы 
воспользоваться правилом внесения (5.6): 


(т — К) (и = (м-—п) м») 


Так вот где ключ к решению! Перепишем К в виде т-— (т-—К) 
и разобьем сумму 5$ на две: 


—(м-к-1 С т-К-1 
> 1) — 2 (и тю) (и 


мик) 
ту ("У (в 


К=0 


= 


|| 
3 
5 
| 
8 
| 
8. 
5 
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Оставшиеся суммы А и В —это не что иное, как наши старые 
знакомые, в которых верхний индекс изменяется, в то время как 
нижний остается неизменным. Начнем с суммы В, ибо она вы- 
глядит попроще. Для того чтобы привести общий член данной 
суммы к виду левой части (5.10), достаточно ее немножко пре- 


образовать: 
у (в — у и 
т-—п/ — т — п, 
О<К<п 0<т-—К<п 


(2, (+). 


т—п<к<хщм О<К<т 


На последнем шаге в сумму включаются члены с 0<К<т-—пт, 
которые все равны нулю, поскольку их верхний индекс меньше 
нижнего. Теперь, используя (5.10), просуммируем по верхнему 
индексу и получим 


1 
в (и (лу). 
окт тп тым - 


Другая сумма А почти такая же, за тем исключением, что в 
ней т заменено на т — 1. Отсюда получается выражение в зам- 
кнутой форме для суммы 5, которое можно еще несколько упро- 
СТИТЬ: 


5 = мА — т лу = т п с“ ( +1 ) 

т. —п тж—п-+] 
— т, + ] т 
— ("- том НТ в) 


фт) (т). 


А это дает нам выражение в замкнутой форме для исходной сум- 
мы: 


ЗИ) яч (1) 


п 
т—п-+1. 


Лаже рецензент не смог бы это упростить. 
Для проверки результата опять воспользуемся небольшими 
величинами. Нсли т =4ип = 2, то 


т=0. (9/6) +1.6)/© +2-()/@ =0+2+2=3, 


что согласуется с полученной по нашей формуле величиной 
2/(4—2+1). 
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Задача 3: из одного старого домашнего задания 
Поупражняемся еще с одной суммой, содержащей один-един- 
ственный биномиальный коэффициент. Данная сумма, в отличие 
от предыдущей, родилась в университетских стенах: это было 
одно из ломашних заданий. Предлагалось вычислить величину Умрут ли когда- 


О 1000000, если нибудь старые 
домашние задания? 
27 —К 
О„ = У. , уы*. целое п > 0. 
К<2" 


Эта задача потруднее других: ни одно из тождеств, которые 
встречались до сих пор, применить нельзя. К тому же мы имеем 
дело с суммой из 21000000 членов, так что их нельзя просто взять и 
сложить. Переменная суммирования К фигурирует в обоих индек- 
сах — верхнем и нижнем, но с разными знаками. Обращение верх- 
него индекса также не помогает — оно удаляет множитель (—1)*, 
но вводит 2К в верхний индекс. 

Как известно, если ничего хорошего не получается, то лучше 
всего рассмотреть крайние случаи — даже если не удастся обна- 
ружить какую-нибудь закономерность и доказать ее по индук- 
ции, то, по крайней мере, у нас будет кое-какая информация для 
проверки результата. Вот все ненулевые члены и их суммы для 
первых четырех значений п: 





) — (;) =1—1] =0 
)— (1) + (5) =1-3+1 = 1 
(9) - (1+9-6+0 =1-7+15-10+1=0 


За следующий случай п = 4 лучше и не приниматься — слишком 
велика опасность совершить арифметическую ошибку. (Вычисле- 


ние членов суммы типа (') и ('') порознь, не объединяя их с 
другими, оправданно лишь в безвыходной ситуации.) 

Итак, значения О„ начинаются с чисел 1, 0, —1, 0. Даже если 
бы нам были известны один или два следующих члена, выра- 
жение ()„ в замкнутой форме все равно бы не просматривалось. 
Вот если бы была возможность найти и подтвердить рекуррент- 
ное соотношение для Ок, тогла у нас, вероятно, появилась бы 
возможность угадать и убедиться в правильности его решения в 
замкнутой форме. А для того чтобы найти рекуррентность, не- 


обходимо связать Оп с Оп_1 (или с О_к при иных К), но для 


этого необходимо связать член типа (128513), который получает- 


ся при п = 7 иК = 13, с членами типа (13). Это не сулит 


ничего хорошего: нам не известны сколько-нибудь удовлетвори- 
тельные соотношения между элементами треугольника Паскаля, 
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отделенными друг от друга 64 рядами. Формула сложения — наш 
основной инструмент при доказательствах по индукции — связы- 
вает элементы, которые отделены друг от друга только одним 
рядом. 
И тем не менее, именно это обстоятельство подводит к решаю- 
щему наблюдению: на самом деле нет необходимости иметь дело 
с элементами, отлеленными друг от друга 2"-' рядами. Перемен- 
ная п никогла не фигурирует сама по себе, а всегда в связи с 2". 
О коварство Так что 2" — случай только для отвода глаз! Если заменить 2" 
преподавателя, на т, то все, что нам нужно сделать,— это отыскать замкнутое 


составлявшего ту выражение для более общей (но более простой ) суммы 
контрольную! 


—_К 
Ки = У. (", не. целое т > 0; 


К<т 


тем самым мы получим замкнутое выражение и для Оз = К»*. 
А надежда получить рекуррентность для последовательности К 
возлагается на формулу сложения. 

Значения К. при малых т можно получить из табл. 180, если 
поочередно сложить и вычесть те величины, которые простира- 
ются по диагонали с юго-запада на северо-восток. Вот они: 


т 01234 56787 10 
кто тт - 1 


Судя по всему, дальше будет уйма сокращений. 

А теперь обратимся к формуле для Ка и посмотрим, опреде- 
ляется ли оно рекуррентно. Наш замысел состоит в применении 
формулы сложения (5.8) и нахождении сумм, имеющих вид Ккв 
окончательном выражении — нечто вроде того, что проделывали 
в методе приведения из гл. 2: 


= (“1% 


К<т 

м нк (И) 
км к<т 

(Ми еле (М, ее 
К<т К+1 < т 


хо" деи + („) ет” 
1 
т—2—К —1 я Ш 


К<т—2 
= Вит + (1)? — Виа — (127 
— Ки 1 — Ки—2 . 
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(На предпоследнем шаге мы воспользовались формулой (-') = 

(-1)", которая, как мы знаем, верна при т > 0.) А сам вывод Это знает всякий, 

справедлив при т > 2. кто выполнил раз- 
С помощью этой рекуррентности можно быстро получать зна-  МИночное упр. 4. 

чения Киа и столь же быстро убедиться, что получающаяся после- 

довательность периодична. Действительно, 


1 0 
1 
Ки = 0 если т, то@ 6 = 


—1 
0 э 


«фм — 


Доказательство по индукции есть простая проверка. Но если тре- 
буется дать более высоконаучное доказательство, то можно раз- 
вернуть данную рекуррентность на один шаг, получая 


Ки = (Ки-2— Ки-3) — Ви-2 = —К-з, 


когда т > 3. Следовательно, Ки = Кж_в, когда т > 6. 

И, наконец, поскольку Оз = К»›., можно установить Ок, опре- 
деляя 2" тод 6 и используя замкнутое выражение для Ка. Если 
п = 0, то 25 шоб = 1, а продолжая умножать на 2 (то4 6), 
получаем повторения чисел 2 и 4. Таким образом, 


К =1 еслип =0, 
О, = К. = < К, =0, если п > 0 нечетно, 
К. =—1, если п > 0 четно. 


Это замкнутое выражение для Ох. согласуется с теми первыми че- 
тырьмя значениями, которые мы вычислили, начав решать дан- 
ную задачу. Отсюда следует вывод, что О1000000 = К4 = -—1. 


Задача 4: сумма с двумя 
биномиальными коэффициентами 

Наше следующее задание — найти замкнутое выражение для 
суммы 


щ ш—К-—] 
5% ). целые т>п >20. 
и т—п-—] 


Минуточку. А где же второй биномиальный коэффициент, обе- 
щанный в названии этой задачи? И зачем нужно упрощать сумму, 
которую мы уже упрощали? (Ведь это сумма $ из задачи 2.) 

Ну, это сумма, упростить которую проще, если рассматривать 
ее общий член как произведение двух биномиальных коэффи- 
циентов, а затем воспользоваться одним из основных тождеств, 
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составляющих табл. 195. Второй биномиальный коэффициент ма- 
териализуется, если переписать К в виде (<): 


п 
т) у (о) 
т-п-—1/ — 1] \м—п-—1/` 

К=0 О<К<п 
Тем тождеством, которым нужно воспользоваться, является то- 
ждество (5.26), поскольку в нем переменная суммирования вхо- 
дит в оба верхних индекса, причем с разными знаками. 

Однако наша сумма еще не совсем в нужном виде. Если нужно 
полное соответствие формуле (5.26), то верхним пределом сумми- 
рования должно быть т — 1. Нет проблем: при п < К < м- 1] все 


члены суммы равны нулю, так что можно произвести подстанов- 
ку (т.п, а) = (м-—1т —п-—1Т, 1,0) и ответом будет 


5 ( т ) 
т-—п+] 


Это аккуратнее по сравнению с ранее полученной формулой. А 
воспользовавшись правилом (5.7), эту формулу можно превра- 
тить в выведенную ранее: 


т, — п т, 
т—п+1/  тм-п+1\м-п/’ 


Аналогичным образом можно получить интересные результа- 
ты путем подстановки определенных значений в другие извест- 
ные нам тождества. Подставим, например, т = п = 1ид=д0 
в (5.26). Тогла данное тождество принимает вид 


1+1 
У. ик = ( 3 ). 


О<К<1 


Здесь левая часть есть 1 ((1+1)1/2) —(12+2?+...-+12), что дает нам 
еще один „фирменный“ способ решения задачи о сумме квадратов, 
которую мы до смерти замучили в гл. 2. 
Мораль сей басни такова. Специальные случаи самых важных 
„Прибегая к специ- сумм лучше всего сводить к общему виду. Изучив суммы в общем 


ализации, мы ста- виде, имеет смысл рассмотреть их простые специализации. 
раемся выделить 

отдельную часть Задача 5: сумма с тремя сомножителями 

задачи: прибегая А вот другая сумма, с которой неплохо разобраться. Жела- 
к обобщению, мы тельно упростить сумму 

пытаемся объеди- ПА 5 

нить результаты, 

лу р ные При у (;) ( .) К, целое п > 0. 

решении отдель- к 

ных задач“ Переменная суммирования К встречается в обоих нижних индек- 


42 * 
—А. Пойа [240'] сах с одним и тем же знаком, так что тождество (5.23) из табл. 195 
весьма похоже на то, в чем мы нуждаемся. После небольших ма- 
нипуляций, мы должны бы суметь им воспользоваться. 
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Самое существенное различие между (5.23) и тем, чем распо- 
лагаем мы, это наличие дополнительного К в нашей сумме. Но 
это К можно внести в один из биномиальных коэффициентов, 
если воспользоваться одним из правил внесения: 


(4) (9-4, 
>) 


Нас не волнует, что когда исчезает К, то вылезает $, поскольку это 
константа. Теперь пришло время воспользоваться соотношением 
(5.23) и получить сумму в замкнутой форме: 


п) /$—1] п+$—1 
5 › = $ 
КАК] п — | 
к 

Если бы на первом шаге мы предпочли внести К в коэффициент 
(1), анев (5), то тем самым лишились бы возможности восполь- 
зоваться тождеством (5.23) непосредственно, ибо величина п -— | 
могла бы оказаться отрицательной: данное тождество требует на- 
личия неотрицательной величины по крайней мере в одном из 


верхних индексов. 


Задача 6: сумма со многими трудностями 
Следующая сумма выглядит более вызывающе. Требуется вы- 
разить в замкнутой форме сумму 


—— целое п 
2К К К-+1’ ^ 

к>0 
Одним из наглядных показателей степени трудности той или 
иной суммы служит число вхождений в нее переменной сумми- 
рования. Но здесь этот показатель повергает нас в глубокий тра- 
ур — индекс К встречается в шести местах! Более того, решаю- А может, похо- 
щий шаг, который оправдал себя в предыдущей задаче — внесение  роним эту сумму 
чего-нибудь, находящегося за скобками биномиальных коэффи- Шесть раз? 
циентов, в один из них‚,— в данном случае себя не оправдывает. 
сли внести К -+ |, то вместо него все равно явится другое К. И де- 
ло не только в этом: индекс К входит дважды с коэффициентом 2 
в биномиальные коэффициенты. А мультипликативные постоян- 
ные, как правило, удалять труднее, чем адлитивные. 

И тем не менее, на этот раз нам повезло: переменные 2К нахо- 
длятся именно там, где требуется, для того чтобы, воспользовав- 
шись тождеством (5.21), получить 

к кК/к+т К К 

к>0 т к>0 к! 
Две двойки исчезают, а с ними и одно К. Итак, одно К пропало, 
пять — осталось. 


Минуточку, я ду- 
маю, пора делать 
ставки. 
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Из всех оставшихся затруднений наибольшее неудобство при- 
чиняет К-+{ 1 в знаменателе, но теперь эту величину можно внести 


в биномиальный коэффициент ("), используя тождество (5.6): 


п-+К\ /п\ (-1)° _ п+кК\ (и + Т\ (-1)* 
> ( К (ее => ( К в 


К>0 К 
1 п+кК\ /п-1 к 
ях ( К (т) 


(Напомним, что п > 0.) Два К пропало, четыре — осталось. 

Есть два перспективных варианта удаления еще одного К: 
можно воспользоваться симметрией коэффициента ("+^) или же 
обратить верхний индекс п -- К, тем самым удалив К, а заодно и 
множитель (—1)*. Рассмотрим обе возможности, начав с варианта 


с симметрией: 
] и-+К\ /п-+1 
— Тк 
вто (“4 (ет 
] и ЕК\ /п-1 
= ——- —1)к. 
п +1 > ( п (1, 

Три К пропало, три — осталось, и у нас появляется возможность 


добиться большего успеха, подключив к делу (5.24). Заменяя 
(т, п, $) на (п +1, 1 п, п), получаем 


] п + К\ /п-+1 к 1 п] 
—__ ТК = [Тм 0. 
т. ( п ) (11) пи | (“`) о 
Как нуль? И это после такой работы? Давайте-ка проверим это 


прип = 2: (2) (1 - (00)1+(001 =1-$+$=0. В самом 
деле нуль. 








Просто ради интереса испробуем другой возможный вари- 


ант — с обращением верхнего индекса (“1®): 


1 икК\ /п+] 1 —п—1\ /п-+1] 
кн. ( к = =нтх ( к (1) 


А теперь воспользуемся тождеством (5.23) с заменой (1, т, п, $) = 
м1, 10, —п-1}: 


1 у Пип _ 1 0 
п+1 5 К кК+1/  п+1\п/’ 
Подождите-ка! Это нуль при п >> 0, но при п = 0 это единица. 


А ведь при другом подходе к решению данная сумма равнялась 
нулю во всех случаях! В чем же дело? На самом деле искомая 
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сумма оказывается равной 1 при п = 0, так что правильное реше- 
ние ‘[п =0]}’. Мы, должно быть, сделали ошибку в предыдущем 
выводе. 
Теперь быстренько переиграем этот вывод при п = 0 с тем, Попробуйте бинар- 
чтобы понять, где впервые возникает подобное расхождение. Ну НЫЙ поиск: 
да — мы попались в старую ловушку, упоминавшуюся ранее: опро- Вначале пере- 


метчиво воспользовались симметрией, в то время как верхний ин-  ИГРаИте формулу 
ог быть отрицательным! Мы не имели права заменять ("+К) СР, чтобы 
А ню р Р к выяснить, раньше 


на (“+°), когда К пробегает целые числа, поскольку это превра- или позже была 
щает нулевую величину в ненулевую при К < —п. (Простите нас допущена ошибка. 


за это.) 
Другой множитель в данной сумме, (+1), оказывается рав- 
ным нулю при К < —п, кроме п = биК = -1. Вот почему до- 


пущенная нами ошибка не была выявлена при проверке случая 
п. = 2. В упр. 6 объясняется, как следовало поступить. 


Задача 7: новое затруднение 
Эта задача еще труднее: надо вычислить в замкнутой форме 
сумму 


ик 2к\ (—1)* о 

5 ("*») т. целые т, п > 0. 
к>0 
Если бы т было равным 0, то получили бы сумму из задачи, с 
которой только что покончили. Но это не так, и мы оказываемся 
в затруднительном положении — ничего из того, что использова- 
лось в задаче 6, здесь не годится (особенно решающий первый 
шаг.) 

Однако если бы удалось каким-то образом избавиться от 11, 
то можно было бы воспользоваться только что полученным ре- 


зультатом. Так что наш план действий таков: заменить [и 
++ 


суммой членов вида (`).) при некотором целом неотрицатель- 
ном |; тогла общий член суммы будет выглядеть как общий член 
суммы из задачи 6, и можно изменить порядок суммирования. 


Но чем же заменить (+)? Скрупулезный перебор выведен- 
ных ранее в этой главе тождеств выявляет только одну подхо- 
ляшую кандидатуру, а именно равенство (5.26) из табл. 195. При 
этом один из способов воспользоваться им состоит в замене пара- 


метров (1, т, п, 4,К) соответственно на (п +К—1,2Кщт-—1,0,}): 


(к) (ет 

о т, Е 2 К/кК-1 

уу Я ) (т 

= << ик-1 2К т УК К 1 

-> ( ) ) у (= 

2-17, 2к к] КГ. 
К>0 
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На последнем шаге мы изменили порядок суммирования, мани- 
пулируя граничными условиями под знаками ) в соответствии 
с правилами из гл. 2. 

Мы не можем просто так заменить полученную внутреннюю 
сумму на результат решения задачи 6, поскольку в ней имеется 
дополнительное условие К > } - п +1. Но данное дополнительное 
условие не является излишним, только если )} — п +1 > 0, те. 
если ) 2 п. А если } > п, то первый биномиальный коэффициент 
внутренней суммы равен нулю, ибо верхний индекс изменяется 
от 0 до К—Ти, таким образом, строго меньше нижнего индек- 
са 2К. Следовательно, на внешнюю сумму может быть наложено 
дополнительное ограничение } < п, не оказывающее влияния на 
то, какие ненулевые члены в нее включены. Тем самым ограниче- 
ние К 2) —-п-{] становится излишним, и можно воспользоваться 
решением задачи 6. Полученная двойная сумма распадается на 
две суммы: 


Жи) (Е 





]1>20 К>)—п-+1 
К>0 
— у ) Е 
ол т — | мч к КК-]1 
(ды-- (7) 
0<)<п т т 


Внутренняя сумма обращается в нуль при всех }, кроме } = п — 
], так что в качестве ответа мы получаем простое выражение в 
замкнутой форме. 


Задача 8: еще одно затруднение 
Расширим задачу 6 по-другому, рассмотрев сумму 


п-К\ /2кК (—1)* 
Эт = ) т целые т, п > 0. 


Если т = 0, снова получаем сумму, с которой имели дело рань- 
ше, но теперь т, появляется в другом месте. И хотя эта задача 
немного труднее, чем задача 7, мы (к счастью) уже гораздо луч- 
ше освоились с нахождением решений. Начать можно так же, как 
и в задаче 6: 


— п+К\ /п\ (-1)* 
ых (": )(ренкя 


К>0 


Теперь (как и в задаче 7), попробуем разложить ту часть, которая 
зависит от 1, на члены, с которыми мы знаем, как обращаться. 
Когла т, равнялось нулю, мы вносили К+|1 в (1); при т > 0 


можно проделать то же самое, если разложить 1/(К+ 1+1) на 


212 БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 


допускающие такое внесение члены. Удача по-прежнему сопут- 
ствует нам: в задаче 1 было получено подходящее тождество: 


у т \_ т+ 1 целое т, > 0, (5.33) 
— 3) \) т+1—м’ те {0,1,..., т — 1}. 5 


Замена т на —К — 2 дает желаемое разложение 


==> (“ет х (С; 5. 


А теперь, как и планировалось, величину (К-+-1)-' можно внести 


в (1). В сущности, она могла быть внесена и в (19°). Два ва- 
рианта внесения наводят на мысль, что за кулисами могло спря- 
таться даже большее упрощение. Так оно и есть: представление 
всего, что входит в наш новый общий член в виде факториалов и 
возвращение к биномиальным коэффициентам дает выражение, 
которое можно просуммировать по К: 


т! п! ‚(тм -1 
Эш = (щи +Т| 5 ( 41+; Они полагают, что 
т ` )20 п ) мы проверим это 


> у и-Т+ЕЛА /—п-1 на клочке бумаги. 
с К+) +1 К 


— т п! м А 
— (м+т+1 Уи.) (3). 


20 





А согласно (5.24), сумма по всем целым } равна нулю. Следова- 
тельно, —5щ это сумма по } < 0. 

Для вычисления —5 по } < 0 заменим } на —К — 1 и просум- 
мируем по К > 0: 


— т! п! тк (тп -Т\ (-К-1 
5" > ии И 2 С п-К )( п 


к>0 
—_ тп п! тк т-+п-+1Т\ (К-п-1 
— (п+п+1]! 2 К п. 
— т! п! (и) (и 
— (п+п+1! п 
щ! п! ++ /жт-К 
= с 
(пм +1}! д К т 


Наконец, применяем (5.25) и получаем ответ: 


ра Им т) (оп опо пт 
бт ( )) = Стат | 
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Ну и ну — это надо бы проверить! При п. = 2 находим, что 


] 6 6 т(т — 1) 


т = т + |] +2 ‘т 3 = (м + 1) (м + 2)(м-+ 3) ` 


Наш вывод требует, чтобы т было целым, однако полученный 
результат справедлив при вещественных т, поскольку 


(т, + 1)" $ — это многочлен относительно т степени < п. 
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Теперь рассмотрим три технических приема, представля- 
ющих собой существенное развитие методов, изученных ранее. 


На самом деле Прием 1: выполовинивание 
это следова- Многие из наших тождеств включают в себя произвольное ве- 
ло бы Ти щественное число т. Если же т имеет специальный вид типа ‚целое 
„приемом 1/2° минус половина“ то биномиальный коэффициент (;) может быть 
записан в виде совершенно непохожего произведения биномиаль- 
ных коэффициентов. Это приводит к новому семейству тождеств, 
с которыми можно обращаться с поразительной легкостью. 
Один из способов понять, как это делается — начать с форму- 
лы удвоения: 


тк (т- 1)к = (2*)2*/2*%, — целое К > 0. (5.34) 


Это соотношение становится очевидным, если разложить убыва- 
ющие степени и расположить в левой части множители в череду- 
ющемся порядке: 


тт 1)(%-Пы-3)...-К+ПО-К+3) 
(2т)(2т—Т)... (2т- +1) 
2.2....-2 | 


Теперь можно разделить обе части на К!?, получая 


ы) ( ` ”) ^ () ( / 2", целое к (5.35) 


Если положить К =т = п, где п — целое, то это дает 


(" — Г) = (=) / 27", целое п. (5.36) 


А обращение верхнего индекса доставляет еще одну полезную 
формулу: 


(СУ). мк 
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Так, при п = 4 получаем ... ПОлОВИНИм... 


—1/2\ _ (-1/2)(-3/2)(-5/2)(-7/2) 
4 4, 


— (т 1.3:5:7 
\ 2] 1.2.3.4 


—1\* 1.3.5.7.2-4-6.8 _ (-Т1\“ [8 
4 1.2.3.4.1.2.3.4 \4 4] ` 
Обратите внимание, как мы заменили произведение нечетных чи- 
сел на факториал. 
Тождество (5.35) приводит к занятному следствию. Положим 
1 


т = 5п и возьмем сумму по всем целым К. Тогда, согласно (5.23), 


получим следующий результат: 


п \\ (2К\ к _ п/2\ /(п-1)/2 

>) (к) 

к к 

(" — 1/2 
[п/2] 

поскольку либо п/2, либо (п—1)/2 равно [п/2]| — целому неотри- 

цательному числу! 


Можно также воспользоваться сверткой Вандермонда (5.27) и 
получить формулу 


РР -)-ни. жить 


К 


| целое п 20, (5.38) 


Подстановка значений из (5.37) дает 
—1/2\ /—1/2 —1\* /2к\ /И-Т\“* (2(п— К) 
(к )-9 (=) (&) (5) (1-е) 
— (-1)^ (2к\ (2. —2к 
Ая (к) (п-ь). 


что в сумме равно (—1)". Следовательно, установлено замеча- 
тельно свойство „средних“ элементов треугольника Паскаля: 


2К\ (2 —2К 
= 4" > 0. 
2 (%)("ь) 4", целое п >20 (5.39) 





Например, (0) (3) + (1) (5) + (5) (1) + (3) (5) = 1.20+2-.6+6.2+20-1 = 
64 = 43. 

Эти иллюстрации к нашему первому приему показывают, что 
имеет смысл попробовать заменить биномиальные коэффициен- 
ты вида (*^) на биномиальные коэффициенты вида (“и "), где 
п — некоторое подходящее целое число (обычно 0, 1 или К): полу- 
чающаяся формула может оказаться гораздо проше. 
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Прием 2: разности высших порядков 
Ранее мы убедились в том, что частичные суммы ряда с об- 


щим членом (") (—1)^ вычислить можно, а ряда с общим членом 


(*) — нельзя. Оказывается, что существует много важных прило- 


жений биномиальных коэффициентов с чередованием знаков — 
коэффициентов (1) (—1)к. Одна из причин этого заключается в 
том, что подобные коэффициенты тесно связаны с разностным 
оператором Д, определенным в разд. 2.6. 


Разность А{ функции { в точке х есть 

АЁ(х) = Ех +1) — {(х); 
если же применить оператор А еще раз, то получим вторую раз- 
ность: 

Д?+(х) = Ах +1) - АКх) 


(+2) -1(х +1) - (1х+1П-(х)) 
= (х+2)-2+0 +4), 


которая подобна второй производной. Действуя аналогичным 
образом, получим 


ДЗ +(х) = {(х-+ 3) — 3+(х + 2) + 3+(х + 1) — +(х), 
д Е(х) = (х+4) —441(х+3) + 6 (х+2) -4(х ++), 


ит. д. В эти формулы биномиальные коэффициенты входят с че- 
релующимися знаками. 
В общем случае п-я разность есть 


А"Е(х) = у (;) (-1)"®(х + К), целое п > 0. (5.40) 
к 


Данная формула легко доказывается по индукции, однако имеет- 
ся красивый способ ее прямого доказательства с использованием 
элементарной теории операторов. Вспомним, что в разд. 2.6 опе- 
ратор сдвига Е определялся по правилу 


ЕР(х) = {(х-+1); 


следовательно, оператор ДА есть Е— 1, где | — тождественный опе- 
ратор, определяемый по правилу 11(х) = Т(х). По биномиальной 
теореме 


д" = (Е 1)" = У (Ест. 


К 


Это равенство, элементами которого являются операторы, экви- 
валентно (5.40), поскольку Е^ — это оператор, который переводит 
(х) в (х-+К). 

Интересный и важный случай возникает при рассмотрении от- 
рицательных убывающих степеней. Пусть {(х) = (х— 1)=' = 1/х. 
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Тогда по правилу (2.45) имеем АЁ(х) = (—1)(х — 1)=2, АД Ех) = 
(—1)(-2)(х — 1)=3, а в общем случае 





А" (5 — =) = (Пк ПЕР = (1% 


Итак, равенство (5.40) указывает, что 


п (-1)* _ п! 
2 (|; х+к  х(х+т... (х+ п) 


_1 
=х ("=") ‚ х@{0,-1Т...., м}. (5.41) 


п 





Например, 
] 4 6 4 ] 


х ХЕХ ХЗ хд 


_ 41 =1/х(* 5) 
— х(х-+т(х+ 2)(х + 3)(х +4) — 4 }]` 


Сумма в (5.41) представляет собой разложение п!/(х(х + 1)... 


(х+п)) на элементарные дроби. 

Важные результаты могут быть также получены из рассмо- 
трения положительных убывающих степеней. Если {(х) — неко- 
торый многочлен степени 4, то разность Ах) —это некоторый 
многочлен степени 4— 1; следовательно, величина Д“ {(х) — это 
константа, и Д" {(х) = 0 при п > 4. Этот исключительно важный 
факт упрощает многие формулы. 

Более детальное рассмотрение дает дополнительную инфор- 
мацию. Пусть 





(х) = ааха + аа_1х“— | +... + алх. + аох0 

— некоторый многочлен степени 4. В гл. 6 мы увидим, что обыч- 
ные степени могут быть выражены в виде сумм убывающих сте- 
пеней (скажем, х? = х2 + х/1); следовательно, существуют коэф- 
фициенты Ба, Ба_1,..., бт, бо, такие, что 


#(х) = Зах + Бах"... + Вх + Ъохо. 


(Оказывается, что Ба = аа и Бо = ао, но находящиеся между 
ними коэффициенты связаны более сложным образом.) Пусть 
ск = К! Бк при 0 < К < 4. Тогла 


Хх, Хх, Хх, Хх, 
Е(х) = (*) + Са-1 (9 С! (1) +6 (6); 


таким образом, любой многочлен может быть представлен в виде 
суммы величин, кратных биномиальным коэффициентам. Подоб- 
ное разложение называется рядом Нъютона для {1(х) в силу того, 
что оно широко использовалось Исааком Ньютоном. 
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Ранее в этой главе мы отмечали, что из формулы сложения 
вытекает формула 


«((5)) - (7) 


Поэтому п-я разность ряда Ньютона очень просто определяется 
по индукции: 


п — х х ... Хх х 
А”Е(х) ва (“и -Са-1 [а и) С! ( ха (>) 


Если теперь подставить х = 0, то все члены ск (к) в правой 
части обращаются в нуль, за исключением члена с К п = 0; 
следовательно, 


А" +(0) = |= если п < 4, 


О, еслип > 4. 


Поэтому рядом Ньютона для {(х) является 


{(х) = 4440) (*) + 44-1 чо)” у +.-.+410) () + 4о)(5) | 


Например, предположим, что {(х) = хЗ. Легко вычислить, что 


(0) =0, #(1) =1, #(2) = 8, #(3) = 27; 
41(0) =1 ДТ) =7, —4{2) = 19; 
42 1(0) =6, ДЕТ) =12; 
43 1(0) = 6. 


Таким образом, в этом случае ряд Ньютона имеет вид х? = 6(3) — 
6(5) +1(1) +0(%). 

Используя (5.40) сх = 0, можно переписать формулу А" 1(0) = 
с. следующим образом: 


2 (+=) ==) ==) о, 


целое п > 0. 


Здесь (со, С1,С2,...) — произвольная последовательность коэффи- 
циентов, однако бесконечная сумма со(‹) + с! (*) + с2 (<) +... на 
самом деле является конечной при любом К > 0, так что вопрос 
о сходимости не стоит. В частности, можно получить важное то- 
ждество 


п 
> (;) (—-1) (ао + ак +. -- + ак") = (-1)" п! ав, 

к целое п >20, (5.42) 
ибо многочлен ао +а!К +... +а„ К" всегда может быть записан в 


виде ряда Ньютона со (<) + с1 (5) +. с () с са = т! ад. 
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Многие суммы, которые на первый взгляд кажутся безнадеж- 
ными, в действительности могут быть просуммированы почти 
тривиальным образом, если воспользоваться понятием п-х раз- 
ностей. Например, рассмотрим соотношение 


нтк, жжно ыы 


К 


Оно выглядит весьма необычно, поскольку совершенно отлично 
от всего того, с чем мы встречались до сих пор. Но на самом деле 
понять его просто, как только мы обратим внимание на проясня- 


ющий дело множитель (1) (—1)^ в общем члене, ибо функция 


(К) = (1 зе +... = (-175" () +... 


п п! 


представляет собой многочлен степени п относительно К со стар- 
шим коэффициентом (—1)"5"/п/. Таким образом, (5.43) — это не 
более чем одно из применений соотношения (5.42). 

Ряд Ньютона обсуждался в предположении, что Т(х) — много- 
член. Но, как мы видели, бесконечный ряд Ньютона 


(х) (5) + с! (;) +2 (5) +... 


также имеет смысл, поскольку подобные суммы всегла конеч- 
ны, если х — целое неотрицательное число. Наш вывод формулы 
А" {(0) = с„ проходит для бесконечной суммы точно так же, как 
и для конечной, так что общее соотношение таково: 


#(х) = (>) +49) (1) + 42+(0) (.) + 4310) (5) +..., 


целое х > 0. (5.44) 


Эта формула справедлива для любой функции {(х), которая опре- 
делена при целых неотрицательных х. Более того, если правая 
часть этого соотношения сходится при других значениях х, то 
она определяет некоторую функцию, которая ‚приближает“ {(х) в 
некотором естественном смысле. (Существует бесконечное число 
способов приближения значений функции, так что нельзя утвер- 
ждать, что соотношение (5.44) справедливо при всех значениях 
х, которые делают бесконечный ряд сходящимся. Так, если поло- 
жить {(х) = яп(лпх), то {(х) = 0 во всех целых точках, поэтому 
правая часть (5.44) тождественно равна нулю; однако левая часть 
отлична от нуля при всех нецелых х.) 

Ряд Ньютона является конечно-разностным аналогом ряда 
Тейлора из исчисления бесконечно малых. Точно так же, как ряд 
Тейлора может быть записан в виде 


9(@) о 


д’(а) 1 д" (а) 2 д" (а) 3 
О! х 


М +., 


т 2 3 


9(а+х) = 
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(Поскольку так и ряд Ньютона для 1(х) = 9(а-+х) может быть записан в виде 
Е=1+А, 

ху, (®) ДК. а До(а ДА? д(а 
и Е\9(а) = 0! 1! 21 


9(а+х).) (Это то же самое, что и (5.44), ибо Д"1(0) = А" д(а) при любом 
п 2 0, если {(х) = 9(а +х).) Как ряд Тейлора, так и ряд Ньюто- 
на являются конечными, если д — многочлен или жех = 0; кроме 
того, ряд Ньютона конечен, если х — целое положительное число. 
В остальных случаях эти суммы могут сходиться или расходить- 
ся при определенных значениях х. Если ряд Ньютона сходится, 
когда х не является целым неотрицательным числом, то он может 
в действительности сходиться к величине, отличной от 9(а-+х), 
потому что ряд Ньютона (5.45) зависит только от дискретных 
значений функции 0(а), 9(а +1), 9(а-+2), .... 

Один из примеров сходящегося ряда Ньютона доставляет би- 
номиальная теорема. Пусть 9(х) = (1+2)*, где 2— фиксиро- 
ванное комплексное число, такое, что |2] < 1. Тогда ДАд(х) = 
(1+2)*+1 — (1+2)* = 2(1+2)*, следовательно, ДА" д(х) = 2"(1+2)*. 
В ланном случае бесконечный ряд Ньютона 


(а) = У 4^о(а) (*) = п+2° (= 


Сс 


сходится к „нужной“ величине (1 + 2)“** при любом х. 

Джеймс Стирлинг пытался использовать ряд Ньютона для 
распространения факториальной функции на нецелые числа. 
Сначала он нашел коэффициенты $и, такие, что 


н-5(*) - =) +=() +5) + в 


„Постольку, по- 


скольку ЭТИ ЧЛе- является тождеством при х = 0, х = 1х = 2 итд. Однако 
ны возрастают он обнаружил, что полученный ряд не сходится, за исключением 
очень быстро, их случаев, когда х является целым неотрицательным числом. Тогда 
разности будут он предпринял новую попытку, записав на этот раз 

образовывать 

расходящуюся х х х х 

прогрессию, что шх! = у “и ) = 50| 0 - $1 ] - $2 2 +... (5.47) 
препятствует п, 


приближению ор- 
динаты параболы, 
ПОЭТОМУ В ЭТОМ 
—_ п 
- и подобных ему 5 =Д (1х!) | о 


случаях я интерпо- — дт-1 (2х + 1)) | 


Поскольку А(шх!) = ш(х+1)! —Шшх! = 1(х-+Т), то согласно (5.40) 


лирую логарифмы х=0 
данных членов, п—1 
разности которых — у ( (НТК ШТ). 
составляют быстро к К 
сходящийся ряд: 
— Дж. Стирлинг Итак, искомые коэффициенты суть $0 = $1 = 0, $2 = ш2, $3 = 


[286  ш3—2щ2 = ша, 54 = 14 —ЗШ3-+3щ2 = ш 52 ит.д. На этом 
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пути Стирлинг получил ряд, который действительно сходится 
(хотя он и не доказал этого); на самом деле найденный им ряд (До девятнадцато- 
сходится для всех х > —1. Тем самым он оказался в состоянии ГО века доказывать 


благополучно вычислить 71. Окончание этой истории — в упр. 88.  СХодимость не 
было принято.) 


Прием 3: обращение 
Частный случай только что выведенного правила (5.45) для 
ряда Ньютона может быть переписан следующим образом: 


о = (119 + Ки) = > (*)-1обо. (548 


К К 


Это соотношение двойственности между Ти д называется фор- 
мулой обращения — она весьма похожа на формулы обращения 
Мёбиуса (4.56) и (4.61), с которыми мы сталкивались в гл. 4. 
Формулы обращения позволяют разрешать „неявные рекуррент- Обратите: 
ности, в которых подлежащая определению последовательность ‘упр рро.. 


упрятана в сумму. (А потом загляни- 
„Так, известной могла бы оказаться функция 9(п), а неизвест- тевс ловарь 
ной — функция {(п), и можно было бы умудриться показать, что — Ред.) 


п) => \(1)(-П“ЕК). Тогла формула (5.48) позволяет выра- 
зить 1(п.) в виде суммы известных величин. 

Формулу (5.48) можно доказать непосредственно, с помощью 

основных методов из начала тоя главы. Если при любом п >20 


справедливо 9(п) = )_„ (1) (-1)° КК), то 


х (ие > & 5" (беты 
сыт") 
ких (о) 


их (“р )) 


=" 
) 

=) (")*-3=0] = и). 
) 


Доказательство в другую сторону, разумеется, такое же, посколь- 
ку связь между Ти д симметрична. 

Проиллюстрируем формулу (5.48), применив ее к „задаче о по- 
беде футбольной команды: Группа из п фанатов выигрывающей 
футбольной команды на радостях бросает свои шляпы в воздух. 
Шляпы возвращаются в случайном порядке — по одной к каждо- 
му из п болельщиков. Сколько возможностей И(п,К) того, что 
ровно К болельщиков получат назад свои собственные шляпы? 

Так, если п = 4 и если шляпы и болельщики обозначены бу- 
квами А, В, С, О, то 4! = 24 возможных варианта приземления 
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шляп дают следующие количества их законных владельцев: 


АВСО 4 ВАСО 2 САВО 1 РАВС 0 
АВОС 2 ВАРС 0 САРОВ 0 РАСВ 1 
АСВО 2 ВСАР 1 СВАО 2 ОВАС 1 
АСОВ 1 ВСОА 0 СВРА 1 ОВСА 2 
АОВС 1 ВРАС 0 СОАВ 0 ОСАВ 0 
АОСВ 2 ВОСА 1 СОВА 0 ОСВА 0 


Следовательно, И(4,4) =1, 1Н(4,3) =0, 1(4,2) =6, 1(4,1) = 8, 
и(4,0) =9. 

Определить Н(п,К) можно, заметив, что это число способов 
выбора К счастливых обладателей шляп, а именно (") ‚ помножен- 
ное на число способов упорядочения оставшихся п — К шляп так, 
что ни одна из них не попадает к законному владельцу, а имен- 
но на И (п — К,0). Перестановка называется беспорядком, если в 
ней переставлен каждый предмет, а само число беспорядков из 
п предметов иногда обозначается символом ‘пр’, произносимым 
как „п субфакториал“ Таким образом, Н(п — К,0) = (п —- Юра 
общая формула выглядит так: 


нп, к) = (;) и(п-—к,0) = (>. (п—К):. 


(Стандартного обозначения для субфакториала не существует, и 
не ясно, насколько удачно наше; тем не менее, пока попробуем 
использовать его — там будет видно, понравится ли оно нам. Нсли 
‘пр нас не устроит, то всегла можно прибегнуть к 'О„’ или чему- 
нибуль в этом роде.) 

Задача оказалась бы решенной, если бы у нас было выраже- 
ние в замкнутой форме для пу, так что посмотрим, как его можно 
найти. Поскольку сумма И(п, К) по всем К — это общее число пе- 
рестановок из п шляп, то можно легко получить рекуррентность: 


п! = У нп, к) = У. (|) (м— К); 
к к 
= У (;) К, целое п > 0. 
к 


(На последнем шаге К заменяется на п —К, а (."“,)—на (').) 
С помощью этой неявной рекуррентности можно вычислить все 
(п, К), какие пожелаем: 


п| №(п,0) пп) К(,2) 


(5.49) 


К(п,3) №(п,4) Н(п,5) Н(п,6) 





0 1 

1 0 1 

2 1 0 1 

3 2 3 0 1 

4 9 8 6 0 1 

5 44 45 20 10 0 1 

6 265 264 135 40 15 0 1 
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Вот, например, как можно вычислить строку для п = 4. Два 

крайних справа элемента очевидны — имеется только один вари- 

ант того, что все шляпы попадут к своим владельцам, и ни од- 

ного варианта того, что только три болельщика получат назад 

свои собственные шляпы. (Чью шляпу поймал бы тогда четвер- 

тый болельщик?) Если К =2иК = 1, то можно воспользоваться 

нашим уравнением для В(п,К) и получить (4,2) = (5) (2,0) = 

6.1 = б, и 1(4,1) = (1) №3, 0) = 4.2 = 8. Этим уравнением 

нельзя воспользоваться для вычисления (4,0) — вернее, мож- 

но, но тогда получим |(4,0) = (°)Н(4,0), что правильно, но бес- 

полезно. Перестроивитись, можно воспользоваться соотношением Искусство мате- 

(4,0) +8+6-0+1 = 4! с выяснением того, что И(4,0) =9— это  матики, как и 

и есть значение 4;. Аналогичным образом п} зависит от других ЖИЗНИ, СОСТОИТ В 

значений К; при К < п. том, чтобы узнать, 
Но как разрешить рекуррентность типа (5.49)? Ну, это просто: р ИСТИНЫ 

она имеет вид (5.48) с д(п) = п! и {(К) = (—1)*К. Следовательно, есполезны. 

ее решением является 


ту = (-0" >. (|; (ЕКУЕК!. 


к 


Однако это, на самом деле, еще не решение, а сумма, которую 
следует выразить в замкнутой форме, если это возможно. Тем 
не менее, это все же лучше, чем рекуррентность. Данную сумму 
можно упростить, поскольку К! сокращается с К!, спрятанным в 
(*), так что попробуем это сделать: 


ш= т (урл =м (1% (5-50) 
| пк) | м 5:5 
О<К<и О<К< и, 


КЛеТ — 
Оставшаяся часть суммы быстро сходится кчислу > к>о (-1)“/К! = 
е-'. Действительно, остальные члены в сумме дают 





__ ТК __1\п-+1 | 
му - = - т 
К>п к>о 
_ (я) 
п-+1 п+2 (п+2)(м-+3) 
где заключенная в скобки величина лежит межлу Ти | — = = 
ПТ Следовательно, абсолютная величина разности п] и п! /е рав- 


п-+2° 
на приблизительно |/п — точнее, она лежит между 1/(п-+Т) и 


1/(п + 2). Но п} — целое число, поэтому оно должно быть равно 
числу, которое мы получаем при округлении п! /е до ближайшего 
целого при п > 0. Итак, получено искомое решение в замкнутой 


форме: 


п = [+5 + п=0]. (5.51) 


Бейсбольные бо- 
лельщики: .367 — 
это также коэф- 
фициент бэттера 
Тая Кобба за всю 
его спортивную 
карьеру — никем не 
превзойденный ре- 
корд. Неужели это 
просто совпадение? 


(Подождите-ка, 
вы что-то пута- 
ете. Коэффици- 
ент Кобба был 
4191/11429 = 
.366699, тогда как 
1/е = .367879. 
Вот если бы Уэйд 
Боггс провел 
несколько по- 
настоящему удач- 
ных сезонов. .. } 


Но инверсия — это 
источник смога. 
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Это число вариантов того, что ни один из болельщиков не 
получит назад свою собственную шляпу. При большом п более 
существенно знать вероятность, с которой это происходит. Если 
предположить, что каждый из п! исходов равновероятен — ибо все 
шляпы взлетели очень высоко, — то данная вероятность равна 


т _ п!/е + 0(1) 


1 
г — = .36/.... 
п! п! е 


Так что когда число п становится большим, вероятность того, что 
все шляпы будут перепутаны, составляет почти 37%. 

Между прочим, рекуррентность (5.49) для субфакториалов 
точно такая же, как и (5.46) — первая рекуррентность, рассмо- 
тренная Стирлингом, когда он пытался обобщить факториаль- 
ную функцию. Следовательно, 5к = Ку. А эти коэффициенты на- 
столько велики, что неудивительно, что бесконечный ряд (5.46) 
расходится при нецелом х. 

Прежде чем покончить с этой задачей, рассмотрим вкратце 
две интересные закономерности, которые так и смотрят на нас 
из таблицы начальных значений Н(п,К). Во-первых, судя по все- 
му, числа 1, 3, 6, 10, 15,..., расположенные под диагональю из 
нулей, являются треугольными числами. Это наблюдение лег- 
ко проверяется, поскольку данные элементы таблицы суть числа 
(пп -—2), а 


Н(пп—2) = [^ 2) _ (1). 


Кроме того, похоже, что числа в первых двух колонках от- 
личаются друг от друга на +1. Всегда ли это справедливо? Да, 
поскольку 


А (п, 0) — В (м,1) =м-п(п-Т)} 
>. =) _ (мат) 
К! 


- (^ 
О<К<и 


5 = 


= п! 
п! 





Другими словами, п; = п(п — 1); + (-1)". Это гораздо более про- 
стая рекуррентность для числа беспорядков, чем та, с которой 
мы имели дело раньше. 

Теперь применим инверсию к чему-нибуль еще. Если приме- 
нить инверсию к формуле 


п (-1)* _ 1/х+п = 
(к п ) 
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которая была выведена нами в (5.41), то выяснится, что 


хе (ь 


к>0 
Это интересно, но в действительности не ново: если обратить 
верхний индекс в (^^), то мы просто-напросто снова получим 


тождество (5.33). 





х+п 
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Вот мы и добрались до самого важного — понятия произ- 
водящей функиии. Представляющую для нас интерес бесконеч- 
ную последовательность (а, а1, а›,...) удобно выразить в виде 
степенного ряда относительно вспомогательной переменной 2, 


-2 ак2^ 


Использование буквы 2 для обозначения вспомогательной пере- 
менной объясняется тем, что зачастую под 2 подразумевается 
комплексное число. Теория комплексного переменного традици- 
онно использует ‘2’ в своих формулах, а степенные ряды (извест- 
ные также как аналитические или голоморфные функции) зани- 
мают в этой теории одно из центральных мест. 

В последующих главах мы будем постоянно сталкиваться с 
производящими функциями; в частности, им будет полностью по- 
священа гл. 7. А пока наша цель состоит всего лишь в том, чтобы 
ввести основные понятия и продемонстрировать уместность ис- 
пользования производящих функций при изучении биномиаль- 
ных коэффициентов. 

Главное достоинство производящей функции заключается в 
том, что одной ею можно представить всю бесконечную последо- 
вательность. Зачастую при решении тех или иных залач можно 
сначала обратиться к производящим функциям, а затем изрядно 
с ними повозившись и выудив массу информации, вновь вернуть- 
ся к их коэффициентам. При известной доле везения мы узнаем 
о функции достаточно, для того чтобы выяснить все, что нам 
требуется знать о ее коэффициентах. 

Если А(2) — некоторый степенной ряд > к>о ак2^, то нам будет 
удобно записать его в виде 


А(2) = ао + а12 + а›27 (5.52) 


[2] А(2} = ав; (5.53) 
другими словами, [2\] А(2) означает коэффициент при 7" в раз- 
ложении А(2). 

Пусть А(2) — производящая функция для последовательности 
(ао, ат, а2,...) какв (5.52), и пусть В(2) — производящая функция 


„Производящая 
функция является 
устройством, отча- 
сти напоминающим 
мешок. Вместо 
того чтобы нести 
отдельно много 
предметов, что 
могло бы оказаться 
затруднительным, 
мы собираем их 
вместе, и тогда нам 
нужно нести лишь 
один предмет — 


мешок“ 
— Д. Пойа, 
[242, с. 123] 
(Добавл. перев.) 


(В [155] рассматри- 
вается история и 
обсуждается поль- 
за этого понятия.) 


(5.27)! = 
(5.27) (4-27) 
(3.27)(2.27) 
(1.27)(0.27)!. 
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для другой последовательности (Ъ%,61,62,...}. Тогда произведе- 
нием А(2)В(2) является степенной ряд 


(ао  а12 + а227 +...) (60+ 512 5227 +...) 
— аобо + (аоЪ1 + а15о)2 + (аоб> + а1Ъ1 + а260)27 + ... 


с коэффициентами при 2" 
м, 


аоби + атби-1 +: : + а.о = У акби-к. 
к=0 
Следовательно, если нужно вычислить сумму, которая имеет об- 
щий вил 


п 
Си = у акб к, (5.54) 
К=0 


и если известны производящие функции А(2) и В(2), то 
сп = [7"]1 А(2)В (2). 


Последовательность (с„), определенная по правилу (5.54), на- 
зывается сверткой последовательностей (а„) и (5) — две по- 
следовательности „свертываются“ образуя суммы произведений 
всех тех элементов последовательностей, нижние индексы кото- 
рых при сложении дают некоторую определенную величину. Суть 
предыдущего абзаца состоит в том, что свертка последовательно- 
стей соответствует умножению их производящих функций. 

Производящие функции обеспечивают нас действенными сред- 
ствами обнаружения и/или подтверждения тождеств. Так, бино- 
миальная теорема указывает на то, что (1 + 2)` — это производя- 


щая функция для последовательности ((,), (т), (5),...): 


ина" => (8 
К>0 
Аналогично, 


(1+2) = У (+). 
к>0 


Если перемножить эти производящие функции, то получим дру- 
гую производящую функцию: 


(1+ 2)" (1+2) = (1+2)"*$. 


А теперь наступает кульминационный момент: приравнивание ко- 
эффициентов при 2" в обеих частях этого равенства дает 


2 (5) (.-,) = (1). 


и мы переоткрыли правило свертки Вандермонда (5.27)! 
'Так просто и славно — давайте попробуем еще. На этот раз вос- 
пользуемся выражением (1—2)', которое для последовательности 
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((—1)" (т) ) =((),-(),(),...) является производящей функци- 
ей. Умножение на (1 +2)" дает другую производящую функцию, 
коэффициенты которой нам известны: 


(1— 2)"(1+2)" = (1-27)". 


Приравнивание коэффициентов при 2" приводит теперь к равен- 
ству 


у (;) ( " ,) (—1)° = (—1)"/2 (2) [п четное]. (5.55) 


К=0 


Не мешало бы проверить это на одном-двух простых случаях. 
Так, при п = 3 получаем 


(90-00-00-00- 


Каждый положительный член сокращается с соответствующим 
отрицательным членом. То же самое происходит всякий раз, ко- 
гда п — нечетное число; в таком случае данная сумма не предста- 
вляет особого интереса. Однако, когда п. — четное, скажем п. = 2, 
получаем нетривиальную сумму, отличную от свертки Вандер- 
монда: 


90-00-00-0-=-- 


Таким образом, при п = 2 равенство (5.55) подтверждается как 
нельзя лучше. Оказывается, что (5.30) — это частный случай но- 
вого тождества (5.55). 

Биномиальные коэффициенты появляются также и в некото- 
рых других производящих функциях — особенно примечательны 
следующие важные соотношения, в которых нижний индекс оста- 
ется фиксированным, а верхний — изменяется: 


1 п ЕК 
у = у т )= целое п > 0, (5.56) Если у вас есть 
(1—2)"+ п маркер, то эти два 


равенства заслужи- 


РАМ К к б 
— л 50. вают того, чтобы 
(1 — 2) "+1 > (=) целое п > 0 (5.57) их выделили. 


к>20 

Здесь второе соотношение — это всего лишь первое, умноженное 
на 2", т.е. „слвинутое вправо" на п. А первое соотношение — это 
всего слегка замаскированный частный случай биномиальной те- 
оремы: если в соответствии с (5.13) разложить (1 —2)-"-', то ко- 


эффициентом при 2^ является (—"_ ') (—1)*, который может быть 
К-+и 


переписан в виде (“*") или в виде ("+") после обращения верх- 
него индекса. Эти частные случаи заслуживают явного упомина- 
ния, поскольку они довольно часто возникают в приложениях. 
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... Несчастного При п = 0 получаем частный случай этого частного случая — 
случая. .. геометрический ряд 
1 2.3 к 
т =1+2+2 +... = > 72°. 
2 к>0 


Это производящая функция для последовательности (1,1,1,...), 
и она особенно полезна потому, что свертка любой другой после- 
довательности с данной представляет собой последовательность 
сумм: если Бх = 1 при любом К, то (5.54) сводится к 


п 
Сп — > к . 
К=0 


Поэтому, если А(2) — производящая функция для членов суммы 
(ао, ат, а2,...), то А(2)/(1 — 2} — производящая функция для их 
сумм (со, с1,с2,...). 

Задачу о беспорядках, связанную с футбольными болельши- 
ками и их шляпами, которую мы решили путем обращения, мож- 
но решить с помощью производящих функций еще одним инте- 
ресным способом. Основная в этой задаче рекуррентность 


м =) (1-ю 


К 


может быть представлена в виде свертки, если выразить [9 через 
факториалы и разделить обе части на п'!: 


Производящая функция для последовательности (5, Пг...) 
есть е”; следовательно, если положить 


то данная свертка/рекуррентность указывает на то, что 


—— = ей 0{2). 
1-2 


Разрешая это относительно 0(2), получаем 
] ] 1 ] 
0(2) = ——е* = | 20-е... |. 
2 1—2\0! 


Приравнивание коэффициентов при 2" показывает теперь, что 


п; п (—1) 
= К’ 


К=0 
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а это является той самой формулой, которая была выведена ранее 
путем обращения. 

Ло сих пор наши упражнения с произволящими функциями 
приводили к тонким доказательствам того, что мы и так уме- 
ли получать более грубыми методами — мы не получили никаких 
новых результатов, за исключением (5.55). Теперь мы намерены 
установить нечто новое и даже удивительное. Существуют два 
семейства степенных рядов, которые порождают особенно обшир- 
ный класс тождеств с биномиальными коэффициентами. Опреде- 
лим обобщенный биномиальный ряд 3,(2) и обобщенный экс- 
поненциальный ряд ©.(2) слелующим образом: 


К 


к 

7 —_1 2 

Ви (2) = } (ют, 22) = } КО". (5.58) 
К>0о к>0 

Мы покажем в разд. 7.5, что данные функции удовлетворяют со- 

отношениям 


В, (2) *— В, (2) =, &: (2) "1 &, (2) =2. (5.59) 
В частном случае + = 0 имеем 
3Во(2) = 1+2, бо(2) = е*; 


это объясняет, почему ряды с произвольным параметром {+ назы- 
ваются „обобщенными“ биномиальным и экспоненциальным ря- 
дами. 
Следующие пары соотношений справедливы при любом веще- 
ственном т: Обобщенный би- 
номиальный ряд 


{К + т т к открыл в 1750 Г. 
В+: (2)' = у к ) ег”, Дж. Х. Ламберт 
к>0 [178, 838], кото- 
(к т)к-1 рый несколькими 
&,(2)° = У т; (5.60) годами позже 
к>0 заметил [179], 
‚ . что его степени 
__ 82) — У | » удовлетворяют 
первому тождеству 
В (5.60). В упр. 84 
(+К ра, „к объясняется, как 
ми (5.61) из (5.61) получить 
к 


1-26, (2) нЕ. 
(5.60). 


(Если 1К {+ т = 0, то нужно проявить некоторую осторожность 
относительно того, как интерпретировать коэффициент при 
2 — кажлый такой коэффициент является многочленом относи- 
тельно т. К примеру, постоянным членом ряда &.(2)' является 
т(0+т)-', а это равно 1 даже при т = 0.) 

Поскольку уравнения (5.бо) и (5.61) справедливы при любом т, 
то можно получить весьма общие соотношения, если перемно- 
жить ряды, которые соответствуют различным степеням т и $. 
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Таблица 229 Общие соотношения свертки, справедливые при 
целом п > 0. 














{К -+т\ /4м —4К-$ т {и т-+ $ 
у = (5.62) 
> К п —К {К т п 
у {К-т {и — {К -$ т , $ 
С К п —К {К-т м — +5 
фи т $ т-$ 
= —, .6 
т ее (5.63) 
м К п—К т —_ п 
У (к) вк+т (м — + $) уе = (ит $)". (5.64) 
ц \—К т $ 
4К к (+ — 1К . 
> (+) т) (м +5) {К+т м-—1К+$ 
г $ 
= (+4 . .6 
(ит $) о (5.65) 





К-т) т г И+$\ 
К + г” 7 
26 \ ) 
{К + т т {(м— К) + $ 
К ущк-т п-_К 
Этот степенной ряд должен быть равен 


В, (2)"*° — у {ит $ уп 
1—1 48, (2) _ п 


п>0 


следовательно, можно приравнять коэффициенты при 2" и полу- 
чить тождество 


у {К +т\ (п - К) + $ т (мт $ слое п 
К п-—К кт — п ‚5 | 


К 





справедливое при любых вещественных т, $ и +. При + = 0 это то- 
ждество сводится к свертке Вандермонда. (Если же в этой фор- 
муле {К + т случайно обращается в нуль, то множитель {К + тв 
знаменателе следует рассматривать как сокращающийся с {К-т в 
числителе биномиального коэффициента. Обе части данного со- 
отношения являются многочленами относительно т, $, и +.) Ана- 
логичные соотношения имеют место при умножении В,(2)` на 
3. (2) ит. д.— их сводка представлена в табл. 229. 
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Мы уже научены тому, что вообще-то неплохо рассмотреть 
частные случаи общих результатов. Например, что случится, если 
положить { = 1? Обобщенный биномиальный ряд 3В1(2) весьма 
прост — это всего лишь 


31(2) = У = = 


1-2’ 
>20 





так что В1(2) ничего не добавляет к тому, что нам уже известно 
из свертки Вандермонда. Но &1(2)} —это важная функция 


&(2) = У к+ 1)к- г. 


ря К! 
3, 8: 125 
= 1+2 52 + 32 т 742 -..., (5.66) 


которая еще не встречалась, — она удовлетворяет основному соот- 
ношению 


& (2) 222]. (5.67) 


=е 
Эта функция, впервые изученная Эйлером [381] и Эйзенштей- 
ном [362], возникает во многих приложениях [401, 229]. 

Частные случаи {1 = 2 и { = —1 обобщенного биномиального 
ряда представляют особенный интерес, поскольку их коэффици- 
енты то и дело встречаются в задачах, имеющих рекурсивную 
структуру. Поэтому имеет смысл воспроизвести эти ряды непо- 
средственно — для последующих ссылок на них: 











-- 
+Т\ 2 1—4 
-> ( к у (5.68) 
— к 
О 
К 
2к—1\ (-2)* 1+ У1+42 
-> ( к = 2 (5.69) 
г _ К-т 1 к 
3З2(2) -> ( к == (5.70) 
В—1(2)" = У (“) т (5.71) 
К 


Ага! Это итериро- 
ванная степенная 
функция 

С(1 2) = 27° 

о которой мне дав- 
но хотелось узнать. 


7.22771... 


Степенной ряд 
для З1/2(2)" = 
(22 +4 + 2)2'/4' 


Тоже поучителен. 
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32(2)' 2К + т 
822)” = у )= (5.72) 
\/ 1-42 К К 


В_1(2)"+! — (“) к 
АЕ 72 к ]2°. (5-73) 


Коэффициенты (^") Н в 32(2) называются числами Катала- 
на С», по имени Эжена Каталана, написавшего о них основопо- 
лагающую работу в 30-х годах прошлого столетия [127]. После- 


довательность этих чисел начинается следующим образом: 





01234 5 6 7 8 9 10 
С 1125 14 42 132 429 1430 4862 16796 


Коэффициенты в В_1(2) по существу те же самые, за исключе- 
нием дополнительной | в начале и чередования знаков у всех 
остальных чисел: (1,1, —1,2, —5, 14... .)- Таким образом, В_1(2) = 
1+238(—-2) или же В_1(2) = 32(-2)_. 

Завершим этот раздел выводом важного следствия из (5.72) 
и (5.73) — соотношения, выявляющего дополнительные связи ме- 
жду функциями В_1(2} и В›(—2): 


/1 +42 к=п 


Данное соотношение справедливо потому, что в случае К > п 
коэффициенты при 2^ в разложении (—2)"*1В›(—2)"+/\/Т + 42 
имеют вид 


В—1(2)"*' — (-2)" +В 2(-2)"*1 у (" — “) к. 


К (-2)" В (2) — (Рики В›(—2)"+1 


УТ+ 42 МТ+ 42 


— (—1 из (—1 к" -1 [2-1] 


[2 
В2(2)" +1 
/1-— 42 


тк 2(К-п- п +п-+1 
=СО Кк-п-— 1] ) 


К —-п-— | 
то, ) 

Ж—-п-1 
= ( к 


(" —_ “) К В_1 (2)"+1 
— — [2 ] —_—_—_, 
К УТ-+ 42 
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Все члены чудненько сокращаются друг с дружкой. Теперь мож- 
но воспользоваться соотношениями (5.68) и (5.69), чтобы выра- 
зить сумму в замкнутой форме: 


> (",°)* 


К< п 
] (ету (9+ =) 


— УТ 4 2 


целое п 20. (5.74) 


(Частный случай 2 = : возникал в задаче 3 из разд. 5.2. По- 


скольку числа 5(1 = \/-—3) являются корнями шестой степени из 


единицы, то суммы вида р ("_^) (-Т)к обнаруживают перио- 


дическое поведение, что наблюдалось нами в той задаче.) Анало- 
гично можно объединить (5.70) и (5.71), с тем чтобы избавиться 
от громоздких коэффициентов, получая 


ке) 


К<п 


2 


целое п > 0. 


1 — Ут) 
(5.75) 


5.5 ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ФУНКЦИИ 


Методы, которые мы применяли к биномиальным коэффи- 
циентам, весьма эффективны в тех случаях, когда они работают, 
но необходимо иметь в виду, что зачастую они оказываются до- 
вольно специфичными — это скорее приемы, нежели методы. За- 
нимаясь какой-нибудь задачей, мы часто движемся к решению 
по многим направлениям, а порой можем обнаружить себя дви- 
гающимися по кругу. Биномиальные коэффициенты подобны ха- 
мелеонам, с легкостью изменяющим свою внешность. Поэтому 
естественно задаться вопросом: а нет ли какого-нибудь унифици- 
рующего принципа, который бы систематизировал сразу все мно- 
гообразие методов суммирования биномиальных коэффициентов. 
К счастью, ответ положительный. Сей унифицирующий принцип 
основан на теории определенных бесконечных сумм, называемых 
гипергеометрическими рядами. 

Начало изучению гипергеометрических рядов было положено 
много лет назад Эйлером, Гауссом и Риманом, и до сих пор подоб- 
ные ряды остаются предметом обширных исследований. Однако 
гипергеометрическая форма записи выглядит довольно устраша- 
юще — требуется некоторое время, чтобы к ней привыкнуть. 

Обобщенный гипергеометрический ряд —это степенной ряд 
относительно 2 с т + п параметрами, который выражается че- 


„Так как этот гГи- 


пергеометрический 
язык еще отталки- 
вает от себя многие 
серьезные умы, я 
буду употреблять 
его редко“ 

— А. Пуанкаре 

(Добавл. перев.) 


Они еще более 
изменчивы, чем 
хамелеоны: их 
можно расчленить, 
а затем сочленить 
разными способами. 


То, что пережив 
века, сохранило 
такую страшную 
форму записи, 
наверняка должно 
быть полезным. 
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рез возрастающие факториальные степени следующим образом: 
пои 
1 ,.’.) о, 
Чтобы избежать деления на нуль, ни одно из Ь не может быть 
нулем или целым отрицательным числом. В остальном аи ВБ 
могут быть какими угодно числами. В качестве альтернативы 
двухстрочной форме записи (5.76) используется также запись 
‘Рат,..., ам; От,..., би; 2)’, поскольку запись в одну строку ино- 
гда более удобна из типографских соображений. Величины а на- 
зываются вертними параметрами — они входят в числитель 
членов суммы Г. Величины 6 называются нижними параме- 
трами — они входят в их знаменатель. Последняя величина 2 
называется аргументом. 

В стандартных руководствах для обозначения гипергеометри- 
ческого ряда с т верхними параметрами и п нижними параме- 
трами вместо 'Р’часто используется ‘и’. Однако дополнитель- 
ные нижние индексы имеют тенденцию загромождать формулы 
и отнимать у нас время, поскольку приходится без конца их пе- 
реписывать. Проще подсчитать количество параметров, так что 
зачастую нет необходимости в излишней никому не нужной пи- 
санине. 

Многие важные функции получаются как частные случаи об- 
общенной гипергеометрической — вот чем так сильны гипергео- 
метрические функции. Так, простейший случай получается при 


т, = п = 0: в этом случае параметры вообще отсутствуют, и мы 
получаем знакомый ряд 


:( :) ву 2-е. 


к>0 


к к 
— ах...а 
. и 


к>0 


Ч 


(5.76) 





К! 


2^Н3З 7 


На самом деле, когда т или п равны нулю, эта запись выглядит 
несколько обескураживающе. Для того чтобы этого избежать, 
можно ввести дополнительно верхнюю и нижнюю единицы: 


1 
Е (1) = е”. 


И вообще, данная функция не изменится, если мы удалим пара- 
метр, который входит как в числитель, так и в знаменатель, или 
же добавим два одинаковых параметра. 

Следующий простейший случай — это т = 1, а! = Тип =0, 
но мы заменим параметры на т = 2, а1 =а) = 1, п =ТиЪ: =1, 
так, чтобы было п > 0. Этот ряд также оказывается знакомым, 


ибо 1* =К!: 


1,1 к | 
:(". } =>: =: 


К>0 





234 БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 


Это наш старый знакомый — геометрический ряд: функция 
Е(ат,..., аш; б1,...,0п;2} названа гипергеометрической потому, 
что она включает геометрический ряд Е(1,1;1;2) в качестве сво- 
его весьма частного случая. 

Важный случай ш = Тип = 0 в действительности легко 
суммируем в замкнутой форме, если использовать (5.56): 


:( ] : = “ат => ( к )= -п—=а. (5.77) 
к>0 К 


А если заменить а на —а и 2 на —2, то получаем биномиальный 
ряд 


Е (= |--) = (1+2)°. 


Целое отрицательное число в качестве верхнего параметра дела- 
ет конечным бесконечный ряд, поскольку (—а)^ = 0 всякий раз, 
когда К > а 2 Оиа-— целое. 

Важный случай т = 0, п =1 доставляет другой знаменитый 
ряд, хотя он и не столь известен в литературе по дискретной 
математике: 


(6-1! 2 и 
(т) ты т=ь 2) пя. (5-78) 


к>0 


Функция [,_1 называется „модифицированной бесселевой функ- 
цией" порядка Б — 1. В частности, при Б = |] получается функция 


(|2) = 1о(2\/2), которая интересна своим рядом У 2^/К!?. 
Специальный случай т = п = 1 носит название ‚конфлюэнт- 
ного“ (вырожденного) гипергеометрического ряда и зачастую обо- 
значается буквой М: 


: (5) => 


к>0 


к 


= = М(а, 5,2). (5.79) 


5 7 
| 


Эта функция, имеющая важные применения в технике, была вве- 
дена Эрнстом Куммером. 
Некоторых из нас, возможно, беспокоит вопрос, почему до сих 
пор не обсуждалась сходимость бесконечного ряда (5.76). Дело Так ведь сходи- 
в том, что сходимостью можно пренебречь, если рассматривать мость (5.56), (5.57), 
х просто как некий формальный символ. Нетрудно убедиться, (5.58),... тоже не 
что формальные бесконечные суммы вида )_,>,к2“ образуют обсуждалась. 
поле, если их коэффициенты хх лежат в некотором поле. По- 
добные формальные суммы можно складывать, вычитать, умно- 
жать, делить, дифференцировать и устраивать их композицию, 
не беспокоясь о сходимости: любые соотношения, которые мы вы- 
водим, формально справедливы. Так, гипергеометрический ряд 


„Пожалуй 95% 
(если не все 100%) 
функций, изучае- 
мых в настоящее 
время во многих 
университетах 
студентами- 
физиками, инже- 
нерами и даже 
математика- 
ми, могут быть 
охвачены одним- 
единственным 
СИМВОЛОМ 
На, Ъ; с; х)* 

—УУ Сойер [277] 
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Е” |2) = > к>о К! 2^ не сходится при любом отличном от ну- 
ля 2 — тем не менее в гл. 7 мы увидим, что этот ряд вполне мож- 
но использовать для решения задач. С другой стороны, всякий 
раз, когда 2 заменяется определенным числовым значением, у нас 
должна быть уверенность в том, что данная бесконечная сумма 
определена надлежащим образом. 

Следующим по возрастанию степени сложности является са- 
мый знаменитый из всех гипергеометрический ряд. В действи- 
тельности он был собственно гипергеометрическим рядом при- 
мерно до 1870 г., когда все было обобщено на произвольные т 
и п. Этот же ряд имеет два верхних параметра и один нижний: 

(“ Ъ ] акЪк 2^ 
Е Ё = У —_—_ 
с СКК! 


К>0 


(5.80) 


Его часто называют гауссовым гипергеометрическим, поскольку 
многие из его тонких свойств впервые были доказаны Гауссом 
в докторской диссертации 1812 г. [68], хотя уже Эйлеру [382] и 
Пфафуфу [249] были известны некоторые замечательные свойства 
этого ряда. Одним из его важных случаев является ряд 


1,1 ых (—2)* 
на а (Ь |-5) ие 
К>0о 
72 73 4 
77 -щт 


Заметим, что 2_'1(1 + 2) представляет собой гипергеометриче- 
скую функцию, но сама функция |п(1] {+ 2) таковой не является, 
поскольку величина гипергеометрического ряда всегда равна | 
при 2 = 0. 

До сих пор гипергеометрические ряды фактически ничего нам 
не дали, кроме повода для упоминания ряда громких имен. Но 
мы увидели, что несколько весьма различных функций могут 
рассматриваться как гипергеометрические ряды — вот что будет 
основным предметом нашего интереса в лальнейшем. Мы увидим, 
что обширный класс сумм может быть записан в виде гипергео- 
метрического ряда некоторым ‚каноническим“ способом — следо- 
вательно, мы будем располагать удобной системой учета фактов 
о биномиальных коэффициентах. 

Какие же ряды являются гипергеометрическими? На этот во- 
прос легко ответить, если рассмотреть отношение последователь- 
ных членов ряда 


ат,..., 
Е 
ыы 


кк 
т 


ак...а 
=> т 
Ье.. 





БЕК! 
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Первый член — это +0 = 1, а другие члены определяются отноше- 


ниями 
4к ах"... акт К... Ко 2 

— к к К+1 к+1 к 

у ах...ак Ъ: Ь*' (К+Т)! 2 


_  (К+а1)... (К-+ ат) 2 
— (К+Ъ})... (К+Ъ,)(к+П` 


Это рациональная функция по К, т.е. отношение двух многочле- 
нов относительно К. По основной теореме алгебры любая рацио- 
нальная по К функция может быть разложена на множители над 
полем комплексных чисел и приведена к подобному виду. Вели- 
чины а в числителе — противоположны корням одного многочле- 
на, а величины Ь в знаменателе — суть противоположные вели- 
чины к корням другого многочлена. Если только в знаменатель 
уже не входит отдельный множитель (К -- |1), то его можно вве- 
сти как в числитель, так и в знаменатель. Остается постоянный 
множитель, который можно обозначить через 2. Таким образом, 
гипергеометрические ряды — это в точности такие ряды, первым 
членом которых является 1, а отношение членов {к 1/%к является 
некоторой рациональной функцией от К. 

Предположим, например, что бесконечный ряд задан с отно- 
шением членов 


Тк 1 —_ К? + 7К-+ 10 
«  42+1 ’ 


являющимся рациональной по К функцией. Многочлен в числи- 
теле чудно распадается на два множителя (К - 2)(К-+ 5}, а зна- 
менатель представляет собой произведение 4(К + 1/2)(К — 1/2). 
Поскольку в знаменателе отсутствует необходимый множитель 
(К +Т), записываем отношение членов в виде 


4+1 _ (К+2)(К+5)(К+ 00/4) 
&  (К+У2)(К-У(+И’ 


и можно считывать результат: заданный ряд — это 


У = —= Е ( 2, 21 а} 
5 1/2, —1/2 

Таким образом, установлен общий метод нахождения гипер- 
геометрического представления некоторой заданной величины $5, 
если такое представление возможно. Вначале $ записывается в 
виде бесконечного ряда, первый член которого отличен от нуля. 
Выберем такие обозначения, чтобы это был ряд > к>о к с 720. (Сейчас самое 
Затем вычисляется 1к.1/%к. Если отношение членов не является Время размяться 
рациональной функцией, нам не повезло. В противном случае вы- УПР.11.) 
разим его в виде (5.81), что дает параметры а1,..., ам, 61, ..., би 
и аргумент 2, такой, что $ = 0 Е(ат,..., ам; б1,..., Ол; 2). 
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Гауссов гипергеометрический ряд может быть записан и в ре- 
курсивной форме 


: (“** |) 
с 


аъ а+15+1 а+25+2 
1+ 42, (1 (1 1+... 
ея ( 2 те ( 3 2+ ,)) 











если требуется подчеркнуть важность отношения членов. 

А теперь попробуем переформулировать гипергеометрически 
те тождества с биномиальными коэффициентами, которые были 
выведены ранее в этой главе. К примеру, давайте выясним, как 
выглядит правило суммирования по диагонали 


(“ (т '} 
У = целое п, 
К п 


К<ц 


в гипергеометрической записи. Для этого надо записать данную 
сумму в виде бесконечного ряда, который начинается с К = 0, 
поэтому заменим К на п — К: 


= к. 
п—К т! (п — а 

к20 К>0 К>0 
Формально этот ряд бесконечный, а фактически — конечный, ибо 
наличие (п — К)! в знаменателе сделает {к = 0 при К > п. (Позд- 
нее мы увидим, что 1/х! определено при любом х и что 1/х! =0 
при целом отрицательном х. А пока махнем рукой на подобные 
формальности до тех пор, пока не наберемся побольше гипергео- 
метрического опыта.) В данном случае отношение членов имеет 
вид 


кт _ (Тп- КТ) (п-Ю!  п-К 

к тм-К-@+п-Ю!  т+п-К 
_ (К+-П(К— п) (1) 
— (К-п-т(кК+Т° 


При этом №0 = ("*"). Следовательно, интересующее нас правило 
суммирования эквивалентно гипергеометрическому тождеству 


ти Е 1, м 1) — т-щ+ 1 
п, —п-т — п, 
т) 


Деление обеих частей на ( приводит к несколько более про- 


стому варианту: 


1, — 1 
:( и | = ГР если ( :") 5 0. (5.82) 


—п—т т+ 1 
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Давайте попробуем еще. В тождестве (5.16), 


У (;} (-1)* = (-1)" (".') целое тт, 


К<т 
после замены К на т — К отношение членов принимает вид 
(К— т) /(т- м+к +1) = (К+1) (К — т) (1) /(К —- м+т+ 1 (К+ 1); 
следовательно, (5.16) выражает в замкнутой форме функцию 


:( т |). 
—т-т+1 


В сущности, это совпадает с гипергеометрической функцией в 
левой части (5.82), но с т вместо п ит-{ 1 вместо —т. Поэтому 
тождество (5.16) могло бы быть выведено из (5.82)— гипергео- 
метрического варианта соотношения (5.9). (Не удивительно, что 
(5.16) оказалось легко доказать, воспользовавшись (5.9).) 
Прежде чем двинуться дальше, следует обсудить вырожден- 
ные случаи, поскольку гипергеометрические функции не опре- 
делены, когла нижний параметр равен нулю или целому отри- 
цательному числу. Тождество, соответствующее правилу сумми- 
рования по диагонали, обычно применяется при целых положи- 
тельных ти п — но тогда —п — т есть целое отрицательное число 
и гипергеометрический ряд (5.76) не определен. Как тогда можно 
считать законным тождество (5.82)? Ответ в том, что мы можем 


перейти к пределу Е |1) при Е — 0. 
Позднее в этой главе подобные вещи булут рассмотрены бо- 
лее обстоятельно, а пока просто отдадим себе отчет в том, что 
некоторые знаменатели могут быть „взрывоопасны“ Интересно, 
однако, что самая первая сумма, которую мы пытались выразить 
гипергеометрически, оказалась вырожденной. 


Возможно, другим больным местом в выводе (5.82) является 


то, что мы представляли ("+= “) в виде (тп — К)! /т! (п-К)!. 
Подобное представление не проходит при целом отрицательном 
т, поскольку (—т)! должно быть равным со, если следовать пра- 


вилу 

01 =0. (-1) - (-2)....: (-м-+1): (-т)! 

И вновь для достижения целочисленных значений необходимо 
рассматривать предел т - Е при Е -} 0. 
‚ 

Однако факториальное представление (Г) = т!/К! (т-К)! опре- 
делено только для целого т. Если же мы хотим эффективно ра- 
ботать с гипергеометрическими представлениями, то необходима 
такая факториальная функция, которая была бы определена при 
всех комплексных числах. К счастью, такая функция имеется и 
может быть определена несколькими способами. Вот одно из наи- 
более подходящих определений 21|, точнее, определение 1/21: 


] п+2\ _, 
= - № ( и )" (5.83) 


Сперва беспо- 
рядки, теперь 
вырождение! 


(Сначала мы дока- 
зывали тождества 
для целого т и 
использовали 
полиномиальную 
аргументацию, 
чтобы показать 

их справедливость 
в общем случае. А 
теперь они доказы- 
ваются сперва для 
иррационального т 
и используется 
предельная аргу- 
ментация, чтобы 
показать их спра- 


ведливость для 
целых чисел!) 


Как вы записы- 
ваете 2 в сте- 
пени \/, если 

У; — комплексно- 
сопряженное с м? 


(У) 


Как 2`”’. 


Понятно, вторая 
переменная до- 
стигает своего 
предела первой. 
Вот почему (>) 
обращается в 
нуль при целом 
отрицательном м. 


Это значение бес- 
конечно, когда 2 — 
отрицательное 
целое, а м» не 
является целым. 
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(См. упр.21. Эйлер [363, 364, 102] обнаружил это определение, 
когда ему было 22 года.) Можно показать, что данный предел 
существует при любом комплексном 2 и что он равен нулю толь- 
ко тогда, когда 2 — целое отрицательное число. Другое употреби- 
тельное определение: 


если 2 > 1. 


оо 
2! = | +2е "а, (5.84) 


0 
Этот интеграл существует только тогда, когда вещественная 
часть больше —1, но можно воспользоваться формулой 


(5.85) 


чтобы распространить(5.84) на все комплексные 2 (за исключе- 
нием целых отрицательных). Еще одно определение следует из 
приближения Стирлинга для ш2! из (5.47). Все эти подходы при- 
водят к одной и той же обобщенной факториальной функции. 
Имеется весьма похожая функция, называемая гамма-функ- 
цией, которая связана с обычными факториалами примерно так 
же, как возрастающие степени связаны с убывающими степеня- 
ми. В стандартных справочниках факториалы и гамма-функция 
часто используются совместно, и при необходимости удобно пе- 
реходить от одних к другим, исходя из слелующих формул: 


Г(2+1) =2, (5.86) 
(2)! Г(2) = —^ (5.87) 


Эти обобщенные факториалы могут быть использованы для 
определения обобщенных факториальных степеней, когда 2 и м, — 
произвольные комплексные числа: 


21 = 2(2-—Т)!, 





пло. 


У 2! . 
2 = Ем: (5.88) 
я _ Г(ЕНМ) 
= Ро (5.89) 


Единственная оговорка состоит в том, что необходимо восполь- 
зоваться соответствующими пределами, если эти формулы дают 
со/со. (Данные формулы никогда не дают 0/0, поскольку факто- 
риалы и гамма-функции никогда не обращаются в нуль.) Бино- 
миальный коэффициент можно представить в виде 


2 С! 
= п По ——, 
У с—2 фм 0! (С)! 
где 2 и у/ — какие угодно комплексные числа. 
Вооружившись такими инструментами, как обобщенные фак- 
ториалы, можно вернуться к нашему намерению выявить гипер- 


геометрическую сущность выведенных ранее тождеств. Биноми- 
альная теорема (5.13), как и следовало ожидать, оказывается ни 


(5.90) 
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чем иным, как суммой (5.77). Так что следующее наиболее ин- 
тересное для испытания соотношение — это свертка Вандермонда 


(5.27): 


(0 (.:.)- (=). ее 


Здесь К-й член — 


т! $! 
к = 
(т К)! К! ($ м К)! (п- К)! 
и больше нет нужды избегать использования в этих выражениях 
обобщенных факториалов. Всякий раз, когда %к содержит мно- 
житель типа (х + К)! со знаком плюс перед К, то в соответствии 
с (5.85) в отношении %к+1/4к мы получаем (х-+ К-+1)!/(х + К)! = 
К-+х-+ Т; это дает ‘х-1’ в соответствующем гипергеометрическом 
представлении — в качестве верхнего параметра, если (х-+К)! был 
в числителе фк, или же в качестве нижнего параметра в против- 
ном случае. Аналогично, множитель типа (х — К)! приводит к 
(«К 1)!/(«-— К)! = (-Т)/(К — <); это дает ‘—о’ в другой сово- 
купности параметров (с измененными ролями верхнего и нижнего 
параметров} и меняет знак аргумента гипергеометрической фун- 
кции. Множители типа т!, которые не зависят от К, появляются 
В 0, но исчезают из отношений. Используя такие уловки, можно 
без дальнейших вычислений предсказать, что отношением членов 


в (5.27) будет 
Фк+1 —_ К-т К п 
4% — К+1К+з-ф-т+1’ 





помноженное на (—1)? = 1, и правило свертки Вандермонда при- 
обретает вид 


(Е = (+5). о 


Это равенство может быть использовано для определения 
Е(а, 6; с; 2) в общем случае, когда 2 = 1 и 6 — целое отрицательное 
число. 

Перепишем (5.91) в такой форме, которая облегчит нам про- 
смотр таблицы в том случае, если потребуется вычислить неко- 
торую новую сумму. В результате окажется, что 


Е вм _ Ге-а-вГ(©). целое ® < 0 6.02] 
с — Г(с-а)Г(с-—Ъ)’ или с > Жа-+ 5. 5:9 


Свертка Вандермонда (5.27) охватывает только тот случай, когла 
один из верхних параметров, скажем Ъ, является целым неполо- 


Всего несколько 
недель тому назад 
мы изучали то, 
что Гаусс доказал 
в детсадовском 
возрасте. А теперь 
нам дают матери- 
ал, выходящий за 
рамки его диссер- 
тации. Нас хотят 
деморализовать. 
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жительным числом, но Гаусс доказал, что (5.92) справедливо и 
тогда, когда а, Б, с — комплексные числа, вещественные части ко- 
торых удовлетворяют неравенству с > Жа + 5. В остальных 


случаях бесконечный ряд Е( чо 1) не сходится. Если Ъ = —п, то 
это соотношение может быть переписано в более удобном виде — 
с факториалами вместо гамма-функций: 


:(“ м _ (с-а)" _ (а- с“ 
с — — › 


— о (5.93) 


целое п > 0. 


Оказывается, что все пять соотношений из табл. 195 представля- 
ют собой частные случаи свертки Вандермонда — все они охваты- 
ваются формулой (5.93), если уделить должное внимание выро- 
жденным случаям. 

Обратите внимание, что (5.82) — это всего лишь частный слу- 
чай соотношения (5.93) при а = 1. Поэтому на самом деле нет 
необходимости запоминать соотношение (5.82); более того, нам 
совсем не нужно тождество (5.9), которое привело нас к (5.82), 
несмотря на то, что в табл. 199 его предлагалось запомнить. Ма- 
шинная программа для формульных преобразований, столкнув- 
шгись с задачей вычисления суммы )_, <п (^^) ‚ могла бы преобра- 
зовать данную сумму в гипергеометрическую форму и подставить 
в общее выражение для свертки Вандермонда. 

В задаче 1 из разд. 5.2 спрашивалось о величине суммы 


х (#)/(;). 


Для этой задачи естественно гипергеометрическое представление, 
и, немного попрактиковавшись, любой гипергеометр сможет тот- 
час же выразить данную сумму в виде Е(1, —т; —п;1). Ну да, та 
задача была еще одним жалким подражанием Вандермонду! 

Точно так же сумма из задачи 2 и из задачи 4 дает функ- 
цию Е (2,1 —п;2 — т; 1). (Сначала нужно заменить К на К + 1.) А 
‚трудная‘ сумма из задачи 6 оказывается всего лишь функцией 
Ем +1, —п; 2;1). Так что же, помимо скрытых версий всесильной 
свертки Вандермонда и суммировать больше нечего? 

Положим, есть — задача 3 уже несколько иная. Она имеет дело 
с частным случаем суммы общего вида )_, ("-“) 2^, рассмотрен- 
ной в (5.74), и приводит к выражению в замкнутой форме для 


1+2[м/2], —п 
Е —2/4]. 
( 1/2 2 
Нечто новое было получено также в (5.55), когда мы рассма- 


тривали коэффициенты функции (1 — 2)"(1 +2)': 


1-с-—2п, —жт (2) (с-—1}! 
:( с ЕО п! (с+п-1)!’ 
целое п. > 0. 
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Будучи обобщенной на комплексные числа, эта формула называ- 
ется формулой Куммера: 


Е ь/2 
(5 ‚|= = = ——— (6 -а)—. (5.94) 


(Эрнст Куммер [170] получил ее в 1836 г.) 

Интересно сравнить две эти формулы. Заменив с на | —-2п—а, 
выясняем, что данные результаты согласуются тогда и только 
тогда, когда 


(2п.)! (6/2)! х! 


О =, ы = 8, бы 595 


при целом положительном п. Так, предположим, что п. = 3: тогда 
должно быть —6!/3! = Ша», вх! / (2х)!. Нам известно, что (—3)! 
и (—6)! равны со, но мы могли бы предпочесть проигнорировать 
это затруднение и сделать вид, что (—3)! = (—3)(—4)(—5)(—6)!, 
так что два этих (—6)! сократятся. Однако таким соблазнам не- 
льзя поддаваться, поскольку они приводят к неправильному ре- 
шению! Согласно (5.95), пределом х!/(2х)! при х —} —3 является 
не (—3)(—4)(—5), а —6!/3! = (—4)(—5) (—6). 

Правильный способ вычисления предела в (5.95) заключается 
в использовании уравнения (5.87), которое связывает факториа- 
лы с отрицательным аргументом и гамма-функции с положитель- 
ным аргументом. Если заменить х на —п — е и положить Ее -} 0, 
то применение формулы (5.87) дважды дает 


([[п-—=)! Г)/п-+е) _ 00 +2е)лп 
(-2п — 26)! Г(2п-+2е) — эш(п-+едл 


Поскольку зш(х + у) = зшх соз у - созх пу, то полученное отно- 
шение синусов приводится к виду 


со 2 зш2ел 
И = (-10"(2+0(е)} 


с05 ПЕ эш ЕЛ 


с помощью методов из гл.9. Следовательно, согласно (5.86), 


_ (-п-е) _ „Г(2) (20-1) 
1 и 26) =2СП Г(п 221) п-—1! 
А, 
п: 


как и требовалось. 

Завершим наш обзор тем, что установим заново все те соот- 
ношения, с которыми мы до сих пор имели дело в этой главе, 
облачив их в гипергеометрические одежды. Сумма с тремя би- 
номиальными коэффициентами из (5.29) может быть записана 
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в виде 
Е (7 1—-6—2щ, —2. | 
а, Ь 
! _ эп 
== (тт аи" целое п > 0. 
м ап" 


Если обобщить это на комплексные числа, то получится так на- 
зываемая формула Диксона: 


а, 9, с 1} — (с/2)! (с—а)=/2 (с —5)5/2 
1-+е—а, 1+с-—6 


с (с-а-— 5) 


Ха + 'ЯЬ < 1+) с/2. (5.96) 


› 


Одной из наиболее общих формул из числа встречавшихся 
нам является сумма (5.28) с тремя биномиальными коэффициен- 
тами, которая приводит к тождеству Заальишиюотиа: 


:( а, Ъ, —п ) — (с-а)" (с —56)" 
с а-Ь-с-п-+1 сп (с -а-Ъ)" 
а-с)“ (Ъ —с)}*“ 
= он ‚ целоеп>0. (5.97) 

Эта формула дает при 2 = | величину обобщенного гипергеоме- 
трического ряда с тремя верхними и двумя нижними параметра- 
ми при условии, что один из верхних параметров является целым 
неположительным числом и что Ъ1 + Ъ) =а! + а? + аз + 1. (Если 
сумма нижних параметров больше суммы верхних параметров не 
на 1, а на 2, то при помощи формулы из упр. 25 можно выразить 
Е(ат, а2, аз; Б1, 62; 1) через две гипергеометрические функции, ко- 
торые удовлетворяют тождеству Заальшютца.) 

'Трулно давшееся нам соотношение из задачи 8 в разд. 5.2 сво- 
дится к 


1 А 


—— — (Тиха хе-Т. 
ТЕ х 1х2 ) ЕПхх 


Да-а..., это всего лишь частный случай при с = 1 соотношения 
Заальшютца (5.97), так что можно было бы сберечь массу уси- 
лий, перейдя непосредственно к гипергеометрическому предста- 
влению! 

А как насчет задачи 7? Та сверхтрудная сумма дает формулу 


п-+1, мп, 1,1 
:(} тт 1 =>, целое п 2 т 20, 
ут 1, эт- 5, 2 п 


которая представляет собой первый случай, когла нам встрети- 
лись три нижних параметра. Так что выглядит это довольно но- 
во. Но на самом деле ничего нового здесь нет: если использовать 
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упр. 26, то левая часть может быть заменена на 


1 
СН) 


фт, рт} 
и вновь получается соотношение Заальшютца. 

Что ж, еще один опыт дефляции, но вместе с тем еще один 
повод оценить силу гипергеометрических методов. 

Соотношения свертки из табл. 229 не обладают гипергеоме- 
трическими эквивалентами, ибо их отношения членов являются 
рациональными по К функциями только тогда, когда + — целое. 
Равенства (5.64) и (5.65) не являются гипергеометрическими, да- 
же когда + = 1. Но можно принять во внимание (5.62) для случая, 
когда 4 принимает небольшие целочисленные значения: 


:( тт, ут У, —п, —п— 5 | — (и) 

т-+ 1, -п— 15, -п-1$+1 п п /’ 
1. 1 11.2 1 1 1 

:( зт, зт-з, ЗТ+ 5, —П, -П— 55$, —п—55—5 |) 


1.41 1. —п—15 —п— 1541 и 1542 
эт ъ, эт- 1, —П— 3$, —П— 3543, —П—3$+85 


ТИ) 


Первая из данных формул вновь дает решение задачи 7, если 
заменить величины (т, $, п) на (1, т-2п—1, п-т. соответственно. 

И, наконец, „неожиданная“ сумма (5.20) доставляет неожидан- 
ное гипергеометрическое соотношение, которое оказывается весь- 
ма поучительным. Рассмотрим это не спеша. Сначала превратим 
ее в бесконечную сумму: 


ке 


К<т 


Отношение членов (2т—К)! 2^/т! (т—К)! есть 2(К — т)/(к— 2т), 
так что получается гипергеометрическое тождество с 2 = 2: 


(^ Е ( —т 
т —2т 
Но взгляните на нижний параметр ‘—2т’: целые отрицательные 
числа запрещены, так что данное тождество не определено! 

Вот самое время тщательно рассмотреть подобные предель- 
ные случаи, как и было обещано ранее, поскольку гипергеометри- 
ческие функции в точках ‚вырождения“ зачастую могут быть вы- 
числены путем приближения к ним из ближайших ‚невырожден- 
ных" точек. При этом необходимо проявлять осторожность, так 


как если пределы берутся разными способами, то и результаты 
могут получиться разные. Вот, к примеру, два предела, которые 


2 = 22", целое т > 0. (5.098) 


(Историческая 
справка: исклю- 
чительная умест- 
ность применения 
гипергеометри- 
ческих рядов к 
тождествам с 
биномиальными 
коэффициентами 
впервые была 
отмечена Г. Эндрю- 
сом в 1974 г. [384, 


разд. 5].) 
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оказываются совершенно разными, если один из верхних параме- 
тров увеличен на Е: 


ТЕТЕ, —3 (1463) | (16) (е)-3) (2) 
шт ( | = я + ася 


е—0 —2-+Е е->0 
+ вебе се) (929) 
(-2+е)(—1+е)(е) 3! 
— 1 
= О+Ь =0; 
Ниш ай = ва (1+ СЕ +00) 
е-0 —2-+Е е—0 (—-2+е) 
—_ 3 —_ 1 
=1-5 +00 = —> 
Аналогично, нами определено (71) = 0 = Не ьо (`'*°), а это не 
то же самое, что Птпе-_+о (1+5) = 1. Чтобы правильно протракто- 


вать (5.08) как предел, следует понимать, что верхний параметр 
—т используется для того, чтобы обратить в нуль все члены ряда 
> к>о ("- м 2К при К > т; это значит, что данному соотношению 
надлежит придать следующую более точную формулировку: 


2т_\ .. 1, —т 2 
= 2" 20. 
(^^ БР 2 2" , целое т > 0 (5.99) 


Кажлый член этого предельного соотношения вполне определен, 


так как множитель (—2т)^ в знаменателе не обращается в нуль 
до тех пор, пока К > 2щ. Поэтому этот предел дает именно ту 
сумму (5.20), с которой мы начали. 


5.6 ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


Теперь должно быть ясно, что база данных известных ги- 
пергеометрических представлений в замкнутой форме служит по- 
лезным инструментом для суммирования биномиальных коэф- 
фициентов. Мы просто приводим некоторую заданную сумму к 
ее каноническому гипергеометрическому виду, а затем ищем по 
таблице. Если она там есть, прекрасно — решение получено. Если 
же нет, ее можно добавить к имеющейся базе данных, если ока- 
жется, что данная сумма выразима в замкнутой форме. Мож- 
но было бы также включить в таблицу записи, которые гласят, 
что „данная сумма вообще не выражается в замкнутой форме'! 


Например, сумма )_„<„ (;) соответствует гипергеометрической 
функции 

п. 1, 
Е [е т —1). целые п 2 т? 0; (5.100) 


т п-щт-1 


которая выражается в простой замкнутой форме только тогда, 
когда т близко к 0, тп, или п. 
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Но это еще не все, так как гипергеометрические функции под- 
чиняются и своим собственным тождествам. Это означает, что ка- 
ждая замкнутая форма для гипергеометрической функции при- 
водит к дополнительным замкнутым формам и дополнительным На самом деле, ги- 
записям в базе данных. К примеру, тождества из упр. 25 и 26 пока-  пергеометрическую 
зывают, как преобразовать одну гипергеометрическую функцию  6а3У данных сле- 
в две другие с похожими, но отличными параметрами. В свою  АбВало бы считать 
очередь эти функции могут быть преобразованы вновь. „базой знаний. 

В 1797г. И.Ф. Пфафф [249] открыл удивительный закон сим- 
метрич, 


1 аб! —7 а с—Ь 
—_Ё |— =Е | | ) ° 
(| — 2) (“. г) с : (5-101) 


который служит примером преобразования другого типа. Это 
формальное тождество относительно степенных рядов, если ве- 
личина (—2)К/(1 — 2)К1“ заменена бесконечным рядом (—2)К х 
(1+ (<<) 2+ (+941) 22 +...), полученным при разложении в ряд 
левой части (см. упр. 50). Этот закон можно использовать для вы- 
вода новых формул из уже известных тождеств при условии, что 
2, 52 1. 

Например, формула Куммера (5.94) может быть объединена 
с законом симметрии (5.101), если параметры выбраны так, что 
применимы оба тождества: 


а 1-а |1] а, Ь 
2-4 Е | — — Е | —1] 
1-6 —а! 2 1+6 —а 
(6/2)! ь/2 
= —ы (-а)—. (5.102) 
Теперь можно положить а = —п и перейти от этого равенства к 
новому тождеству относительно биномиальных коэффициентов, 


которое, быть может, в один прекрасный день нам понадобится: 


(Ел) 2-* _ (") (51) (°#°) (+9 
2 П+Ь+те К -2- к/ \ 2 К К 


к>0 
= р. целое п 20. (5.103) 
К примеру, при п = 3 данное тождество утверждает, что 
3 4 +3 4.5 — 4.5.6 


2(4+Ъ) 4(4 +Ъ)(5-+Ъ) 8(4-+5)(5 +Ъ)(6 + Ъ) 
— (6 +3)(6+2)(6 +1) 
— (6+6) +4)(6 +2)’ 


Это почти невероятно —но это так при любом 5. (Кроме случа- 
ев, когда какой-нибуль сомножитель в знаменателе обрагтцается в 
нуль.) 
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Забавно, попробуем еще. Может быть, нам удастся найти не- 
которую формулу, которая и в самом деле удивит наших друзей. 
Что нам ласт закон симметрии Пфаффа, если применить его к 
выражению в несколько странной форме (5.99), где 2 = 2? В этом 


случае мы полагаем а = —т, 6 =Тис = —2щ + Е, получая 
—т, | —т, —2т—1 
(Пт ве Е (И |2) = юр (м "2 
е-+0 \—2т-е е->0 —2т + Е 
| (-т* (-2т —1-+е)* 2^ 
“0—9 (-2т -+ е)к К! 
к 
К/ (2т)Е 
Км 


поскольку ни один из предельных членов не близок к нулю. Это 


(Истерическое приводит к другой ‚невероятной“ формуле, 

замечание: если ) | 5 
т т т 

у вас получается У (—-2)^ — (—1 т 22т 

другой результат, к) 2т--1-—К т 

см. упр. 51.) кот 


—1/2 елое 
— '"/( т ). т > 0, (5.104) 


Например, при т = 3 данная сумма равна 


84 16 
м8 
+5 5, 


—1/2) о 5 
а (`,^) действительно равно —=.. 


Когда мы рассматривали тождества с биномиальными коэф- 
фициентами и приводили их к гипергеометрическому виду, мы 
не придали значения соотношению (5.19), поскольку это было со- 
отношение между двумя суммами, а не выражение в замкнутой 
форме. Однако теперь (5.19) можно рассмотреть как соотноше- 
ние между гипергеометрическими рядами. Если пролифферен- 
цпировать его п раз по 1, а затем заменить К на т — п - К, то 
получим 


тут пк тр—п-—К.,К 
аа 
— у (| в) (о (4х) "-"-К(х +у)* , 


к>0 


Это приводит к слелующему гипергеометрическому преобразова- 
нию: 


а, п — (а— с)“ а, —п целое 
! с |) = (-с)® | (они | 1-2 ’п20. (5.105) 
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Обратите внимание, что при 2 = 1 это сводится к свертке Ван- 
дермонда (5.93). 

По-видимому, в дифференцировании что-то есть, если данный 
пример сколь-нибудь показателен, — оно оказалось полезным и в 
гл. 2 при суммировании х -+- 2х? +... + пх". Посмотрим, что слу- 
чится, если продифференцировать обобщенный гипергеометри- 
ческий ряд по 2: 


а | ат,..., ат 
42 Ъ1,..., бп 





КЕНТ... БЕК! 
а (а -+1)К...ап(ам + 1) 2 
6 (61 + ТУ... 6. (6 + ПЕК 
а... ат Е (НИЕ : | 
1... Ба Ь:+1,..., би -1 
Параметры выносятся и увеличиваются на 1. 
Дифференцирование может быть использовано также для то- 


го, чтобы ‚отщипнуть“ только один из параметров, оставляя в 
покое остальные. Для этого используется оператор 


а 
Э9Э=2—, 
42 
который действует на функцию путем ее дифференцирования с 
последующим умножением на 2. Этот оператор дает 


(5.106) 





(тет . =. ат... 2 
О1,..., ба кок... К (К—1}! 
-у каг... ак 2^ 


к 
5 Ви... ЖК 


что само по себе не представляет особой ценности. Однако если 
умножить Е на один из его верхних параметров, скажем, а1 и 
добавить ЭЁ, то получим 





нае (тат : -у +9... 952, 
Ьт,..., ба к>0 ок... КК! 
ду чет". вы 
2 Ш... 
= «а Е бр ет 
т Ь,..., | 


При этом увеличивается на 1 лишь один параметр. 


Как вы произноси- 
те 9? 
(‘Тета-с-приветом’, 
однако в ТЕХ’е 
она называется 
‘уагйева’.) 


„Что это вы все 
время предлагаете 
свои шутки? — 
спросила Алиса.— 
Эта, например, вам 
совсем не удалась: 
— Л. Кэррол, 
[174, с. 153]. 
(Добавл. перев.) 
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Аналогичный фокус проходит и с нижними параметрами, но 
в этом случае они уменьшаются на 1, а не увеличиваются: 








... ат К+Ь, — Пак... ак 2^ 
Ю+ы- ПЕ (1 а ыы. 
Ь1,..., Оп уч Ьк.. ЪКК! 
-у( (6—1) ) ак. .. ак, К 
(6 -ПКЫ... КК! 
а1, ..., Чт 
— — ТЕ 
(р и" 1 : 





Теперь можно объединить все эти операции и сыграть мате- 
матическую ‚утку“, выразив одну и ту же величину двумя раз- 
ными способами. А именно, 


са 
+)... Фан) = ат. аа (9 в + |). 
1, :..› п 


(НЫ -Т... (+6 -ТЕ 


1, ..., ам 
= (1-1... (6. - ПЕ до | 
м | у О :) 


где Е = Е(ат,..., ам; бт,..., Оби; 2). Но (5.106) указывает на то, что 
верхняя строчка является производной от нижней. Следователь- 
но, обобщенная гипергеометрическая функция Г! удовлетворяет 
дифференциальному уравнению 


Р(9+Ь: —1)... (9+, — ПЕ=(9 +а1)... (9 -+ан)Е, (5.197) 


где О — это оператор и. 

Это следует подтвердить примером. Подыщем дифференци- 
альное уравнение, которому удовлетворяет стандартная гипергео- 
метрическая функция с двумя верхними и одним нижним пара- 
метрами Е (2) = Ка, 5; с; 2). В соответствии с (5.107) имеем 


(9 +с — ТЕ = (9 +а)(9-+Ъ)Е. 


Что это означает в обычной записи? Ну, (9 -+с—1)Е — это 2Е'(2) + 
(с — 1)Е (2), а производная от этой величины дает левую часть, 


Е'(2) + 22" (2) + (с —1)Е’(2). 


В правой части имеем 
(Э-+а) (2Е' (2) +5Е(2)) 
— (РНЕ) + а(2Е' (2) +ЪЕ(2)) 


2Е'(2)-+22Е"(2) +62’ (2) + а2Е'(2) + аЪЁ(2). 
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Приравнивание обеих частей дает 
2(1—2)Е" (2) + (с — 2а-+Ъ+1))Е'(2) — аб Е(2) =0. — (5.108) 


Это уравнение эквивалентно (5.107), записанному в форме про- 
изведения. 

Обратно, от дифференциального уравнения можно вернуться 
к степенному ряду. Допустим, что Ё(2) = > к>о 4к2^ — степенной 
ряд, удовлетворяющий уравнению (5.107). Непосредственное вы- 
числение показывает, что 


Акт _ (К+а!)... (К-+ ащ) 
4  (К+ЪЬ)...(К-+Ь)(К+П' 


следовательно, функцией ЁЕ(2) будет 0 Е(ат,..., аж; Б1,..., би; 2). 
Мы доказали, что гипергеометрический ряд (5.76) — единствен- 
ный формальный степенной ряд, который удовлетворяет лиффе- 
ренциальному уравнению (5.107) и имеет постоянный член 1. 

Было бы здброво, если бы гипергеометрические функции по- 
зволяли решать все на свете лифференциальные уравнения, но 
это далеко не так. Правая часть уравнения (5.107) всегда разла- 
гается на сумму членов вида хк2кЕ®) (2), где Е®) (2) — К-я произ- 
водная О"Е(К), а левая часть всегда разлагается на сумму членов 
вида Вк2^—1Е*) (2) при К > 0. Так что дифференциальное уравне- 
ние (5.107) всегда имеет специальный вид 


2^—' (Ви — 29, Е (2) + -- + + (Вт — 20) (=) — в0Е(2) = 0. 


Уравнение (5.108) иллюстрирует это в случае п. = 2. И обратно, 

в упр. 6.13 мы покажем, что любое дифференциальное уравнение 

данного вида можно разложить относительно 3-оператора так, 

чтобы получить уравнение типа (5.107). Таким образом, это диф- 
ференциальные уравнения, решениями которых являются сте- 

пенные ряды с рациональными отношениями членов. 

Умножение обеих частей уравнения (5.107) на 2 позволяет Функция 

обойтись без О-оператора и дает примечательное выражение с ЁЕ(2) = (1-2)" 


3 во всех сомножителях: удовлетворяет 
ЭЕ = 2(9 —т)Е. 
(У -+Ь, —1Т)... (9+ Ъ, — 1) =2(9 + ат)... (8 Наш)Е. (5.109) Это дает еще одно 
доказательство 


Первый сомножитель 9 = (31-1) слева соответствует сомножи-  биномиальной 
телю (К-+1) в отношении членов (5.81), который, в свою очередь,  ТеОРеМы. 
соответствует К! в знаменателе К-го члена обобщенного гипергео- 
метрического ряда. Все остальные сомножители (3 +Ъ; —1) соот- 

ветствуют сомножителям (К + 5;) в знаменателе, которые, в свою 


очередь, соответствуют ьх в (5.76). Справа же 2 соответствует 2^, 


а (9+ а;) соответствует ах. 
Одно из применений подобной дифференциальной теории со- 
стоит в нахождении и проверке новых преобразований. Так, легко 


(Внимание! Мы 

не можем не- 
посредственно 
использовать со- 
отношение (5.110) 
в случае |2] > 1/2, 
если только обе 
части соотношения 
не многочлены; 

см. упр. 53.) 
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убедиться в том, что обе гипергеометрические функции 


2а, 25 
ЕТ Е ‚|421 
ан : " а +641 147 -э) 


удовлетворяют дифференциальному уравнению 
211 —2)Е" (2) + (а-+ Ъ + т) (1 — 22)Е' (2) — 4аЪ Е (2) = 0; 


следовательно, должно быть справедливо тождество Гаусса 
[68, соотношение 102] 


2а, 25 
Е | = | 42 
[рн :) [а 2(1 -2) (5.110) 
В частности, 
2а, 26 |1 а, Б 
Е 5) Е |1 | 
[ 5) (ое (5.111) 


всякий раз, когда обе бесконечные суммы сходятся. И на самом 
деле эти суммы всегда сходятся, за исключением вырожденного 
случая, когла а + О + . есть неположительное целое. 

Кажлое новое тождество для гипергеометрических функций 
влечет за собой новое тождество для биномиальных коэффици- 
ентов, и последнее соотношение не является исключением. Рас- 
смотрим сумму 


К 
У. (" ‘) [МИ (5) целые тп >20. 


К<т 


Ее члены отличны от нуля при 0 < К < мт - п, и, соблюдая, 
как и ранее, известную осторожность при переходе к пределу, 
эту сумму можно выразить в гипергеометрической форме: 


т пт, —п—-тм—1-+ хе | 1 

Пт Е -|. 

е-$0 \ п —т- Е 2 
Величина с не влияет на предел, поскольку неположительный 
верхний параметр п. — т раньше обрывает данную сумму. Можно 
положить © = 2, с тем чтобы применить (5.111). Теперь данный 
предел можно вычислить, поскольку правая часть этого соотно- 


шения представляет собой частный случай (5.92). Результат мо- 
жет быть выражен в упрощенном виде 


х (".°) (“ме (5) 
— А 


п 


целые 


пм 
)2 [т п — четное], т>п>0, (5.112) 
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как показано в упр. 54. К примеру, если т = 5 ип = 2, то полу- 
чаем (5) (8) — (96)/2+О@/л-@бв=ю-м+1-7=0 


если же т =4итп = 2, то обе части равны 5. 
Кроме того, можно указать случаи, когда соотношение (5.110) 


при 2 = —1 приводит к суммам биномиальных коэффициентов, но 
эти суммы, право, сверхъестественны. Если положить а = 1 —_3 
и 6 = —п, то получается чудовищная формула 


21, 11 

Е(37;" “|1 == (° 8 "|3. 
=—3 &63п 
3 3 3 3 


Данные гипергеометрические функции являются невырожденны- 
ми многочленами, если п = 2 (то4 3}, а их параметры подбирают- 
ся столь искусно, что левую часть выражения можно вычислить 
по формуле (5.94). Поэтому приходим к воистину умопомрачи- 
тельному результату 


х (4) *)=/(“°) 


4 2 
— (20 ЗП —$ целое п > 0, (5.113) 
п п п = 2 (шоа 3). 
Это самое поразительное тождество с биномиальными коэффи- 
циентами из встретившихся нам. Даже начальные случаи тако- 


го соотношения не так просты, чтобы их можно было проверить 
вручную. (Оказывается, обе части в действительности дают 8 


при п = 3.) Разумеется, данное соотношение совершенно беспо- Вероятно, един- 
лезно — наверняка оно никогда не возникнет ни в одной практи-  ственная поль- 
ческой задаче. за тождества 

Таково наше представление о гипергеометрических предста- (5.113) — проде- 
влениях. Мы убедились в том, что гипергеометрические ряды  МОНСТРировать 
обеспечивают нас высоконаучным способом обращения с суммами болты бесто. 
биномиальных коэффициентов. Масса дополнительной информа- „езных тОЖдеств. 
ции содержится в классической книге Улифреда Н. Бейли [17] и 


ее продолжении, написанном Гаспером и Рахманом [66]. А также в обзоре 
Ричарда Аски 
[10* 33-76]. 
5.7 ЧАСТИЧНЫЕ — Перев. 
ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 
СУММЫ 


Большинство сумм в этой главе вычислялось по всему про- 
межутку изменения индекса К. > 0, но иногда нам удавалось най- 
ти такое выражение в замкнутой форме, которое работало и для 
интервала общего вида 0 < К < 6. Так, из (5.16) известно, что 


_1 
(уно (1). жет. бла 


К<щт 
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Изложенное в гл. 2 обеспечивает нас чудесным способом трактов- 
ки формул, подобных этой. Если {(К) = Д9(К) = 9(К-+ 1) — 9(К), 
то мы условились писать, что ) 1(К)6К = 9(К) +Си 


У Ню = 90| = 90) - (а). 


Кроме того, если а и Ь — целые числа и а < Б, то 


У’нюж= > НЮ = 96-9). 


а<к<ь 


Поэтому тождество (5.114) соответствует формуле вычисления 
неопределенных сумм 


п. го лаюа (М 1 
У (“вк = 1) (тс 


и формуле вычисления разностей 


п и-1 
«(ти (ь)) = т“ (и 41). 


Начав с функции 09(К), можно легко вычислить Ад(К) = (К) — 
функцию, суммой которой будет д(К) + С. Но гораздо труднее, 
начав с 1(К), выяснить ее неопределенную сумму ) ((К)6К = 
(К) + С— функция д может вообще не выражаться в замкнутой 
форме. Так, по всей видимости, сумма ) (1) 6К не выражается 
в простой форме— иначе мы умели бы вычислять суммы тина 
) к<и/з (%)› перед которыми мы беспомощны. Но, может быть, 


все же существует простая формула для > (1) 6К, которую мы 
просто еще не придумали; почему мы уверены, что ее нет? 

В 1977 г. Р.У. Госпер [79] обнаружил замечательный способ 
вычисления неопределенной суммы ) {(К)6К = д9(К) + С, если 
только Ти д принадлежат обштирному классу функций, называе- 
мых гипергеометрическими членами. Обозначим через 








К к к 
а,..., а ат...а 2 
Е| ' м :) = — (5.115) 
От, ..., бп К о"... 6к К! 
К-й член гипергеометрического ряда Е(а1,..., аш; б1,..., би; 2). 
Будем рассматривать Е(а1,..., ам; 61,..., Он; 2)к как функцию К, 
а не как функцию 2. Оказывается, что во многих случаях суще- 
ствуют параметры с, А\1,..., Ам, В1,..., Вм и Д, такие, что 
1, ..., Чат Ат,..., Ам 
Е 2) бк =СЕ |2 +С (5.116 
>. ОА ). в ). (5.116) 
при заданных а1, ..., ап, 01, ..., Он и 2. Будем говорить, что 
заданная функция (а1,..., аж; б1,... , би; 2)к СУМмируема в ги- 


пергеометрическит членах , если такие константы с, А!1,..., Ам, 
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В1,..., Вм, 2, существуют. Алгоритм Госпера либо находит такие 
константы, либо доказывает, что их не существует. 

В общем случае мы говорим, что +(К) есть гипергеометриче- 
ский член, если +(К + 1)/4{(К) является рациональной функцией 
от К, не равной тождественно нулю. Это значит, по существу, что 
{(К) кратно с постоянным множителем члену вида (5.115). (Тут 
возникают некоторые технические детали, связанные с нулями, 
поскольку мы хотели бы, чтобы 4(К) имело смысл для отрица- 
тельных К, а также когда одно или более из значений в (5.115) 
нулевое или целое отрицательное. Строго говоря, наиболее общий 
гипергеометрический член получится, если умножить (5.115) на 
ненулевую константу и на некоторую степень 0, а затем сокра- 
тить нули в числителе и знаменателе. Пример в упр. 12 поможет 
прояснить это общее правило.) 

Предположим, что мы хотим найти ) {(К) К, гле+(К) — гипер- 
геометрический член. Алгоритм Госпера состоит из двух шагов, 
каждый из которых достаточно прямолинеен. Шаг 1 состоит в 
том, чтобы выразить отношение членов в специальной форме 


К-т) _ РК+П а (К) 


=, .11 
5® — Р@ Ик+П (5117 
гдер, 4 ит суть многочлены, подчиняющиеся следующему усло- 
Вию: (Делимость много- 
членов аналогична 
(К-+х)\а(К) и (К+В)\т(К) делимости це- 
—> х- В не целое положительное число. (5.118)  ЛЫХ чисел. Так, 


(кК+«)\а(К) 
означает, что отно- 


Данное условие легко достижимо: мы начинаем, предваритель- 
‚ ПР Р шение а(К)/(Кк + 


но положив р(К) = Та а(К) ит(К-+ 1) полагаем равными чи- х) является мно- 
слителю и знаменателю значения членов и разлагаем их на ли- и„.леном 
нейные множители. Если, например, 1(К) имеет вид (5.115), то Ясно что 
начинаем с факторизации 4(К) = (К+а1)... (К + ат)2 и т(К) = (к+о\а(ю) 
(КБ: —Т)... (К+Ь, —Т)К. Затем проверяем, не нарушено ли усло- тогда и только 
вие (5.118). Если 4 ит имеют сомножителями (К + сх) и (К+В), тогда, когда 

где хх — В =М > 0, то выделяем их из а ити заменяем р(К) на а(—<) =0.) 


р(К)(К+х-— ПК 
=р(К)(К+х-—1)(К+х-— 2)... (К+В+Ъ. (5.119) 


Новые р, 4 ит по-прежнему удовлетворяют (5.117), и эта проце- 
дура повторяется до тех пор, пока не будет выполнено условие 
(5.118). Вскоре мы поймем, почему (5.118) так важно. 

Шаг 2 алгоритма Госпера завершает работу — он состоит в на- 
хождении гипергеометрического члена Т (К), такого, что 


+(К) = Т(К+ 1) — Т(Ю), (5.120) 


если это возможно. Однако совсем не очевидно, как добиться это- 
го; чтобы двигаться дальше, нам нужно развить какую-то тео- 
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рию. Госпер, проанализировав множество частных случаев, заме- 
тил, что разумно записать неизвестную функцию Т(К) в виде 


т(К) 5(К) +(К) 
ТК) = —— >, (5.121) 
р(К) 
гле $(К) —некоторая секретная функция, которую необходимо 
(В упр. 55 объяс- каким-то образом раскрыть. Подставляя (5.121) в (5.120) и при- 
няется, почему меняя (5.117), получаем 
нам хотелось 
бы ВЫПОЛНИТЬ _ т(к-+1)5(К+ ЭЕК+Т) тк) (ЮЖ) 
(К) = —— 
эту загадочную р(К +1) р(К) 
постановку.) _ ак +) _ тю) 
р(К) РК 
так что мы должны иметь: 
Р(К) = а(К) $(К +1) — т(К) (К). (5.122) 


Если мы сумеем найти функцию $(К), удовлетворяющую этой ре- 
куррентности, то, тем самым, мы найдем и сумму > +(К)6К; если 
же нет, то члена Т не существует. 

Мы предполагаем, что Т (К) — гипергеометрический член, а это 
значит, что Т(К-+ 1)/Т(К) является рациональной по К функии- 
ей. Поэтому, согласно (5.121) и (5.120), функция т(К)5(К)/р(К) = 
Т(к)/ (Т(к+ | Т(К)) является рациональной по К функцией, а 
сама функция $(К) должна быть отношением многочленов: 


$(К) = НК)/9(К). 


Но на самом деле можно доказать, что функция $(К) сама явля- 
ется многочленом. Действительно, если 09(К) не константа и если 
(К) и 9(К) не имеют общих множителей, положим М равным наи- 
большему целому, такому, что как (К+В), таки (К+В+М-1) вхо- 
дят сомножителями в 9(К) при некотором комплексном числе В. 
Величина М положительна, поскольку М = 1 всегда удовлетворя- 
ет данному условию. Уравнение (5.122) может быть переписано 


как 
р(®) 9(к+1)9(К) =а(к)(К+1) (К) —т(к) 9(к+ ПЕ), 
а если положить К = —ВиК = —В — М, то получим 


т(-В)9(1— В) (-В) =0 = а(-В — М) (1-В-— №) 9(-В —М). 


Теперь 1(—В) #Ои {1 — В — М) 2 0, потому что Ти д не имеют 
общих корней. К тому же 9(1— В) #0и 9(—В — М) 2 0, потому 
что в противном случае функция 9(К) содержала бы сомножитель 
(К+-В—1) или (К+В-+М), вопреки допущению о максимальности М. 


Теперь я понимаю, Поэтому 

что Госпер пришел "(— В) = ав — М) =0. 

к условию (5.118), В) = а В } 

чтобы это доказа- Но это противоречит условию (5.118). Следовательно, функция 


тельство работало. —5(К) должна быть многочленом. 
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Теперь нам осталось найти многочлен $(К), удовлетворяющий 
уравнению (5.122), если р(К), а(К) ит(К) — заданные многочлены, 
или доказать, что такого многочлена не существует. Это легко 
сделать, если $(К) имеет какую-либо определенную степень 4, так 
как можно положить 


(К) = ак“ + да 1 КИ + -- + 0, ба О, (5.123) 


с неизвестными коэффициентами (ха,..., бо) и подставить дан- 
ное выражение в основное рекуррентное соотношение (5.122). 
Многочлен $(К) будет удовлетворять данной рекуррентности то- 
гда и только тогда, когда все сх удовлетворяют линейным уравне- 
ниям, получаемым в результате приравнивания коэффициентов 
при каждой степени Кв (5.122). 

Но как установить степень $? Оказывается, что в действи- 
тельности имеются самое большее две возможности. Уравнение 
(5.122) может быть переписано в виде 


2р(к) = О(К) ($(к +1) + $(ю)) + В(к) ($(к +1) - $(К)), 
гле О(К) = а(К) -т(К) и Е(К) = а(К) +т(®ю. (5.124) 


Если многочлен $(К) имеет степень 4, то сумма $(К +1) + $(К) = 
2хаКЧ +... также имеет степень 4, в то время как разность 
5(К-+1) — $(К) = Д$(К) = дак“ ' +... имеет степень 9—1. (Мож- 
но считать, что нулевой многочлен имеет степень —1.)} Обозначим 
через 4её(р) степень многочлена р. Если 4её (О) > 4едё(К), то сте- 
пенью правой части равенства (5.124) будет 4её(О)-- а, так что мы 
должны получить 4 = аев(р) — 4её (О). С другой стороны, если 


Чеё(О) < Чеё(®) = а’, то можно записать, что О (К) = Л'К4'-1+... 
и В(К) = АКА +..., где Л 52 0, а правая часть уравнения (5.124) 
имеет вид 


(2^' а + Ла са) к“ 1+... 


Егво, две возможности таковы: либо 2^' + Ла 2 0и 4 = ае(р) — Ни слова 
Чеё(К) +1; либо 2^' + Ла =биа > 4ев(р) —Чеё (К) +1. Второй слу- в простоте. 
чай необходимо проверять только тогда, когла —2А'/Л является 
некоторым целым числом а, большим чем 4её(р) — аеё(К) + 1. 

Итак, мы располагаем достаточным количеством фактов для 
того, чтобы выполнить шаг 2 алгоритма Госпера: попробовав, са- 
мое большее, два значения 4, мы можем найти $(К), если только 
уравнение (5.122) имеет полиномиальное решение. Если $(К) су- 
ществует, то его можно подставить в (5.121) и получить нашу 
функцию Т. Если же нет, то тем самым доказано, что +(К) не 
суммируемо в гипергеометрических членах. 

Пора привести какой-нибудь пример: попробуем вычислить 
частичную сумму (5.114). Методу Госпера должно быть под силу 
установить величину 
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при любом фиксированном п, так что мы будем искать сумму 
членов 


| (1) 
КЮ) = (;) 10° = В | 


На шаге 1 мы должны представить отношение членов в требуе- 
мом виде (5.117): 


(КТ) _ (К-п) _ рк+Па® 





{к  (К+-П  Рр®тк+П’ 
т.е. мы просто выбираем р(К) = 1, 9(К) = К-пит(К) = К. 
А почему не Подобный выбор р, 4 и т удовлетворяет условию (5.118), если 
т(К) =К+Т? только п не является целым отрицательным числом: предполо- 


Впрочем, понятно. жим, что п таковым не является. 

Теперь переходим к шагу 2. Согласно (5.124) нам следует рас- 
смотреть многочлены О(К) = —пи К(К) = 2К —пт. А поскольку 
К имеет степень большую, чем степень О, то необходимо рассмо- 
треть два случая: либо 4 = аеё(р) — 4её(К) + 1, что равно 0, либо 
4 = —2^'/Л, где Л’ = -пил = 2, так что 4 = п. Первый слу- 
чай предпочтительнее, поскольку он не требует, чтобы п было 
целым положительным, так что займемся им в первую очередь; 
нам нало будет рассмотреть вторую возможность для 4, только 
если первый случай не приведет к успеху. Если 4 = 0, то значение 
$(К) есть просто со и уравнение (5.122) сводится к 


1 = (К- п) — Кобо. 


Следовательно, мы выбираем хо = —1/п. Это удовлетворяет тре- 
буемым условиям и дает точно тот результат, который мы рас- 
считывали подтвердить: 


Т(к) = 


2). 


= (тре | если п = 0. 


Если же применить тот же самый метод к вычислению не- 
определенной суммы )_ (т) 6К без (—1)^, то все будет почти тем 
же самым, за исключением того, что функция а(К) будет равна 
п.— К; следовательно, О (К) = п—2К будет иметь степень большую, 
чем степень К(К) = п, и мы придем к заключению, что 4 имеет 
невозможное значение её (р) — Че (О) = —1. (Многочлен $(К) 
не может иметь отрицательную степень, поскольку он не может 
быть нулем.) Значит, функция (1) не суммируема в гипергеоме- 
трических членах. 
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Как бы то ни было, раз уж мы избавились от невозможного, 
все, что бы ни осталось, обязано быть истинным, каким бы не- 
вероятным оно не казалось (по утверждению Ш. Холмса [162]). 
Когда мы определяли р, 4 и т, то решили пренебречь возмож- 
ностью того, что п могло быть целым отрицательным числом. А 
что, если это так? Давайте положим п = —М, где М — положи- 
тельное число. Тогда отношение членов для )_ (+) К есть 


+К+П  —(К+М) РКТ а® 


к  (К+) —  РЮ тк+П 
и, согласно (5.119), его следует представлять при помощи р(К) = 
(К+1)“-1, а(к) = 1 т(К) = Т. Теперь шаг 2 метода Госпера 


советует поискать многочлен $(К) степени 4 = М —1Т (а вдруг 
повезет?). Так, при М = 2 рекуррентность (5.122) дает следующее 
уравнение, которое нужно решить: 


К+Т = — ((К+Т) ол + со) — (Кол + 0). 


Приравнивание коэффициентов при К и | показывает, что 


1 = — 01 — бу; Т = —91 — бо — 90; 
следовательно, $(К) = —5к— т является решением, а 
—2 
на _ СЕВ) рее 
— к+1 — 4 ` 
Может ли это быть желаемой величиной суммы? Да, все получа- 
ется: 
к +3 _ 2+1] —2 
кт рук" тк — 
Е (ЕЕ = (Окт (,). 


Формулу суммирования можно записать в другом виде, с верх- 
ним пределом 


—2 12 +1 т 
(Е) не 4 , 


К<т 
_1\т-1 __[_ Тут 
( - ( +1 (-1) ) 


2 


= (—1)"" с целое т > 0. 
В этом представлении скрыт тот факт, что биномиальный ко- 
эффициент (72) суммируем в гипергеометрических членах, ибо 
[т/2] не является гипергеометрическим членом. (См. упр. 12.) 

Со знаменателем (5.121) могут возникнуть затруднения, если 
Р(К) = 0 для некоторого целого К. Упражнение 97 помогает по- 
нять, что можно сделать в такой ситуации. 


„Превосходно, 
Холмс! 
„Элементарно, 
дорогой Ватсон“ 
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Заметим, что нет никакой необходимости собирать каталог 
А было бы инте- гипергеометрических членов, суммируемых в неопределенном ви- 
ресно взглянуть. де, подобный базе ланных определенных гипергеометрических 
сумм, о которой мы говорили ранее в этой главе, — алгоритм Го- 
спера дает быстрый и регулярный метод, который работает во 
всех суммируемых случаях. 
Марко Петковшек [236] нашел замечательный способ обобще- 
ния алгоритма Госпера на более сложные задачи обращения. А 
именно, он показал, как найти все гипергеометрические члены 
Т(К), удовлетворяющие рекуррентности 1-го порядка 


(К) = РИЮТ (К+ О +... + р (®Т(К- 1) + ро(ЮТ(К), (5.125) 


если даны гипергеометрический член +(К) и многочлены р\(К), 
.’ р1(К), Ро(К). 


5.8 МЕХАНИЧЕСКОЕ 
СУММИРОВАНИЕ 


Алгоритм Госпера замечателен сам по себе, однако он по- 
зволяет найти выражение в замкнутом виде лишь для некоторых 
биномиальных сумм из числа встречающихся на практике. Дорон 
Зильбергер [120] сумел так расширить алгоритм Госпера, что он 
стал еще замечательнее и теперь справляется с куда большим чи- 
слом случаев. Используя расширение Зильбергера, мы можем не 
только находить частные суммы, но и выполнять суммирование 
по всем К, так что у нас появляется альтернатива гипергеометри- 
ческим методам из разд.5.5 и 5.6. При этом вычисления, как и 
в исходном методе Госпера, могут выполняться на компьютере 
почти механически; нам не нужно рассуждать или полагаться на 
удачу. 

Основная идея заключается в том, чтобы рассматривать наше 
слагаемое как функцию {(п, К) от двух переменных п и К. (В алго- 
ритме Госпера мы писали просто +(К).) Если неопределенная сум- 
ма {(п, К) по К не выражается в гипергеометрических членах —и 
давайте считать, что так оно и есть, исключение составляют лишь 
немногие суммы — то, как заметил Зильбергер, часто удается так 
видоизменить {(п,К), чтобы получить иные слагаемые, которые 
уже суммируются в неопределенном виде. Например, на практике 
часто оказывается, что Во(п.)4 (п, К)+В1 (м.)+(п-- 1, К) неопределен- 
но суммируемо по К для подходящих многочленов Во(п) и В1(п). 
А вычислив сумму по К, мы получаем рекуррентное соотношение 
по п, которое и решает нашу задачу. 

Чтобы познакомиться с общим подходом, начнем с рассмотре- 
ния простого случая. Предположим, что мы забыли биномиаль- 
ную теорему и хотим вычислить )_‚ (1)7“. Как можно было бы 


А страница 199 получить ответ, если мы не обладаем даром ясновидения и ника- 
исчезла. кие догадки не приходят в голову? Ранее в этой главе, например в 


задаче 3 из разд. 5.2, мы научились заменять (1) на ("2") + (т ) 
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и с легкостью получать требуемый результат. Но есть и более 
систематический путь. 

Пусть +(п,К) = (")2° — суммируемая величина. Алгоритм 
Госпера говорит, что мы не можем вычислить частные суммы 


кот (п, К) в гипергеометрических членах для произвольно- 


го п, кроме случая 2 = —1. Так что вместо этого рассмотрим 
более общее слагаемое 
(п, К) = Во(п)4 (п, К) + В1 (п) (м + Т,К). (5.126) 


Попробуем найти значения Во(п.) и В1(п), при которых алгоритм 
Госпера сработает успешно. Во-первых, мы хотели бы упростить 
(5.126), применяя соотношение между +(п + 1,К) и {(п,К), с тем 
чтобы исключить {(п + 1,К) из выражения. Поскольку 


(п + 1,К) (п-+1)!2° (п-ю!К! 
тю (пт Юа п 
м +1 
+1 К’, 
имеем 
(п, К) 


(п, К) = р(м, К) Тк 


где 
р(п,К) = (п +1 -— К) Во(м) + (п + ПВ: (п). 


Теперь применим алгоритм Госпера к {(п, К) с фиксированным п. 
Сначала запишем 
(и, к+1) _ Р(м,к+1) а(м,Ю) 
——_— к, (5.127) 
(пм, К) р(п,К) ти, к+1 
как в (5.117). Метод Госпера нашел бы такое представление, 
начав с р(п,К) = 1, но в расширении Зильбергера лучше на- 
чать с р(п,К) = р(п,К) Заметим, что если положить 1(п,К) = 
(т, К)/р(т, К) и (п, К) = (м, К)/р(,Ю), то уравнение (5.127) бу- 
дет эквивалентно 
(п, К] р(м, К -+ 1 ‚ К 
(КТ) _ р +1) а(м, К) | (5.128) 
т, К) р, Ю т, к+И 
Таким образом, мы получим р, 4 и т, удовлетворяющие (5.127), 
если найдем р, 4, т, удовлетворяющие (5.128), начав с р(п,К) = 1. 
Это облегчает жизнь, поскольку &{(п. К) не содержит неизвестных 
величин Во(п) и В1(п), которые входят в (п, К). В нашем случае 
(п, К) = (п, К)/(п +1-—К) =п! 2/(п + Т-—К)!К!, так что 


(п, к+1) _ (п+1-—К)2 
(п, к) = к+1 
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Теперь я уже за- и мы можем взять а(п, К) = (п-+1—К)2 ит(п,К) = К. Предполага- 
помнил, почему ется, что эти многочлены удовлетворяют (5.118). Если же нет, то 
т(п, К) не равно мы должны удалить из 4 ит некоторые множители и включить 
К+Т. соответствующие множители (5.119) в р(п, К); но это нужно де- 


лать, только если величина с — В в (5.118) является целой поло- 
жительной константой, не зависящей от п, поскольку мы хотим, 


Этот способ рас- чтобы наши вычисления были справедливы для произвольного 
суждений „для т. (Формулы, которые мы выводим, будут в действительности 
произвольного п“ справедливы, лаже когда п и К— не целые (при использовании 
обосновывается в обобщенных факториалов (5.83).) 


самом конце этого 


раздела Наши начальные 4 и т удовлетворяют (5.118) в указанном 


смысле, так что можно переходить прямо к шагу 2 в алгоритме 
Госпера; мы хотели бы решить уравнение, аналогичное (5.122), 
с использованием (5.127) вместо (5.117). Так что наша задача — 
решить 


— Перев. 


ф(п,К) = а(п,К) (мп, К+Т) —т(п,К)$(п,К) (5.129) 
относительно секретного многочлена 
5(п,К) = са(п)К® + ха (п) к +... + (п). (5.130) 


(Коэффициентами $ могут быть не константы, а функции от п.) 
В нашем случае уравнение (5.129) имеет вид 


(п+1-— ЮВо(п) + (п -+ ПВ1 (п) 
= (п-+1—К)2$(п, К+Т) — К$(п, К), 


и мы рассматриваем его как полиномиальное уравнение по К, где 
коэффициенты зависят от п. Как и ранее, находим степень 4 мно- 
гочлена $, рассматривая многочлены О(п,К) = а(п,К) —т(п,К) 
и К(п,К) = а(п,К) + т(п,К). Поскольку 4её (О) = 4ев(К) = 1 
Здесь степень (в предположении 2 52 +1), имеем 4 = 4её(р) — 4е (0) = би 
деё (О) означат — $(п,К) = со(п.) не зависит от К. Наше уравнение превращается в 
степень по К; п. 
считается констан- (п+1— ЮВо(п.) + (п + ПВ1 (п) = (п+1-—К)2%0(п) — Коо(п); 
т приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях К, мы по- 


лучаем эквивалентную систему уравнений, не содержащую К: 
(1+ 1) Во(") + (п + ПВ1 (п) — (п + 1)2%(п)=0, 
— Во(п.) + (2+1) в(п)=0. 
Таким образом, мы имеем решение (5.129) с 
Во(п) = 2+1, В1(м) = -Т, хо(п) = 5$(п,К) =Т1. 


(По случайному совпадению п исчезло.) 

Итак, мы установили, пользуясь чисто механическим методом, 
что +(п,К) = (2+ 1) (п, К) — *(п + Т,К) суммируемо в гипергеоме- 
трических членах. Иными словами, 


(пк) = Т(и, к+ 1) -Т(п,К), (5.131) 
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где Т(п,К) — гипергеометрический член относительно К. Чему 
равно Т(п,К)? В соответствии с (5.121) и (5.128) имеем 


5) К) Ци кз (п, Юл, ю 
Вью О 


поскольку р(п,К) = 1. (На практике р(п,К) почти всегда оказы- 
вается равным 1.) Следовательно, 


К К п п 
—— К = — к — к. 
КИ" } (2 (т 


И, несомненно, концы с концами сходятся — равенство (5.131) вы- 
полняется: 


е+1()^- (“1 — (1) —_ (571) 


Но в действительности нам не требуется точно знать Т(п,К), 
поскольку мы собираемся суммировать +(п,К) по всем целым К. 
Все, что нам нужно знать,— это то, что Т(п,К)} отлично от нуля 
лишь для конечного множества значений К, когда п. — произволь- 
ное заданное неотрицательное целое. Тогда сумма Т(п, К +1) — 
Т(п,К) по всем К должна свернуться в 0. 

Пусть 5 =) Ип,К) =), (1)2^; это сумма, с которой мы 
начинали и теперь готовы вычислить ее, поскольку уже много 
знаем о {+(п, К). Процедура Госпера—Зильбергера установила, что 


У (&+ Пить к) —т-+тк)) =0. 


К 


Т(п,К) = (5.132) 


Т(м, К) = 


Но эта сумма равна (2+1)) (п, К) — > +(п-1,К) = (2+1)$. — 
5+1. Следовательно, 
$и+1 = (2+ 1)$» (5.133) 


Ага! Эту рекуррентность мы умеем решать, если нам известно 50. 
Очевидно, однако, что 50 = 1. Поэтому мы заключаем, что 5. = 
(2 +1)" для всех целых п > 0. ЧТл. 

Посмотрим вновь на проделанное вычисление и подытожим 
наши действия в такой форме, которую можно будет использо- 
вать и для других слагаемых 1(п,К). Алгоритм Госпера—Зиль- 
бергера записывается следующим образом (считаем, что {(п,К) 
дано): 

О Положим 1 := 0. (Мы будем искать рекуррентность по п по- 
рядка |.) 

1 Пусть (п, К) — Во(п.)+ (п, К) + Вип.) (п + 1, К), где Во(п), 

.., Вт(п) — неизвестные функции. Используя свойства {(п, К), 

найдем р(п, К) — линейную комбинацию Во(п),..., Ви (п), ко- 

эффициентами которой являются многочлены от п и К, та- 

кую, что {(п,К) может быть записана в форме р(п,К)+ (п, К), 


На самом деле 
Пт Т(п,К)=0 
К оо 


при |2] <1 

и произвольном 
комплексном п. 
Поэтому (5.133) 
справедливо при 
всех п.. В частно- 
сти, 5 = (2-+1)", 
когла п. — целое 
отрицательное 
ЧИСЛО. 
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где +(п, К) является гипергеометрическим членом относитель- 
но К. Найдем многочлены р(п, К), а(п, К), т(п, К), так чтобы от- 
ношение членов {(п,К) выражалось в виде (5.128) и при этом 
а(п,К) и т(п,К) удовлетворяли условию Госпера (5.118). По- 
ложим р(п,К) =р(п,К)р(п,К). 


2а Положим 4о := 4её (4 —т), ав := Че (4 +т) и 


_ | аев(ф) — ао, если 4о > 4, 
_ | 4е= (р) — ав +1, если 4о < 45. 


2Ъ Если 4 > 0, то определим $(п,К) как в (5.130) и рассмотрим 


3 


4 


линейные уравнения относительно од, ..., ба, Во,..., Вл, пО- 
лучаемые приравниванием коэффициентов при степенях К в 
основном уравнении (5.129). Если эти уравнения имеют реше- 
ние, в котором все Во, ..., В: не равны одновременно нулю, 
то перейдем к шагу 4. Иначе, если 4о < ави —2Л'/Л есть це- 
лое число, большее а (Л — коэффициент при КЧ* ва-+ т; Л' — 
коэффициент при К“! ва- т), то положим 4 := —2^'/Л и 
повторим шаг 2Ъ. 

(Слагаемое {(п. К) не суммируемо в гипергеометрических чле- 
нах.) Увеличим | на | и вернемся к шагу 1. 

(Успех.) Положим Т(п,К) := т(п, К) (п, К) (п, К)/р(п,К). Ал- 
горитм нашел, что {(п,К) =Т(п,К+1) —Т(м,К). 


Позднее мы докажем, что этот алгоритм завершается успешно 
для всех {(п, К) из широкого класса выражений, называемых под- 
ходящими членами. 


Биномиальную теорему можно вывести многими способами, 


так что наш первый пример применения алгоритма Госпера— 
Зильбергера был скорее поучительным, нежели впечатляющим. 
На этот раз попробуем справиться со сверткой Вандермонда. 
Смогут ли Госпер с Зильбергером вывести алгоритмически, что 
>, (“) (2) имеет простой вид? Алгоритм начинает с | = 0, что, 
по сути, есть повторение исходного алгоритма Госпера, т.е. мы 
пытаемся проверить, суммируемо ли (“)(.°,) в гипергеометри- 
ческих членах. Тут нас ждет сюрприз: это слагаемое оказывает- 
ся суммируемым, если а + Ъ — некоторое специальное неотрица- 
тельное целое число (см. упр. 94). Однако нас интересуют произ- 
вольные а и Ъ, и алгоритм быстро обнаруживает, что в общем 
случае неопределенная сумма не является гипергеометрическим 
членом. Так что 1 увеличивается с 0 до | и алгоритм теперь про- 
бует {(п,К) = Во(п)4(п,К) + В (п)+ (п + 1,К). На следующем ша- 
ге, как в нашем выводе биномиальной теоремы, мы записываем 
(п, К) =р(п, К) (п, К), где р(п,К) получается путем сокращения 
дробей в {(п-+1,К)/+(п,К). В этом случае — мы настоятельно ре- 
комендуем читателю проверить все наши выкладки на листке бу- 
маги; они не такие сложные, как кажется, — все происходит почти 
так же, как и ранее, но с 


р(п,К) = (п+1—К)Во(п) + (Б-п-+Ю)В1 (п) =Р(п.К), 
Е(п,К) =4(п,К)/(п-+1—К) =а!Ъ!/(а-—К)!К(Ъ—п-+К)!(п-+1-—К)!, 
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т(п,К) =({6-п-Кк)К. 
Шаг 2а находит, что её (а—т) < Че(а-+т) и 4 = 4её(ф) — 
Чеё(а + т) +1 = 0, так что $(п,К) опять не зависит от К. Основ- 


ное уравнение Госпера (5.129) оказывается эквивалентным систе- 
ме двух уравнений от трех неизвестных 


м-+ Во (м) + (6 —-п)В1(п) —(п-+Паж(п) =0, 
— Во) +В1(п) + (а+ъ+1) (п) =0 


которая имеет решение 


› 


Во(п) = а+Ъ-т, В1(п) = —п-Т, о (п) =Т. 

Мы заключаем, что (а-+Б—п)4 (п, К) — (п-+1)4(п + 1,К) суммиру- 
емо по К; следовательно, если 5, =), (*) (.?,), то имеет место 
рекуррентное соотношение: 


а+Ь—п 


5+1 — п+| 


п 
и, значит, 5. = (“*°), поскольку 50 = 1. Как все замечательно 
получилось! 

А что мы сможем сделать с тождеством Заальшютца (5.28), 
содержащим три биномиальных коэффициента? Доказательство 
(5.28) в упр.43 интересно, конечно, но оно требует некоторого 
озарения. Преобразуя искусство в науку, мы стремимся заменить 
озарение работой в поте лица; так что давайте посмотрим, в состо- 
янии ли метод суммирования Госпера—Зильбергера обнаружить 
и доказать (5.28) чисто механическим путем. Для удобства сде- 
лаем подстановки т = +4, п =ат=а-+ 6+ с-+ а, $5 = а Ъ+с, 
так чтобы (5.28) приняло более симметричный вид 


у (а+ Ъ-+с-+а+к!)! 
- (а— К)! (6 —К)! (с +кК)! (а-+к)! к! 
_ (а+ь-+с-+а)! (а+Ъь-с]! (аъ +а)! (5.134) 
—  а!Ъ! (а-+ с)! (а-+ а)! 6+ с)! 6 +а)! ‘ 5-34 
Чтобы сумма была конечной, будем полагать, что либо а, либо Ъ 
неотрицательное целое. 
Положим 1(п,К) = по +е+а-+к)!/(п — К)! (6 — К}! (с + 
К)! (ак)! К! и (п, К) = Во(м)+ (п, К) + В1(п)+ (п + 1,К). Двигаясь 
по проторенной дорожке, положим 


р(п,К) = (п-+1—К)Во(м) + (п-+1+ 6 +с-+а-+ю)В! (п) 
= (п, К), 
_ (п, К) 


(п, К) = тк = 


(п +с-+а-к)! 
(м +1—К)! ($ —К)! (с+ к)! (а-+ку!к! › 


Принципиально 
важно то, что 
метод Госпера— 
Зильбергера всегда 
приводит к линей- 
ным уравнениям 
относительно 
неизвестных 

и В, посколь- 

Ку левая часть 
(5.129) линейна 
относительно |, 
а правая часть — 
относительно с. 


Единственная 
немеханическая 
часть работы — 
выбрать, какой 
параметр будет 
называться п. 


Обратите внима- 
ние, что ^’ не 
есть старший 
коэффициент О, 
несмотря на то что 
А есть старший 
коэффициент К. 
Число А’ является 
Кфииантом 


при К" ®-1 во. 


Пот течет, а то- 
ждество вытекает. 
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а(п,К) = п+ъ+с+а+к+1)(п+1-— к) -—К), 
т(п,К) = (с+Кк)(а+к)к 


и попытаемся решить (5.129) относительно $(п,К). Снова ока- 
зывается, что 4ев(а —т) < ЧеЕ(а + т), но на этот раз аеё(р) — 
Чеё(а + т) +1 = -—1, так что тут мы, кажется, застопорились. 
Однако шаг 2Ъ представляет на выбор для степени $ важный 
второй вариант 4 = —2Л'/Л; не стоит отказываться от еще од- 
ной попытки, так что испытаем сейчас этот выбор. Уже К(п,К) = 
а(п,К) +т(п,К) = 23 +..., так что Л = 2, тогда как многочлен 
О(п,К) = 94(п,К)—т(п,К) каким-то чудом имеет степень 1 относи- 
тельно К— коэффициенты при К? сокращаются! Следовательно, 
Л^' = 0; метод Госпера позволяет взять а =би $(п,К) = (п). 
Уравнения, которые нам предстоит решать, выглядят так: 


(п+ ПВо(м.) + (п +1-+Ъ-+с+а)В1 (м) 
— (п+1)(п-+1-+Ъ+с-+а)5 (п) =0, 


— Во(п.) + В1(п.) 
— (м - (п+1+5)(п+1+6+с+ 4) —са) (п) =0; 
и мы находим 
Во(м) = (п+1+Ъ6+с)(м +1 +а)(п-+1+Ъ+с+а), 
В1(м) = —-(мп+1)(м+1+с)(п-+1-+а), 


до(м) = м+2-+ь-+с-+а, 


пролив совсем немного пота. Отсюда немедленно вытекает тожде- 
ство (5.134). 

Можно получить аналогичное доказательство (5.134), если ра- 
ботать с п = 4 вместо п = а. (См. упр. 99.) 

Подход Госпера—Зильбергера помогает вычислять не только 
неопределенные суммы по всем К, но и определенные суммы по 
ограниченному диапазону. Рассмотрим, например, сумму 


$.) =). (“= 


К=0 


(5.135) 


42 


Для 2 = 3 мы получили „неожиданный“ результат (5.20); может 
быть для Госпера и Зильбергера здесь нет ничего неожиданного? 


Обозначая +(п,К) = (^*^)2^, получаем 


К 


р(п, К) = (п + ПВо(п) + (п +1+ЮВ1 (п) =р(м,К), 

(п, К) = (м, К)/(м +1) = м+К)!2^/К (п-т, 

а(п, К) = п-+1+К)2 

т(ц,К) =К 
и Чеё($) = 4её(р) — 4её(а —т) = 0. Решением уравнения (5.129) 
будет Во(м ты 1. Следовательно, мы находим 
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где Т (п, К) = т(п, К) 5 (п, К) (п, К)/Р(п, К) = (1+*)2^. Теперь можно 
просуммировать (5.136) для 0 < К < п + 1, получая 


$ (2) + (п, п +1) + (2- 1)$.-1(2) = Тмп+2) -—Т(п,0) 


— м +2 1+2 
п +1 
2 2п +1 уп. 
п 
Но + (п, п, + 1) — (бп) л — (АТ) лат, так что 
1 т -+Т\ п 
бе) = т ($ +и-28 ("4") ^"). (ваз 


Сразу ясно, что 2 = > действительно особый случай, и $.+1(7) = 


25,(1). Более того, можно упростить рекуррентное соотноше- 
ние (5.137), умножив обе части на суммирующий множитель 
(1 — 2)" +1; это приводит к общему тождеству 


(1 


кК=0 


1— 22 = [2 
— 1 +55.) () (2(1 —2))", (5.138) 


К=1 





которое мало кто мог ожидать до появления Госпера с Зильберге- 
ром. Теперь же производство подобных тождеств — чисто рутин- 
ная работа. 

А вот похожая сумма 


$и(2) = у (^ ‹ “) 2“, (5.139) 


к=0 
встретившаяся нам в (5.74), как быть с ней? Полные уверенности, 


мы полагаем +(п,К) = ("^^ и затем вычисляем 


р(п,Кк) = (п-+1-— 2К)Во(п) + м +1-—Ю)В1(п) = (м, К), 
(п, К) = +(п,К)/(п-+1-—2К) = (м-К])!2“/К! (п+1-—2К)!, 
ам, к) = п +1-— 2К) (п — 2К)2, 
ти, К) = (п-+1- КК. 
Но увы — уравнение (5.129) не решается, если 2 52 1, посколь- $"(—1) равно 
ку степень $ должна бы быть равной 4ер(р) — Чеё(а —т)} = -—1. (п+1)/2". 
Никаких проблем; просто добавим еще один параметр В2(п} и 
испытаем {(п, К) = Во(п)+ (п, К) + В1(п)4(п-1,К)-+ В2(п)+(п-+2,К): 
р(п,Кк) = (п+1-—2К)(п-+2-—2ю)Во(п) 
+ (п-+1—К)(п-+2-—2К)В1 (п) 
+ (п+1-—Ю(п+2-—К)В2(п) =р(м,К), 
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(п, К) = +(п,К)/(п-+1-—2К)(м+2-—2К) 
= (п-К)!2°/К!(п-+2-—2К)!, 

а(п,кК) = п-+2—2Кк)(п+1-—2К)>2, 

тм, К) = (п+1- КК. 


Теперь можно взять $(п,К) = до(п) и (5.129) имеет решение 
Во(п) =2,  В1(п) =1,  В2(м) =-1, — оо(п) =Т. 
Мы обнаружили, что 
24(п, К) ++(м ЕТК) —-+(п+2,К) = Т(п,К+ 1) —- Т(м,К), 


где Т (п, К) равно т(п, К) (п, К)4 (п, К)/р(п, К) = (п-+1-К) КЕ, К) = 


("+ к) 2К. Суммирование от К = 0 до К = п дает 


25% (2) + ($и+1(2) — (+ ‚= 


0 м-2 1 \-1 
— ($52 (2) — (+22 (| ‚= ) 


= Т(пп-+1) —Т(п,0). 


Но (11) 27 = (°)2^+1 = Т(п,п +1) для любого п > 0, так что 


получаем 
$14+2(2) = $1+1(2) + 2$(2), п>20. (5.140) 


Мы будем изучать такие рекуррентности в гл. 6 и 7; методы этих 
глав позволяют немедленно перейти от (5.140) к замкнутой фор- 
ме (5.74) при условии 50(2) = $1(2) = 1. 

Еще один, знаменитый пример завершает картину. В 1978 г. 
французский ученый Роже Апери решил проблему, которая долго 
не поддавалась усилиям математиков, доказав, что число ((3} = 
1+2 +33 +43 +... иррационально [8]. Одна из важнейших 
частей его работы включает вычисление биномиальной суммы 


СИ т 


Рекуррентное соотношение для этой последовательности, которое 
он объявил, другие математики в то время не могли проверить. 
(С тех пор числа А» стали известны как числа Апери; имеем 
Ао =1, А1 =5, А) = 73, Аз = 1445, Ал = 33001.) Наконец, Дон 
Загиер и Генри Коэн [46] нашли доказательство предположения 
Апери, и это их доказательство для одной (но трудной) суммы 
стало впоследствии одним из важнейших соображений, привед- 
ших Зильбергера к открытию общего метода, который мы сейчас 
обсуждаем. 
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Ну вот, мы увидели достаточно примеров, чтобы сумма (5.141) 


стала почти тривиальной. Полагая +(п,К) = (1)? [о и{(п,К) = (Сначала мы 
Во(п.)+ (п, К) В1 (п.)+(п-1,К)-+В2(п)4(п-2, К), попытаемся решить попробовали 
(5.129) с обойтись без В, 
но эта попытка 
р(п,К) = (п+1-к)?(м+2-К)?Во(п) провалилась.) 
+ (п+1+К)?(п+2-— К)? Вл (м) 
+ (п+1+К)*(п+2+К)?В2(п) =Р(п,К), 


(т, К) = +(п,К)/(п-+1-—К)*(п+2-—к)? 
= (п + К)? Ик“ (п+2-ЮР, 

а(п,К) = (п+1+кК)(п+2-К)>, 

т(п, К) = К* 


(То обстоятельство, что 4 имеет множитель (К + п + 1}, ат- 
множитель К, можно проигнорировать; это не нарушает (5.118), 
поскольку мы рассматриваем п как переменную, а не как фик- 
сированное целое.) Так как 4(п,К) —т(п,К) = —2К3 +..., можно 
положить 4её($) = —2^'/Л =2 и возьмем 


$(п,К) = «2(п) К? + ол (п) К + во (п). 


С таким выбором $ рекуррентное соотношение (5.129) превраща- 
ется в пять уравнений относительно шести неизвестных Во(п), 
В1(м.), В2(м), жо(п), ол (п), х2(п). Так, например, приравнивание 
коэффициентов при К° упрощается до уравнения 


Во + В1 + В2 — № — 1 — 2 =0; 
уравнением для К“ будет 
Во + Вт + В? - ат + (6 - бп + 21?) щ: =0. 


Три других уравнения более сложны. Но главное здесь то, что эти 
линейные уравнения — как и вообще все уравнения, появляющие- 
ся на этой стадии алгоритма Госпера—Зильбергера,— однородны 
(их правая часть равна 0). Поэтому они всегда имеют ненулевое 
решение, если только число неизвестных превышает число урав- 
нений. В нашем случае решением оказывается 


Во(п) = (п+17, 
В1(п) = —(2 + 3)(17п? + 51т + 39), 
В2(п) = (п+2)?, 
хоп) = —16(пм +1) (п + 2)(. +3), 
ол (п) = —12( + 3), 
и2(п.) = 8(2п +3). 
Следовательно, 


(м + 1)3+(п, к) — (2п + 3)(17п? + 51п + 39)+(п + Т.К) 
+ (п 2)3+(п +2, к) = Т(м,к+1) -Т(м, К), 


„Профессор Литл- 
Вуд, случись ему 
использовать 
какое-либо алге- 
браическое тожде- 
ство, никогда не 
затруднял себя его 
доказательством; 
он утверждал, что 
алгебраическое 
тождество, если 
оно справедливо, 
может быть прове- 
рено в несколько 
строк любым 
сомневающимся, 
который настолько 
туп, что нуждается 
в этой провер- 
ке. Моя цель на 
протяжении сле- 
дующих страниц — 
опровергнуть это 
утверждение" 

— Ф. Дайсон [95] 


Что произойдет, 
если +{(п,К) не 
зависит от п.? 
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где Т(п, К) = К*5(п, К4(п,К) = (2+3) (8К? —12к—16(п-+1) (п-2)} х 
(п-+К)!2/(к-—1)!* (п--2-К)Р. Суммируя по К, получаем немыслимое 
рекуррентное соотношение Апери, 


(м + ПЗАв + (п + 2)3Ап+2 
= (2п +3)(17п? + 51п + 39° )Альт. — (5.142) 


Неужели метод Госпера—Зильбергера работает со всеми сум- 
мами, которые встретились нам в этой главе? Нет. Он неприме- 
ним в случае, когда +(п,К) равно (1) (К -+ 1)" '(п-К-+1)“-°" из 
(5.65), поскольку отношение членов 1(п,К + 1)/4+(п,К) не явля- 
ется рациональной функцией от К. Он также не справляется со 
случаями вроде +(п,К) = (")п^, поскольку здесь второе отноше- 
ние членов {(п +1, К)/+ (п, К) не является рациональной функцией 
от К. (Мы можем, однако, получить решение в этом случае, про- 
суммировав (") 2^ и затем положив 2 = п.) И, наконец, этот метод 
терпит неудачу для удивительно простого слагаемого, наподобие 
+(п, К) = 1/(пКк +Т), даже несмотря на то, что оба отношения 
(п, К + 1)/4 (п, К) и (п + 1,К)/4 (п, К) — рациональные функции 
от п и К; см. упр. 107. 

Вместе с тем, алгоритм Госпера—Зильбергера с гарантией 
приводит к успеху в огромном числе случаев, а именно, когла 
слагаемое {(п, К) является так называемым подходящим членом, 


т.е. может быть записано в виде 


(п, К) 
= (п кака!) ..- ‚ар Кар)! пк (5.143) 
’(Ып-ЬК-+Ь:)!... (Байки)! 
Здесь (п, К) — многочлены от п и К; коэффициенты а1, а|, ..., 


ар, а», Вл, 61, ... , ба, Ба — определенные целочисленные констан- 
ты; параметры \/ и 2 ненулевые; остальные величины а|,..., а’, 

1›..., ба — произвольные комплексные числа. Мы докажем, что 
если {(п., К) является подходящим членом, то найдутся такие мно- 
гочлены Во(п),..., В.(п)}, не все равные нулю, и подходящий член 
Т(м, К), что 


Следующее доказательство принадлежит Вильфу и Зильбергеру 
[54]. 

Обозначим через М оператор, увеличивающий п на 1, а че- 
рез К — оператор, увеличивающий К на |, так что, например, 
№2К3+(п, К) = {(п-+2, К+3). Мы будем изучать линейные разност- 
ные операторы от М, К ит, а именно операторные многочлены 
вида 


г] 
Н(М,К,п) = > > «мм, 


1=0 )=0 


(5.145) 
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где каждый коэффициент сх ; (п) есть многочлен от п. Первое на- 
ше наблюдение состоит в том, что, если {(п, К) — произвольный 
подходящий член и Н(М, К, п) — произвольный разностный опе- 
ратор, то Н(М, К, п)+(п, К) — подходящий член. Допустим, фи Н 
задаются, соответственно, равенствами (5.143) и (5.145); ТОГда мы 
определим „базовое слагаемое“ 


(п, К)1 
ПР, (ам + ак + аа: < 0] + а! [а < 0] + а)! 
п“ (м + к + ы:ЦЬ, > 0] + 5/6! > 0] +5)! 


\ тк 


Если, например, {(п,К) есть ("-2*) = (п — 2К)!/К! (п — 3К)!, то 
базовым слагаемым, соответствующим линейному разностному 
оператору степеней [и ], будет +(п,К)1у = (п- 2К -— 2] !/(К+ 
]! (п -— ЗК + П!. Главное то, что си ; (п) МКА(п, К) равно {(п, К) у, 
умноженному на некоторый многочлен от п и К, если 0 < Т< | 
и 0 < } < ]. Конечные суммы многочленов — снова многочлены, 
так что Н(М, К, п)4(п, К) имеет требуемый вид (5.143). 

На следующем шаге нам надо показать, что если {(п, К) — под- 
ходящий член, то всегда найдется такой линейный разностный 
оператор Н(М, К, п), что 


Н(М, К, п)+(п,К) =0. 


Нсли 0 <1<Ти0< } < }, то сдвинутый член “К/У(п,К) есть 
произведение {(п, К)! и многочлена от п и К, имеющего степень 
по К, самое большее, 


Огу = Чед5({) + |а|1 + |1] +. + ар 1+ а] 
+ 611+ 51] + - - - + ба 6:1. 


Следовательно, требуемый оператор Н существует, если мы смо- 
жем решить систему из 01; + 1 однородных линейных уравне- 
ний с (1+1)(] +1) переменными о! ; (п), коэффициентами кото- 
рых являются многочлены от п. Все, что нам требуется — это вы- 
брать настолько большие |[ и ], чтобы выполнялось неравенство 
(1+1)0+1 > 01; +1. Например, можно взять [ = 2А' + 1, где 

А = [а +... + ар -+ +. -- + Ва, 

А’ = [а] +... + а -+ +. +4. 


Последний шаг доказательства заключается в переходе от 
уравнения Н(М, К, п)+(п,К) =0к решению (5.144). Пусть Н вы- 
бран так, чтобы минимизировать ]; иными словами, Н имеет наи- 
меньшую возможную степень по К. Можно записать 


Н(М, К, п) = Н(М, Гл) — (К-ПС(МКм) 


для некоторого линейного разностного оператора С(М, К, п). 
Пусть Н(М,1,п) = Во(п) + В1(п)М + --- + ВИп)М" и Т(п,К) = 
С (М, К, п) 4 (п, К). Тогда Т (п, К) — подходящий член и (5.144) име- 
ет место. 


Интересно, суще- 
ствует ли сдвину- 
ТЫЙ ПОДХОДЯЩИЙ 

гипергеометриче- 
СсКИЙ член? 


Трюк, который 
мы здесь приме- 
ним, основан на 
представлении Н 
в виде многочлена 
от К изатем за- 
мене К на А +1. 
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Доказательство почти завершено, но надо еще проверить, что 
Н(М, 1, п) не является просто нулевым оператором. Если это так, 
то Т(п,К) не зависит от К. Поэтому найдутся такие многочле- 
ны Во(п) и В1(п), что (Во(п) + В'(п)М)Т(п,К) = 0. Но тогда 
(Во(п) + В1 (п)м) С (М, К, п) является ненулевым разностным опе- 
ратором степени ] — 1, который аннулирует +(п, К); это проти- 
воречит минимальности |. Таким образом, наше доказательство 
(5.144) завершено. 

Теперь, зная что (5.144) выполнено для некоторого подходя- 
щего члена Т, мы можем быть уверены, что алгоритм Госпе- 
ра успешно найдет Т (или Т плюс константу). Мы обосновали 
алгоритм Госпера только для случая гипергеометрических чле- 
нов {(К), зависящих от одной переменной К, однако можно распро- 
странить доказательство на случай двух переменных следующим 
образом. Существует бесконечно много комплексных чисел п, для 
которых выполнено условие (5.118), если мы разложим а(п,К) 
и т(п, К) как многочлены от К, и для которых вычисление степе- 
ни 4 на шаге 2 дает тот же результат, что в алгоритме Госпера 
для одной переменной. Для всех таких п наше предыдущее до- 
казательство устанавливает существование нужного многочлена 
$ (п, К); следовательно, существует и требуемый многочлен $(п, К) 
от двух переменных п и К. ЧТА. 

Мы доказали, что алгоритм Госпера—Зильбергера сможет най- 
ти решение (5.144) для некоторого, как можно меньшего 1. Это 
решение дает нам рекуррентное соотношение по п. для вычисле- 
ния суммы по К любого подходящего члена 1(п,К) при условии, 
что +(п,К) отлично от нуля лишь для конечного множества зна- 
чений К. И, разумеется, можно поменять ролями п и К, поскольку 
определение подходящего члена (5.143) симметрично относитель- 
но п и К. 

Упражнения 98-108 дают еще несколько примеров примене- 
ния алгоритма Госпера-—Зильбергера, иллюстрируя его разносто- 
ронность. Вильф и Зильбергер [54] существенно расширили эти 
результаты и получили метод, который справляется с обобщен- 
ными биномиальными коэффициентами и кратными суммами. 


Упражнения 

Разминочные упражнения 

1 Чему равно 11“? Почему это число легко вычислить тому, кто 
знаком с биномиальными коэффициентами? 

2 При каком значении (значениях) К величина (1) максималь- 


на, если п — заданное целое положительное число? Обоснуйте 
ваш ответ. 


3 Докажите „свойство шестиугольника“ (1 1)(,",)(“#') = 


(Е) (кн) (ка). 
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4 Вычислите (1'), обращая (т.е. делая положительным) верх- 
ний индекс. 

5 Пусть р- простое число. Покажите, что (?) шодр = 0 при 
0 < К <. Что следует отсюда относительно биномиальных 
коэффициентов (7. ')? 

6 Подправьте решение задачи 6 в тексте разд.5.2, правильно В случае, 


применив правило симметрии. когда тождество не 
выполнено. 
Справедлива ли формула (5.34) и при К < 0? 


8 Вычислите 


у (;) (ИЕ (1 — к/п)". 


К 


Какова приблизительно величина этой суммы при очень боль- 
шом п? Указание: эта сумма есть ДТ 1(0) при некоторой фун- 
кции 1. 

9 Покажите, что обобщенные экспоненциальные ряды из (5.58) 
подчиняются правилу 


&, (2) = 8(+2)'/*, если + = 0, 
где &(2) служит сокращением для &1(2). 
10 Покажите, что —2 (12(1 —2) +2) /22 является гипергеометриче- 
ской функцией. 
11 Выразите обе функции 


73 75 77 


Тат” 

1. 22 + 1.3.2? + 1.3.5.27 + 
2.3 2.4.5 2.4.6.7 
через гипергеометрические ряды. 








агсз1п 2 = 2 -+ 


12 Какая из приведенных ниже функций от К является ‚гипер- 
геометрическим членом“ в смысле разд. 5.77 Во всех случаях 
обоснуйте свой ответ. 


а пк. 
ЪЬ К". 
с (и+(К+1)!)/2. 
а Ньте ть +... + т. 
е 1/(,) 
{ +«(Ю)Т(К), если + и Т— гипергеометрические члены. (Здесь + иТ не 
& (К) +Т(К), если фи Т-— гипергеометрические члены. обязательно свя- 
Ь п -К), если + — гипергеометрический член. заны так, как в 
1 ак) +оЕК+Т) +сК-+2), если + — гипергеометричес- (5.120).) 
кий член. 
3 [6/2]. 
К КК>О]. 


Между прочим, 
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Обязательные упражнения 


13 Установите связь между суперфакториальной функцией Р‚ = 
Пе К! из упр.4.55, гиперфакториальной функцией О, = 


Пк- КК и произведением К; = По (^). 


14 Докажите тождество (5.25), обратив верхний индекс в правиле 
свертки Вандермонда (5.22). Затем покажите, что еще одно 
обращение дает тождество (5.26). 

15 Чему равна сумма )_/ (УИ? Указание: см. (5.29). 

16 Вычислите сумму 


(инь) нь) (кд 


К 


при целых неотрицательных а, Ъ, с. 


21/2) И (2"51/?). 


18 Найдите другое выражение, аналогичное (5.35), для произве- 
дения 


т\ (т 1/3\ /т- 2/3 
К К К 
19 Покажите, что обобщенные биномиальные ряды из (5.58) под- 


чиняются правилу 


В. (2) = В+ (2) ' 


17 Установите простую зависимость между ( 


20 Определим ‚обобщенный инфрагеометрический ряд" форму- 
лой 


1, ..., Чт 
С 
(оО 


используя убывающие степени вместо возрастающих в опре- 
делении (5.76). Объясните, как ряд С связан с Г. 





к к 

т... @щ 2% 
= ке, 

о К! 


К 
кро От... Об 


21 Покажите, что эйлерово определение факториалов согласует- 
ся с обычным определением, установив, что предел в опреде- 
лении (5.83) равен 1/1, если 2 = т — целое положительное 
число. 


22 Воспользуйтесь определением (5.83) для доказательства фак- 
ториальной формулы удвоения: 


х! (х— 5)! = (2х)! (-5)!/22. 


23 Какова величина Е(—п,1;;1)? 


п ) ("+ 


так) (2 )4к, воспользовавшись гипер- 


24 Найдите величину )_, ( 
геометрическим рядом. 
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:) 
1, а?,..., @п 
гы ( ВА :). 
От, 62,..., бл 
Установите аналогичную зависимость между гипергеометри- 
ческими функциями 


Е о оо 
Ь:,..., ба 


(ет 2, аз, .'.) т ) 
Е |2 | 


25 Покажите, что 


1, @а2,..., Чт 
—Ь:)Е 
(р т 


а т 
Пр Ь: +1, Ъ2,..., Ба 











Ъ1,..., ба 
(= а2-+Т, аз, ..., г ) 
Е 2]. 
61, ..., бы 


26 Из уравнения 
ат, .’’) Чт 
Е 
(5 ...) би 


выразите функцию С(7) как кратное некоторому гипергеоме- 
трическому ряду. 





: =1+С(2) 


27 Докажите, что 


От, ат + >, ...› Чт, ам 7 т—п—1_\2 
1 11 |2 2) 
1, Б1-, ..., ба, би 5, > 


1 2а1,..., дат 2а1,..., ат 
==(Е 
5 ( ое г) +1 ( 


2Ъ1,. .. ‚26: 
28 Локажите тождество Эйлера 


Е (в = (1- 2)°°- Е (= | | 
с с 


применив дважды правило симметрии Пфаффа (5.101). 








-:)) 


29 Покажите, что вырожденные гипергеометрические функции 
удовлетворяют соотношению 


а Ь-—а 
"Е [|= =Р | 
" фь : ь я 
30 Какой гипергеометрический ряд ГЕ удовлетворяет уравнению 
2Е' (2) +Е (2) = 1/(1- 2)? 
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31 Покажите, что если {(К) — любая функция, „суммируемая в 
гипергеометрических членах! то сама функция { кратна не- 
которому гипергеометрическому члену. Так, например, если 
У (К) 5К = сЕ(Аз,...,Ам; Вз,...,Вм; 0)к + С, то существуют 
константы а1,..., ат, 61, ..., би И 2, такие, что {(К) крат- 
на (5.115). 


32 Найдите величину > К? 6К методом Госпера. 


33 Воспользуйтесь методом Госпера для нахождения величины 
У 5к/(К?—1). 


34 Покажите, что гипергеометрическая частичная сумма всегда 
может быть представлена в виде предела обычных гипергео- 


метрических функций: 
1, ..., Чт . —С, 1, ..., Чак 
Е = Ша РЁ | 
> (И ., е-6 (= Ь:, ...) Оп :) 


К<с 
если с — неотрицательное целое (см. (5. 11 5)): Используйте эту 
идею для вычисления суммы ) „< (5) (-1)^ 








Домашние задания 


35 Запись )_„<и (к)2°" двусмысленна в отсутствие пояснений. 
Вычислите это 


а как сумму по К, 
ЪЬ как сумму поп. 


36 Пусть р" — наибольшая степень простого числа р, которая де- 
лит ("+"), если т и п — целые неотрицательные числа. Дока- 
жите, что К является числом переносов, которые происходят, 
когда т складывается с п в системе счисления с основанием р. 
Указание: здесь помогает упр. 4.24. 


37 Покажите, что для факториальных степеней справедлив ана- 
лог биномиальной теоремы; т.е. докажите справедливость со- 
отношений 


хнул=). (,) 


К 


(«Ну =). (;) хку"- 


К 








при любом целом неотрицательном п. 


38 Покажите, что любое целое неотрицательное число п может 
быть представлено единственным образом в виде п = (“) + 


(3) + (5), где а, © и с— целые числа, такие, что 0 За<Ъ <с. 


(Это называется биномиальной системой счисления.) 
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39 Покажите, что если ху = ах + Бу, то 


п 


=>. (“т —1- К) ет + ап-Кы"ук) 


К=1 


при любом п > 0. Установите аналогичную формулу для про- 
изведения более общего вида х"у". (Эти формулы полезны 
при нахождении представления в простых дробях, например 
при х = 1/(2—-с) иуч=1/(2-—4). 


40 Выразите сумму 


У (0! (1) у (7 тк `). целые т, п > 0, 


31 к=1 т) 
в замкнутой форме. 

41 Вычислите )_‚ (1)К!/(п--1-+К)! при целом неотрицательном п. 
42 Найдите выражение для )_ ((—1)*/ (")) 5х и воспользуйтесь им 
для вычисления суммы )_„_,(—1)“/ (1) в замкнутой форме. 

43 Докажите трехчленное биномиальное тождество (5.28). Ука- 

зание: вначале замените ("*<) на), (ии) (5). 


44 Воспользуйтесь тождеством (5.32) для того, чтобы выразить 
двойные суммы 


5-90". 
ООС 


в замкнутой форме при заданных целых та? 0ип>2>0. 
45 Найдите выражение для суммы ) „< (^)4-к в замкнутой 
форме. 


46 Вычислите следующую сумму в замкнутой форме, когда п — 
целое положительное число: 


у 2К—1\ (т — 2-1 (-1) 1 
- К т-— к (2К—1)(4т —-жЖ-1)` 
Указание: снова прибегните к производящим функциям. 
47 Сумма 
у тк + $\ (тп — тк — $ 
- К п-_К 


является многочленом поти $5. Покажите, что она не зависит 
ОТ $. 
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п+5)2-к = 2" может быть объединено с 


м К 
п 


> кп ("+°)2-к = 2". Что представляет собой последнее соот- 
ношение в гипергеометрической форме? 


48 Соотношение „<. ( 


соотношением „5 (“1 “)2“ = 1/(1 — 2)"+', что приводит к 


49 Воспользуйтесь методом гипергеометрических функций для 
вычисления 


х\ (х+т-—К у 
5 (* ( п-—К к: 


50 Докажите правило симметрии Пфаффа (5.101), сравнивая ко- 
эффициенты при 2" в обеих частях данного равенства. 


51 Вывод формулы (5.104) показывает, что 


Птпе_о Е(—т, —2т —1+е;—2щт + е;2) = 1/ (71) 

В этом упражнении мы увидим, что несущественно отлича- 

ющиеся предельные переходы приводят к существенно отли- 

чающимся ответам для вырожденного гипергеометрического 

ряда Е(—т, —2т — 1; —21; 2). 

а Покажите, что шие _,о Е([-т-+е, —2т—1; —2щт + 2е;2) =0, 
используя правило симметрии Пфаффа для доказатель- 
ства соотношения Е(а, —2т.—1;2а; 2} = 0 при любом целом 
т > 0. 

Ъ Чему равен Иа._о Е(-т + е, —2т — 1; —2т + 6; 2)? 


52 Локажите, что если М — целое неотрицательное число, то 


хо м (а атм я 
нь ( т :) =а\...а\“ (—2)\ 
У 
я ТМ вь мм Си 
1—-а'—М,... 1 -@ат-=М 7 


53 Если в тождестве Гаусса (5.110) положить 6 = _> и2р= 1, то 


левая часть сведется к —1, в то время как правая равна +1. 
Почему это не доказывает, что —1 = +17 


54 Объясните, как была получена правая часть соотношения 
(5.112). 


55 Покажите, что 2 = Дит — п = М - М, если гипергео- 
метрические члены +{(К) = КНау!,... ат; 61,..., 6; 2)к и 
Т(кК) = КАу,...,Ам;Въ,...,Вм; Дук удовлетворяют соотноше- 


нию 1(К) = с(Т(к+ 1 - Т(к)) при любом К > 0. 


56 Используя метод Госпера, найдите общую формулу для 
) (-7) 5К. Покажите, что (—1)К— | | | =2| также служит 
решением. 
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57 Используя метод Госпера, найдите константу 9, такую, что 


у (;) 2“(К+ 0) 5к 


суммируема в гипергеометрических членах. 
58 Если т и п — целые числа, такие, что 0 < т < п, то положим 


К 1 
ты (Е 


0<К<и 


Выясните зависимость между Тщи и Ти—1п-1, а затем реши- 
те ваше рекуррентное соотношение, применив суммирующий 
множитель. 


Контрольные работы 


59 Выразите в замкнутой форме 


Х (ны) 


при целых положительных щи ц. 


60 Воспользуйтесь приближением Стирлинга (4.23) для вычи- 


сления ("1") при одновременно больших т и п. К чему сво- 


дится ваша формула при т = п? 


61 Докажите, что если р — простое число, то 


СЕ ва 


[п/р] / \ тп по р 


при любых целых неотрицательных 1 и п. 


62 Установите величину (75) шо р? при условии, что р — про- 


стое число и что т и п — целые положительные числа. Ука- 
зание: при желании можно воспользоваться слелующим об- 
общением свертки Вандермонда: 


С") 


63 Выразите в замкнутой форме 


м п+ К 
9" + ) 


К=0 


К: +К2 +. -+Ка =" 


при заданном целом п > 0. 
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м 

К+1 

64 Вычислите › (;) / | при заданном целом п. > 0. 
к=0 


65 Локажите, что 
у (“; "моче Т!=л. 
к 


66 Вычислите „двойную сумму Гарри“ 


=) (2 
. - —, целое т > 0, 
> б к—7]/ \м/ 2) 


как функцию от т. (Это сумма как по }, так и по К.) 


67 Выразите в замкнутой форме 


у ( 9) (“7 “) целое п > 0. 


К=0 


68 Выразите в замкнутой форме 


у (;) шш(К п -— К), целое п > 0. 
к 


69 Выразите в замкнутой форме 


тп › ) 
кт... Ки 20 (1 


— 
К +. “Ки= 
как функцию т ип. 


ТО Выразите в замкнутой форме 


ОО. чета 


где т и п — целые неотрицательные числа, и пусть А(2) = 

> к>о ак2^ — производящая функция для последовательности 

(ао, ат, а2,...). 

а Выразите производящую функцию $(2) = } п>-о5и2“ че- 
рез А(2). 

Ъ Воспользуйтесь этим приемом для решения задачи 7 из 
разд.5.2. 
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72 Докажите, что если т, п и К— целые числа и п > 0, то 


(" “) п2К—*(®)  — целое, 


где у(К) — количество единиц в двоичном представлении К. 


73 Воспользуйтесь репертуарным методом для решения рекур- 
рентности 


№ = с; Х! =В; 
Хи = (п- 1)(Хи—1 + Хи-2) прит > 1. 


Указание: этой рекуррентности удовлетворяют как п!, так и 
п}. 


74 Эта задача связана с ‚нестандартным вариантом“ треугольни- 

ка Паскаля, стороны которого составлены из чисел 1, 2, 3, 4, 

.., а не из единиц, хотя числа внутри по-прежнему удовле- 
творяют формуле сложения: 


51 4 ПП 


Если ((1)) обозначает К-е число в п-м ряду при 1 < К < п, 


то ((1)) = ((;)) = пи ()) = (“% )) + (‹-1)) рит<к< т. 


Выразите величину ((\)) в замкнутой форме. 


75 Установите зависимость между функциями 


$0 (п) = у (*.) 


К 


$ (п) = ( п ). 
2 Зк+1 
$) => (к ,) 


к 
и величинами |2"/3 | и [2/3]. 


76 Решите следующую рекуррентность для п,К > 0: 
Опо =Т; Оск = [К=0]; 


Отк = Оп-1к + Оп-1тк-1 + ( 


п. 


,) при п, К>0. 
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77т Какова величина 


у Г (` —'). если т > 1? 


О<КЕ.....Км<и 1<)<м 


78 Выразите в замкнутой форме 


у К то м. 
— (2К +1) шод (2т +1)/’ 


считая, что т — целое положительно число. 


79 а Чему равен наибольший общий делитель чисел (^"), (2"), 


} (52) Указание: рассмотрите сумму всех этих п чи- 


сел. 
Ь Покажите, что наименьшее общее кратное чисел ("), ("), 


(") равно Г (п + 1)/(п-+ Т), где ((п) = нок(1,2,...,п). 
Полезно знать. 80 Докажите, что (№) < (еп/К)^ для любых целых К, п 2 0. 


81 Локажите неравенство 


1\ /м-+0 
1 п-ш-1 К 
2 (+) (М >0, 


если 0<0 <10<х < Ти \ т, п — целые неотрицательные 
числа, причем т < п. Указание: попробуйте взять производ- 
ную пох. 


Конкурсные задачи 


82 Локажите, что треугольник Паскаля при 0 < К < п обладает 
еще более удивительным свойством шестиугольника, чем то, 
что приводилось в тексте: 


нод ( (1-1), (7), (4) = нод((“+°), (=), (=). 
К примеру, нод(56, 36, 210) = нод(28, 120, 126) = 2. 


83 Локажите поразительное соотношение с пятипараметрической 
двойной суммой (5.32). 


84 Покажите, что вторая пара правил свертки (5.61) вытекает из 
первой пары (5.60). Указание: продифференцируйте по 2. 


85 Локажите, что 


ус" У (вет тИ 
т=] 1< К, <К2<.. -<Ки < п и 
= (—1)^ п! — (=) 
п 


(Левая часть является суммой 2" — | членов.) Указание: на 
самом деле справедливо гораздо большее. 
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86 Пусть а1, ..., ап — целые неотрицательные числа, и пусть 


С(ат,..., ап) —коэффициент при постоянном члене 2 ...20, 
если п (п — 1) множителей произведения 


а: 
'- =) 


172) 
полностью разложены по положительным и отрицательным 
степеням комплексных переменных 21, ..., 2%. 
а Локажите, что С(а1,...,а„) совпадает с левой частью 
(5.31). 
Ь Локажите, что если 21, ..., 2. — различные комплексные 


числа, то многочлен 


-у П м 

—7: 

К=1 1<)<п 2к ) 
К 


тождественно равен 1. 
с Умножьте исходное произведение из п(п—1) сомножителей 
на +1(0) и установите, что С(а!,а)2,..., ап) равно 


С(а: —Та2,..., ап) + С(ал, аз —Т,..., ам) 
+ + С(ат, аз, ,..,@ —1). 


(Данное рекуррентное соотношение определяет мультино- 
миальные коэффициенты, так что С(а1,..., ап) должно со- 
впадать с правой частью (5.31).) 


87 Пусть т — целое положительное число и ( = е""". Покажите, 


что 
— мк 
У. (" к" ) =" 


К<п/т 
— В_и(2"“)"+1 
—_ 1+м)В-ш(2") — т 
(АТ Вали (2+1 2)! + 
(тт - 1)В1+1уж (69+12)-1 —1 


0<)<м 


(В частном случае при т = 1 это сводится к (5.74).) 


88 Докажите, что коэффициенты $к в (5.47) равны 
> 44 
1х | е—*(1 __ е—*)*к-1 = 


при любом К > 1; следовательно, [5к| < 1/(К-—1). 
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89 Локажите, что соотношение (5.19) обладает бесконечным ана- 


логом 
У ("+") Кук => (; "55 )^(х-+у)"-К  целоет, 
К>т К>т 


если [х| < ми Хх < хХ-+ч|. Продифференцируйте это соотно- 
шение п раз по у и выразите в гипергеометрической форме; 
какое соотношение вы получите? 


90 В задаче 1 из разд.5.2 рассматривается сумма > к>о (;) / (,) 


при целыхти $, таких, что $ 2 т> 0. А какова величина этой 
суммы, еслит и $ не являются целыми числами? 


91 Докажите тождество Уиппла 


Е та, И —42 
1-+а—Ъ, 1-+а-—с (1—2)? 


а, Б, с 
— 1 — а › › | 
И-2) Е (аа .). 


показав, что обе его части удовлетворяют одному и тому же 
дифференциальному уравнению. 


92 Докажите правила произведений Клаузена 


Е а, Ь |=)? = Е 2а, а Ъ, 2Ъ Р , 
а+Ъ+> —_ \2а-+2Ъ, ань+31 7 ' 


у та, з+Ъ + та, 1 В 
1 +а-+ь 1-а-—ь 
ЩЕ т, +а— Ъ, а, 
— 1-+а-Ъ, 1-а-—Ъ 


Какие тождества получаются, если приравнять коэффициен- 
ты при 2" в обеих частях этих формул? 


93 Покажите, что при произвольной заданной функции { и кон- 
станте х неопределенная сумма 


х (Пво+э/ Ци) 5 


имеет (довольно) простой вид. 
94 Найдите )_ (;) (7%) 5К при положительном целом п. 


95 Какие условия следует наложить в дополнение к (5.118), что- 
бы многочлены р, а, т из (5.117) стали однозначно опреде- 
лены? 


2848 БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 


96 Локажите, что если алгоритм Госпера не находит решения 
(5.120) при данном гипергеометрическом члене {(К), то и бо- 
лее общее уравнение 


(К) = (Т(к+ +... +Т.(к + 1)) — (Тю) +.--+Т.К)), 
где Т1(К),..., Гж(К) — гипергеометрические члены, также не 
имеет решения. 


97 Найдите все комплексные числа 2, для которых выраже- 
ние К!? / ГП; (12 + 72 + 1) суммируемо в гипергеометрических 
членах. 

98 Какое рекуррентное соотношение дает метод Госпера—Зиль- 
бергера для суммы 5, =), (7.)7 

99 Используйте метод Госпера—Зильбергера, чтобы найти вы- 
ражение в замкнутом виде для ) „1(п,К), где +(п,К) = 
(п-на-НЫ-Ес--к)!И(п-ЕК)! (с-+К)! (5-—К)! (а-—К)!К!, в предположе- 
нии, что а — неотрицательное целое. 


100 Найдите рекуррентное соотношение для суммы 


к=0 
К 


`` 


найдите другую формулу для $п, воспользовавшись этим ре- 
куррентным соотношением. 


101 Найдите рекуррентное соотношение, которому удовлетворя- Для этого и не- 


ют суммы скольких следую- 
ш\ /п щих упражнений 
а бил (2) = У () (;) 2“; имеет смысл 
к использовать 
п\2 компьютерную 
ь шеи =) (1) 2. влгебру 


к 


102 Воспользовавшись процедурой Госпера—Зильбергера, обоб- 
щите „бесполезное“ тождество (5.113): найдите еще какие- 
нибуль значения а, Би2, для которых 


х (5) (“5 “)=/ (“7”) 


имеет простое выражение в замкнутом виде. 


103 Пусть +(п, К) — подходящий член (5.143). Какие степени бу- 
дут иметь многочлены р(п,К), а(п,К) ит(п, К) относительно 
переменной К, когда процедура Госпера—Зильбергера приме- 
няется к {(п,К) = Во(п)4 (п, К) +... + В) (п + К)? (Ред- 
кими, исключительными случаями можно пренебречь.) 
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104 Используйте процедуру Госпера—Зильбергера для проверки 
замечательного тождества 


т-$—К\ (т-2К 1 $ 1 
Ни К т (т 


К 


Объясните, почему не найдена простейшая рекуррентность 
для этой суммы. 


105 Покажите, что если & = е27"\/3 


п т = тт елое п >20 
кт Ап п, 2 / ’ г = ` 


‚ то 


К+1-+т=3Зп 


106 Докажите удивительное тождество (5.32), положив (т,},К) 
равным результату деления слагаемого на правую часть и 
показав затем, что найдутся функции Т(т,), К) и Ц(т,), К), для 
которых 


{(т-+1,),К) — (т,), К) — Т(т,) + 1, К) —Т(т,), К) 
+ Ц(т,}, к+ 1) — Ц(т,},К). 


107 Докажите, что 1/(пК + 1) не является подходящим членом. 


108 Покажите, что числа Апери Ац из (5.141) —это диагональ- 
ные элементы Ах и числовой матрицы, определяемой как 


2 2 
т т, 2т-+п-—)-—К 
А = 
мт (7) (6) 
),К 
Докажите, что эта матрица симметрична и 
т+т- КЮ" (м+п-2К\° 
о 
— у т\ /п\ /м-+К\ /п-К 
— к/к К к /. 
к 
109 Докажите, что числа Апери (5.141) удовлетворяют сравне- 
нию 


Ам = А п/р Ал шоа р (поа р) 
для всех простых р и всех целых п > 0. 
Исследовательские проблемы 


110 При каких п справедливо (^") = (—1)" (моа (2 + 1)? 


ц 
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111 Пусть ап) — наименьший нечетный простой множитель сред- 
него биномиального коэффициента (2). Согласно упр. 36 не- 


четными простыми числами, которые не делят (^"), являют- 
ся те, для которых все цифры в представлении п. по основа- 
нию р равны (р—1)/2 или меньше. Машинные эксперименты 
показали, что а(п) < 11 при любом 1 < п < 1019009 за ис- 
ключением а(3160) = 13. 

а Верно ли, что а(п) < 11 при любом п > 31607 

Ь Лостигается ли 9(п) = 11 для бесконечно многих п? 


За решение любой из двух частей (а), (Ъ) предлагается воз- 
награждение 7 - 11. 13 долларов. 


112 Верно ли, что (^") делится на 4 или 9 при каждом п. > 4, за 
исключением п = 64 ип = 2567 


113 Если + (п + 1,К)/+(п,К) и (п, К-+ Т)/ (п, К) — рациональные 
функции п и К и если существует линейный разностный опе- 
ратор Н(М, К, п), такой, что Н(М, К, п)+(п,К) = 0, то следует 
ли отсюда, что 1(п, К) — подходящий член? 


114 Пусть т — положительное целое; определим последователь- 


ность с" рекуррентным соотношением 


р 


Являются ли числа с" целыми? 


Специальные числа 





„... раг севе 
пофаноп, [ез 
Югтиез аееппеп 
Риз зутёй1диез" 

— Й. Карамата [124] 


НЕКОТОРЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ чисел возникают в 
математике столь часто, что их узнают с первого взгляда и 
наделяют собственными названиями. Так, каждому изучающе- 
му арифметику известна последовательность квадратных чисел 
(1,4,9,16,...). В гл.1 мы сталкивались с треугольными числа- 
ми (1,3,6,10,...), в гл.4 занимались простыми числами (2,3, 
5,7,...), а в гл. 5 промелькнули числа Каталана (1,2, 5, 14,...). 
В настоящей главе мы получим представление о некоторых 
других важных последовательностях. Первым пунктом нашей по- 
вестки дня будут числа Стирлинга {1} и р и числа Эйлера (1) — 
эти числа образуют треугольники коэффициентов, которые по- 
добны биномиальным коэффициентам (=) из треугольника Па- 
скаля. Потом мы обстоятельно ознакомимся с гармоническими 
числами Ни и числами Бернулли В„ — эти числа отличаются от 
других ранее рассматривавшихся числовых последовательностей 
тем, что они являются дробными, а не целыми числами. И в за- 
ключение мы повосторгаемся очаровательными числами Фибо- 


наччи Ё, и некоторыми их важными обобщениями. 


6.1 ЧИСЛА СТИРЛИНГА 


Начнем с довольно близких родственников биномиальных 
коэффициентов — чисел Стирлинга, названных так по имени 
Джеймса Стирлинга (1692-1770). Эти числа выступают в двух 
разновидностях, традиционно носящих незатейливые названия 
„чисел Стирлинга первого и второго рода" Несмотря на свою по- 
чтенную историю и многочисленные применения, для них до сих 
пор отсутствует общепринятое обозначение. Следуя Йовану Ка- 
рамата, мы будем обозначать через {1} числа Стирлинга второго 
рода, а через Ы — числа Стирлинга первого рода, ибо эти обо- 
значения представляются более удобными в обращении по срав- 
нению со многими другими предлагавиимися обозначениями. 

В табл. 288 и 289 показано, как выглядят числа {1} и ["| при 


малых п и К. Задача, которая включает в себя числа „1, /, 6, Т', 
скорее всего должна быть связана с {1}, а задача, которая вклю- 
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Таблица 288 Треугольник Стирлинга для числа подмножеств. 
п п п п п п п п] [п п 
0 ] 2 3 4 5 6 7 8 9 


1 
3 1 
7 6 1 
15 25 10 1 
31 90 65 15 1 
63 З0Т 350 140 21 ] 
127 966 1701 1050 266 28 ] 
255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 


З 


очи ф< 
@8оо о о - 
— — —ыаыаааа 


чает в себя числа „6, 11, 6, 1% скорее всего с Ы — точно так же, 


как мы предполагаем, что задача, которая включает в себя числа 
„1, 4, 6, 4, 1“, скорее всего должна быть связана с (№): это „фирмен- 
ные знаки" последовательностей, которые получаются при п = 4. 
Числа Стирлинга второго рода возникают значительно чаще, 
чем числа первого рода, так что вторые рассмотрим первыми. 
Символом {1} обозначается число способов разбиения множества (И сам Стирлинг 
из п элементов на К непустых подмножеств. Так, существует семь в своей книге [286] 


способов разбиения четырехэлементного множества на две части: В Первую очередь 
рассмотрел этот 


{1,2,3} 0 {4}, {1,2,4}0{3}, ({1,3,4}09{2}, {2,3,4} 9 {1}, род чисел.) 
{1,2} 0 {3,4}, {1,3}9{2,4}, {1,4}0{2,3}, (6.1) 
следовательно, >} = 7. Обратите внимание, что фигурные скоб- 
ки используются для обозначения как множеств, так и чисел {1}. 
Подобное сходство помогает запомнить смысл обозначения {1}, 


которое может быть прочитано как „К подмножеств из п. 
Давайте взглянем на малые значения К. Существует только 

один способ помещения п элементов в одно-единственное непу- 

стое множество — следовательно, {\} = 1 при любом п > 0. С 


другой стороны, {5} —= 0, ибо 0-элементное множество пусто. 

Случай К = 0 несколько запутан. Все разрешается как не- 
льзя лучше, если согласиться, что существует только один способ 
разбиения пустого множества на нулевое число непустых частей; 
следовательно, {5} = 1. Но для непустого множества нужна по 
крайней мере одна часть, так что {%} = 0 при п > 0. 


А что происходит при К = 2? Конечно же, {°} =0. Если же 
множество из п. > 0 объектов разделено на две непустые части, то 
одна из этих частей содержит последний объект и некоторое под- 
множество из первых п — 1 объектов. Имеется 2"-' способов вы- 
бора последнего подмножества, ибо каждый из первых п — 1 объ- 
ектов либо входит, либо не входит в него. Но нам вовсе не нуж- 
но помещать в него все эти объекты, поскольку у нас должны 
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Таблица 289 Треугольник Стирлинга для числа циклов. 
п п п п т, п. п п мп 
о} |1 2 31| [4] [15| [6] [7| [8] |9 


1 
1 1 
2 3 1 
6 п 6 1 
24 50 35 10 1 
120 274 225 85 15 1 
720 1764 1624 735 15 0 1 
О 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1 
О 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1 


юная -с 
8 о -— 


остаться две непустые части. Поэтому вычтем 1: 


|7 = 211, целое п > 0. (6.2) 


(Это согласуется с приведенным выше перечислением способов 
разбиения: {5} =7=23 —1.) 

Видоизменение подобного рассуждения приводит к рекуррент- 
ному соотношению, с помощью которого можно вычислить {1} 
при любом К. Если задано множество из п > 0 объектов, которое 
должно быть разбито на К непустых частей, то мы либо поме- 
шаем последний объект в отдельный класс (41 способами), 
либо помещаем его в некоторое непустое множество из первых 
п — 1 объектов. В последнем случае имеется К{"_'} возможных 
вариантов, поскольку каждый из бт способов распределения 
первых п— |1 объектов по К непустым частям дает К подмножеств, 
с которыми можно объединить п-й объект. Следовательно, 


м, целое п > 0. (6.3) 


Это именно то правило, в соответствии с которым образуется 
табл. 288; без множителя К оно свелось бы к формуле сложения 
(5.8), в соответствии с которой образуется треугольник Паскаля. 


А теперь — числа Стирлинга первого рода. Эти числа отчасти 
похожи на числа второго рода с тем отличием, что |\| подсчи- 
тывает число способов представления п объектов в виде К ци- 
клов вместо представления в виде подмножеств. Вслух обозначе- 
ние ‘||’ произносится как „К циклов из п". 

Циклы —это циклические представления, аналогичные оже- 
рельям, которые мы рассматривали в гл. 4. Цикл 


ГАА 
р В 
УС 
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можно записать более компактно как ‘[А,В, С, О]’, понимая при 
этом, что 


[А, В, С, О] — [В, С, О, А] — [С, О, А, В] — Ш, А, В, С] ) 
цикл ‚прокручивается“ поскольку его конец соединен с началом. 
С другой стороны, цикл [А, В, С, О] — это не то же самое, что цикл 
[А, В, О, С] или цикл О,С,В, А). 
Существует одиннадцать различных способов составить два „Существует девять 


цикла из четырех элементов: и еще шестьдесят 
1,2,34, 248, 0,392,  1[2,3,94 0, Я плееню 
[ , 3, 2] [4] , [1 ‚4, 2] [3] , [ ‚4, 3] [2] , [2,4, 3] 0] , племени, 
по-своему-хорош" 
следовательно, М = 11. р. Киплинг 


Единичный цикл (т.е. цикл, состоящий только из одного эле- 
мента) — это по существу то же самое, что и единичное множество 
(множество, состоящее только из одного элемента). Аналогично, 
2-цикл подобен 2-множеству, поскольку [А,В] = [В, А], точно так 
же, как {А, В} = {В, А}. Однако существуют два различных 3- 
цикла: [А, В, С] и [А, С, В]. Отметим, например, что одиннадцать 
пар циклов в (6.4) можно получить из семи пар множеств в (6.1), 
составив из каждого 3-элементного множества по два цикла. 

И вообще, из любого п-элементного множества могут быть 
составлены п!/п = (п —1)! циклов, если только п > 0. (Всего 
имеется п! перестановок, а каждый цикл соответствует сразу п. 
из них, поскольку отсчет цикла может быть начат с любого из 
его элементов.) Поэтому 


] 


Это значительно больше величины {1} = 1, которая была полу- 
чена для числа подмножеств Стирлинга. И в самом деле, легко 
убедиться в том, что число циклов должно быть по меньшей мере 
таким же, как и число подмножеств: 


п п 
> > 
Й > 4 | целые п, К > 0, (6.6) 


так как каждое разбиение на непустые подмножества приводит, 
по меньшей мере, к одному представлению в виде циклов. 
Равенство же в (6.6) имеет место тогда, когла все циклы с 
необходимостью являются либо единичными, либо двойными — в 
силу того, что в таких случаях циклы эквивалентны подмноже- 
ствам. А это случается при К = п и при К = п - 1; следовательно, 


ть. 


В самом деле, легко убедиться в том, что 


К 


й = (п-1)!, целое п > 0. (6.5) 
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(Число способов представления п объектов в виде п — 1 циклов 
или подмножеств равно числу способов выбора двух объектов, 
которые окажутся в одном и том же цикле или подмножестве.) 
'Треугольные числа (5) =1, 3, 6, 10,... обращают на себя внима- 
ние как в табл. 288, так и в табл. 289. 

Рекуррентность для |!| можно вывести, видоизменив рассу- 
ждение, которым мы пользовались при выводе рекуррентности 


для {1}. Каждое представление п объектов в виде К циклов ли- 
бо помещает последний объект в отдельный цикл (["_'| спосо- 


бами), либо вставляет этот объект в одно из ["_'] циклических 
представлений первых п — | объектов. В последнем случае суще- 
ствует п — 1 различных способов подобной вставки. (Это требует 
некоторой сообразительности, но нетрудно проверить, что всего 
существует ) способов поместить новый элемент в }-цикл, чтобы 
получить ()+1)-цикл. Так, если } = 3, то цикл [А, В, С] приводит 
к циклам 


[А, В, С, 0], [А, В, О, С] или [А,О,В, С], 


если вставляется новый элемент О, и других возможностей не 
существует. Суммирование по всем ) дает в итоге п — 1 способов 
вставки п-го объекта в циклическое разбиение п — 1 объектов.) 
Таким образом, требуемая рекуррентность имеет вид 


К 


Это аналог формулы сложения, с помощью которой образуется 
табл. 289. 

Сравнение рекуррентностей (6.8) и (6.3) показывает, что пер- 
вый член в их правых частях умножен на его верхний индекс 
(п—1) в случае числа циклов Стирлинга, а в случае числа подмно- 
жеств Стирлинга — на его нижний индекс К. Поэтому, когда до- 
казательство проводится с помощью математической индукции, 
можно осуществлять ‚внесение“ в членах типа п] и Ки}. 

Каждая перестановка эквивалентна некоторому множеству 
циклов. Рассмотрим, например, перестановку, которая переводит 
123456789 в 384729156. Аля наглядности ее можно представить в 
двух строках, 


123456789 
384729156, 


откуда видно, что | переходит в 3, 2 переходит в 8 ит. д. Возни- 
кает циклическая структура, ибо число 1 переходит в 3, которое 
переходит в 4, которое переходит в 7, которое переходит обратно 
в |, те. это цикл [1,3,4,7|. Другим циклом в этой перестановке 
является [2,8, 5], еще одним — [6,9]. Таким образом, перестановка 
384729156 эквивалентна циклическому представлению 


[, 3, 4, 7] [2, 8,5] [6,7]. 
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Если имеется некоторая перестановка Л17“›...Л„ множества 
{1,2,..., п}, то каждый элемент входит только в один цикл. Дей- 
ствительно, если начать с то = т и рассматривать пл = щ,, 
12 = Жи, ИТ д., ТО в КОНЦЕ концов мы должны будем вернуть- 
ся к тк = то. (Рано или поздно числа должны повториться, 
и первым числом, которое появится вновь, будет то, поскольку 
известно, что у других чисел т1, то›, ..., к_1 имеются свои 
собственные предшественники.) Таким образом, каждая переста- 
новка определяет некоторое циклическое представление. Обрат- 
но, если перевернуть данное построение, то каждое циклическое 
представление, очевидно, определяет некоторую перестановку, и 
подобное взаимно однозначное соответствие показывает, что пе- 
рестановки и циклические представления — это, в сущности, одно 
и то же. 
п 


Следовательно, |] — это число перестановок п объектов, ко- 


торое содержит ровно К циклов. Если просуммировать Ы по 


всем К, то мы должны получить общее число перестановок: 


п 
У. Й =п!, целое п > 0. (6.9) 
к=0 

Так, 6 ТТ +61 = 24 =4|. 

Числа Стирлинга полезны потому, что рекуррентные соотно- 
шения (6.3) и (6.8) возникают в целом ряде задач. Так, если мы 
захотим выразить обычные степени х" через убывающие степени 
хг, то обнаружим, что несколько первых случаев дают 


хо = хо, 

Хх! = ХА, 

х? = хе+хи, 

ХЗ = хз + 3х2 + ХЕ, 

хо = Хх + 6х8 + 7х2 + х|. 


Эти коэффициенты подозрительно напоминают числа из 
табл. 288, прочитанные не слева направо, а справа налево — поэто- 
му можно быть почти уверенными, что общая формула такова: 


Пк 
Хх" = У. а, целое п 2 0. (6.10) Лучше было бы 
к определить 
И действительно, простое доказательство по индукции разреша- {"} = [] =0 
ет все сомнения: х-х* = х^+" -- Кхк, так как х®+" = хк(х — К}; ми К < би 
следовательно х.х"-' есть > 0 
п-Т] г п-1| к Ц к 
крем ван [м о 
к к к 
п — 1 | п — 1 К 
— х- Кх- 
к 


2 (4";'}+ {121} 
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Другими словами, число подмножеств Стирлинга — это коэффи- 
циенты при факториальных степенях, которые дают обычные 
степени. 

Можно двигаться и в другом направлении, поскольку число 
циклов Стирлинга —это коэффициенты при обычных степенях, 
которые дают факториальные степени: 


хо = хо, 

х=х,, 

х = хех, 

Хх =х+3х* +2х', 


> 


х = х4 + 6х3 + 11х2 + 6х'. 


Действительно, (х-+п-—1).хкК =хКк+! + (п — Т)хк, так что доказа- 
тельство, подобное только что проведенному, показывает, что 


т п-1 п 
(х+п-— 1х ети» | , Ре 


к 
А это приводит к доказательству по индукции общей формулы: 


х" = У. И ху, целое п > 0. (6.11) 
к 
(Подстановка х = 1 вновь дает (6.9).) 

Но постойте,— скажете вы, — это равенство содержит возраста- 
ющие факториальные степени х", в то время как формула (6.10) 
содержит убывающие факториальные степени х“. А что, если 
требуется выразить х” через обычные степени или если требу- 
ется выразить х" через возрастающие степени? Ну, это просто: 
достаточно добавить всего лишь несколько знаков минус и полу- 
чить 


хп = У. ель целое п > 0, (6.12) 
к 
хп = У. | (-1)"®хк, целое п. > 0. (6.13) 


к 
Это оправданно, например, потому, что формула 
х4 = х(х- 1 (х— 2)(х-3) =х* -— 6х? + Их? -— 6х 
почти такая же, что и формула 
х4 = х(х + 1)(х+ 2)(х +3) = х* + 6х3 + 11х? + 6х, 
за исключением перемены знаков. Общее тождество 
ха = (-1"(-х)" (6.14) 


из упр.2.17 превращает (6.10) в (6.12), а (6.11) в (6.13), если из- 
менить знак х. 
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Таблица 294 Основные тождества для чисел Стирлинга при 
целом п 20. 


Рекуррентные соотношения: 
п п — 1 п —1 
ть т 
п п —1 п — 1] 
ео +1]. 


Частные случаи: 


= м>0], т = п-1)!м>0]. 


ий = (2—1) м> 0], в = (п- 1) Ни [шм>0]. 


5--б-е + 


Преобразования степеней: 


юж) в -> ить. 


к 


Формулы обращения: 


2 арт = нм, 


к 


2 | и (-1)"* = [т=м]. 
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Таблица 295 Дополнительные тождества для чисел Стирлинга 
п\ [К 

у ) | (6.15) 

п| /К 

ы (=) (6.16) 

п К + 1 и-—К 

м тн 1". (6.17) 

п 

К 


. я (") (1. (6.18) 


“ЕЕ > 
ю\-Т"-. 6.10) 
ии бич. о 
| = > ром = > | /ы. (6.21) 
М “«} (6.22) 
АИ Увы [Е |. р 
ее в 
пк мии = 2. а (6.25) 
сы, трус) 6 
ти (нь (вк 629 
пех" К) 6-9 
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Нетрудно запомнить, когданадо вставлять множитель (—1)"-* 
в формулу типа (6.12), поскольку при большом х имеет место 
естественное упорядочение степеней: 


хи > хх при любом х > п > 1. (6.30) 


А поскольку числа Стирлинга [| и {1} неотрицательны, зна- 


ки минус нужно использовать при выражении „малых“ степеней 
через „большие". 

Формулу (6.11) можно подставить в (6.12) и получить двойную 
сумму: 


ни-ни 


К, т 


Так как это справедливо при любом х, то все коэффициенты при 
хх, ..., хп И, хит" хи+2,... в правой части должны быть 
равны нулю, и мы получаем тождество 


> | к (-1"К = [т=т], целые тп 20. (6.31) 


к) м 
к 


Подобно биномиальным коэффициентам, числа Стирлинга 
удовлетворяют многим удивительным тождествам. Однако эти 
тождества не столь гибки, как тождества из гл. 5, так что они ис- 
пользуются далеко не столь часто. Поэтому лучше всего просто 
перечислить простейшие из них — для будущих справок в тех слу- 
чаях, когда потребуется раскусить какой-нибудь крепкий стир- 
лингов орешек. В табл. 294 и 295 содержатся наиболее употреби- 
тельные формулы с повторением уже выведенных главных то- 
ждеств. 

Когда в гл.5 мы изучали биномиальные коэффициенты, то 
установили, что выгодно определить (1) и для отрицательного п 


с тем, чтобы тождество (№) = (",') + (№1) выполнялось без 


каких-либо ограничений. Используя это тождество для распро- 
странения биномиальных коэффициентов (1) за комбинаторные 
рамки, мы обнаружили (в табл. 189), что треугольник Паскаля, в 
сущности, воспроизводит себя в перевернутом виде при его про- 
должении вверх. Попробуем проделать то же самое с треугольни- 
ками Стирлинга. Что случится, если предположить, что основные 


рекуррентности 
п п- | п —1 
М и] 
п п. — | п —1 
о |+ 


(Кнут [141, первое 
издание] вместо 
(=) использовал 


(1) 
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Таблица 297 Треугольники Стирлинга в тандеме. 


НН НН 


—5 1 

—4 10 1 

—3 35 6 1 

—2 50 11 3 1 

—1 24 6 2 1 1 

0 0 0 0 0 о |1 

1 0 0 0 0 Ооо 1 

2 0 0 0 0 Оп 1 1 

3 0 0 0 0 Оз 1 

4 0 0 0 0 Ооо 1 7 6 |1 
5 0 0 0 0 ОО 1 15 25 10 1 


справедливы при любых целых п и К? Их решения определяют- 
ся однозначно, если ввести дополнительно разумные соглашения, 
что 


| - | = &=0] и И = о =в=0. = (632) 


В самом деле, вырисовывается удивительно приятная картина: 
треугольник Стирлинга для циклов появляется над треугольни- 
ками Стирлинга для подмножеств, и наоборот! Оба рода чисел 
Стирлинга связаны исключительно простым правилом [152, 153]: 


Г] = {=}. поыеьл ва 


—п 


Имеет место соотношение „двойственности“ отчасти аналогичное 
соотношениям между шш и шах, между [х| и [х|, между х‘ их", 
между нод и НОК. Легко проверить, что при таком соответствии 
оба рекуррентных соотношения ["] = (п— 1) [+ [Пи {"} = 
К" + {11} сводятся к одному и тому же. 


6.2 ЧИСЛА ЭЙЛЕРА 


Время от времени возникает еще один треугольник чисел, 
которым мы обязаны Эйлеру [368, 813; 374, с. 485] и элементы ко- 
торого мы обозначаем через (т). В данном случае угловые скобки 


напоминают знаки „меньше“ и ‚больше": (" — это число переста- 
новок л17)...Пи множества {1,2,....п\ имеющих К участков 
подзема, а именно, К мест, где Г; < Л;-41. (Предупреждаем: это 
обозначение еще менее употребительно, чем наши обозначения 
[1], {"} для чисел Стирлинга. Однако мы увидим, что в этом 


к 
обозначении есть свой резон.) 
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Таблица 298 Треугольник Эйлера. 


(5701) (0) 6) 0) 90 


—А 


0 
1 0 
4 1 0 
11 11 1 0 
26 66 26 ] 0 
57 302 302 57 1 0 


120 1197 2416 1191 120 1 0 
247 4293 15619 15619 4293 247 то 
502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1 


о юля -о 
— — — — ыы — — 


0 


К примеру, одиннадцать перестановок множества {1,2,3,4} со- 
держат по два участка подъема: 


1324, 1423, 2314, 2413, 3412; 
1243, 1342, 2341; 2134, 3124, 4123. 


(В первой строке перечислены перестановки с 71 < 7) > Пз < П4; 
во второй строке перечислены перестановки с Л! < п) < п: > п4 
и Л! > п) < Л: < па.) Следовательно, (1) = 11. В табл. 298 
приведены начальные числа Эйлера — обратите внимание, что на 
этот раз „фирменным знаком“ данной последовательности слу- 
жит 1, 11, 11, 1. При п > 0 может быть самое большее п -— |] 
участков подъема, так что мы имеем (") = [п=0] на диагонали 
этого треугольника. 

Треугольник Эйлера, подобно треугольнику Паскаля, симме- 
тричен слева-направо. Однако на этот раз правило симметрии 
несколько иное: 


(") — ( п. .) ‚  целоет> 0. (6.34) 


Перестановка п1л....)„ содержит п — | — К участков подъема 
тогда и только тогда, когда ее „отражение“ п„...поп1 содержит 
К таких участков. 

Попробуем найти рекуррентность для (1). Каждая переста- 
новкар =р1...р._1 множества {1,...,п—1} приводит к п переста- 
новкам множества {1,2,..., п}, если вставлять новый элемент п во 
все возможные места. Предположим, что мы вставляем п на ]-е 
место, получая п = рт... р;1пр;...ри-1. Если } = 1 или если 
р;—1 < ру, то число участков подъема в 7 такое же, как и число 
участков подъема в р; если же р;—1 > р; или же } = п, то оно на 
единицу больше того же числа в р. Поэтому в целом перестанов- 
ка п с К участками подъема получается (К + 1) (“7 у способами 
из перестановок р, которые содержат К участков подъема, плюс 
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(п—2)-(к-1) +1) (1) способами из перестановок р, которые 
содержат К— 1 участков подъема. Итак, искомая рекуррентность: 


п. п-—1 п-—1 
(уч у нею (кт), целое п > 0. (6.35) 


А для „запуска“ данной рекуррентности полагаем 


(.) = [К=0], целое К, (6.36) 
и считаем, что (1) =0 при К < 0. 

Числа Эйлера полезны главным образом тем, что обеспечи- 
вают нас неожиданной связью между обычными степенями и по- 
следовательными биномиальными коэффициентами: 


п п\ (х-+К 
х => (*)( и ). целое п > 0. (6.37) 
к 


Западные ученые — (Это „тождество Ворпицкого" [57].) Так, 
недавно узнали о 


выдающейся ки- х2 = [Х)+ х-+1 

тайской книге Ли 2 2 ]’ 

Сянь-Ляня [194; ] 2 

213, с. 320-325 ж8 = (ча (хх 

опубликован- 3 3 3 /’ 

НОЙ В 1867 Г. В ] +2 3 

которой впер- х4 = [* +11 ый ) +11 х + ( ) 

вые упоминается 4 4 4 4 

формула (6.37). ит.д. Тождество (6.37) легко доказать по индукции (упр. 14). 


Между прочим, тождество (6.37) дает еще один способ вычи- 
сления суммы первых п квадратов: имеем К? = (5) (5) + (:) (“+") 


(5) + (“+'); следовательно, 


12+2° +... п? 
= (0) +0) +---+ (2) + (+6) +--.+ (>) 
= (2) + С) = Нил 0+ +2). 
Эйлерова рекуррентность (6.35) несколько сложнее рекур- 
рентностей Стирлинга (6.3) и (6.8), так что не следует рассчиты- 


вать, что числа (т) булут удовлетворять такому же количеству 
простых тождеств. Хотя кое-что есть: 


т 


(ПУ ("тт че (6.38) 


К=0 


{т} = (2). ба 


(м) ^ 2 {] (“; ‘) К. (6.40) 
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Таблица 300 Треугольник чисел Эйлера второго порядка. 


к (500 (5 (а (5 ЖЖ 


0 1 

1 1 0 

2 1 2 0 

3 1 8 6 0 

4 1 22 58 24 0 

5 1 52 328 444 120 0 

6 1 114 1452 4400 3708 720 0 

7 1 240 5610 32120 58140 33984 5040 0 

8 1 494 19950 195800 644020 785304 341136 40320 0 


Если умножить (6.39) на 2`_" и просуммировать по т, то полу- 

п, п-т п К — - 
чим {и}! "=) ,(1)(2+1. А замена 2 на 2—1 и при 
равнивание коэффициентов при 2^ лает (6.40). Таким образом, 
два последних тождества, в сущности, эквивалентны. Первое то- 
ждество (6.38) доставляет отдельные значения (") при малом т: 


п п п 
у (г 
п и п. п--1 
(°) = 3" —(п-+1)2 +( 5 ) 


Более нет нужды задерживаться на числах Эйлера — впол- 
не достаточно просто знать об их существовании и располагать 
сводкой основных тождеств, прибегая к ней по мере необходимо- 
сти. Но прежде чем покончить с этой темой, следует взять на 
заметку еще один треугольник коэффициентов, представленный 
в табл. 300. Эти коэффициенты ((!)) назовем „числами Эйлера 
второго порядка“ потому, что они удовлетворяют рекуррентно- 
сти, подобной (6.35), в которой, однако, в одном месте п заменено 
на 2п — 1: 


(уе уныкы т). вы 


Эти числа допускают любопытную комбинаторную интерпрета- 
цию, впервые подмеченную Гесселем и Стенли [72]: если образо- 
вать перестановки мультимножества {1,1,2,2,..., п, п} с тем осо- 
бым свойством, что все числа межлу двумя встречающимися т 
больше этого т при 1 < т < п, то ((1)) является числом таких 
перестановок, которые содержат К участков подъема. К примеру, 
имеется восемь соответствующих ‚одноподъемных“ перестановок 
множества {1,1,2,2,3,3}: 


113322, 133221, 221331, 221133, 
223311, 233211, 331122, 331221. 
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Таким образом, (()) = 8. А всего имеется 


2т)и 
5(") - (т-1)0п- 3)... = т (6.42) 


к 





соответствующих перестановок мультимножества {1,1,2,2,..., 
п, п}, поскольку оба появляющихся п должны быть смежными 
и имеется 2п — 1 мест их вставки в перестановку мультимноже- 
ства {1,1,2,2,...,п-—1,п—1}. К примеру, при п = 3 перестановка 
1221 имеет пять мест для вставки, что дает 331221, 133221, 123321, 
122331 и 122133. Рекуррентность (6.41) может быть доказана пу- 
тем перенесения на нее той аргументации, которая использова- 
лась для обычных чисел Эйлера. 

Числа Эйлера второго порядка важны, главным образом, в 
силу своей связи с числами Стирлинга [74]: индукцией по п по- 
лучаем, что 


4} (4) (”, ), иоетзо 649 
(м) делоет 20. (644) 


Например, 
х 
х—1 


(0 
|:4-(2)=0 30 =?) 


3} (9) '(° ‚+ 
“3 - (98) +85) 


(Случай п. = 1 уже встречался в (6.7).) Эти тождества справед- 
ливы тогда, когда х — целое и п — неотрицательное целое число. 
Поскольку правые части этих тождеств являются многочленами 
относительно х, тождества (6.43) и (6.44) можно использовать для 


х 


определения чисел Стирлинга {^.} и |„_„| при произвольных 


вещественных (или комплексных) х. 

Если п > 0, соответствующие многочлены {^ } и |” | рав- 
ны нулю при х =0, х =1,..., х = п; следовательно, они делятся 
на (х—0), (х—1),..., (х—п). Интересно взглянуть на то, что оста- 
ется после деления на эти множители. Определим многочлены 
Стирлинга о„(х) по правилу 


о®(х) = ь х |...) (6.45) 


—п 
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Таблица 302 Формулы сверток Стирлинга. 


т$ У ок(т-+-1К) бк (8+ (п-—К)) = (+ $) 0, (т-+ $41) (6-46) 


К=0 
$» Кок (т- 1) о-к($ + (п-К)) = по ("+ $+4т) 6.47) 
К=0 
а п! _ 
= П " и т) (6.48) 
п п! 
Г ^ (т °”-" (6.49) 


(Многочлен о (х) имеет степень п-1.) Несколько первых случаев 


таковы: 
0о(х) = Т/х, 
о1(х) = 1/2, 
02(х) = (3х —1)/24, 
оз(х) = (х*—х)/48, 


о4(х) = (15х3 — 30х? + 5х + 2)/5760. 


Они могут быть вычислены через числа Эйлера второго порядка; 
например, 


оз (х) = ((х—4)(х—5)+8(х+1)(х—4)+6(х-+2)(х+1)) /6!. 


Оказывается, что эти многочлены удовлетворяют двум весьма 
привлекательным тождествам: 


[= г) = Хх). и (х) 2”, (6.50) 








п>0 
] т \* - 
(в) =х) он(х-+ п) 2 (6.51) 
120 
И, вообще, если степенной ряд 5.(2) удовлетворяет тождеству 
(1 - 284(2)° ') = —284(2)\, (6.52) 
То 
$+ (2) =х» ои(х +) 2". (6.53) 


п 


Поэтому мы можем вывести общие формулы сверток для чисел 
Стирлинга, как мы это сделали для биномиальных коэффициен- 
тов в табл. 229 — результаты сведены в табл. 302. Если сумма чи- 
сел Стирлинга не соответствует тождествам из табл. 294 или 295, 
то табл. 302 может оказаться как раз тем, что нужно. (Такой при- 
мер приводится в этой главе — вслед за уравнением (6.100). А в 
упр. 7.19 обсуждаются общие принципы сверток, основанных на 
тождествах типа (6.50) и (6.53).) 


Разве 1/х 
многочлен? 


(Жаль, что не 
так.) 
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Теперь пришло время вплотную заняться гармоническими 
числами, с которыми мы впервые встретились еще в гл. 2: 


1 
т 1 1 — 1 
На =ТЕ++:..+- = › —, целое п >20. (6.54) 
2 3 п К 
к=1 
Эти числа так часто возникают в анализе алгоритмов, что специ- 
алистам понадобилось для них специальное обозначение. Мы же 
воспользуемся обозначением Н„ — буква ‘'Н’ происходит от слова 
‚Багтпогис“ при этом тон с длиной волны |1/п называется п-й гар- 
моникой тона, длина волны которого равна 1. Несколько первых 


значений Н»„ выглядят так: 











0123 4 5 7 8 
3 


п 25 137 4 363 761 1129 7381 


6 12 60 20 14 280 2520 2520 





Упражнение 21 показывает, что при п > 1 числа Н„ никогда не 
являются целыми. 

Вот один карточный фокус, основанный на идее Р.Т. Шар- 
па [351], который демонстрирует, насколько ‚гармонично“ возни- 
кают гармонические числа уже в простых ситуациях. Положив 
на стол п карт и сдвигая их относительно друг друга, нам хоте- 
лось бы образовать как можно больший выступ над краем стола 
с учетом действия силы тяжести: 

2 карта | 


карта 
—- — 









карта п 





Для большей определенности задачи потребуем, чтобы края карт 
были параллельны краю стола —в противном случае величину 
выступа можно было бы увеличить, разворачивая карты так, что- 
бы их уголки выступали немного дальше. А для того чтобы упро- 
стить ответ, предположим, что длина каждой карты равна 2 еди- 
ницам. 

Для одной карты максимальная величина выступа получается 
тогда, когда ее центр тяжести находится ровно над краем стола. 
А поскольку центр тяжести находится в центре карты, то мы 
можем образовать выступ длиной в половину карты, т.е. длиной 
в Г единицу. 

Для двух карт нетрудно убедиться, что максимальная величи- 
на выступа получается тогда, когда центр тяжести верхней карты 
находится ровно над краем второй карты, а общий центр тяжести 
обеих карт — ровно над краем стола. А поскольку общий центр 
тяжести двух карт будет находиться посередине их совмещенных 
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частей, то мы в состоянии увеличить величину выступа еще на 
пол-единицы. 

Подобные обстоятельства подсказывают общий метод, в со- 
ответствии с которым карты помещаются так, чтобы центр тя- 
жести К верхних карт находился ровно над краем К - |-й карты 
(которая положена под эти К верхних карт). Стол же играет роль 
п. - 1-й карты. Аля того чтобы выразить это условие алгебраи- 
чески, можно обозначить через Ак расстояние от выступающего 
края самой верхней карты до соответствующего края К-Й сверху 
карты. Тогда 41 = 0, и нам нужно положить 4х+1 равным центру 
тяжести К первых карт: 


(4+1) + (42+) +.--+ (4к +1) 
ии 


при | <К<п. (6.55) 


(Центр тяжести К предметов, которые имеют веса ил, ..., Мк и 
центры тяжести которых находятся соответственно в точках р1, 

., Рк, находится в точке (млру + --: + мкрк)/ (мл + --- + м).) 
А эту рекуррентность можно переписать в двух эквивалентных 
формах: 


Как+1 = К+ 91+. . + 4к-1+4к, —К20, 
(К — Пак =К-1+а: +... + ак, Кк>1. 


Вычитание одного уравнения из другого показывает, что 
Как-+1 — (К-— 1)4к =1+4к, к>Т; 


следовательно, к. 1 = ак + 1/К. Вторая карта будет сдвинута на 
половину единицы длины относительно третьей карты, которая 
сдвинута на треть единицы длины относительно четвертой карты, 
и т. д. Отсюда по индукции вытекает общая формула 


Чк-1 — Нк . (6.56) 


А если положить К = п, то получим ал+1 = Н;‚ — полную вели- 
чину выступа, когда п. карт уложены так, как описано выше. 

А нельзя ли получить большую величину выступа, воздержи- 
ваясь вначале от сдвига каждой карты на предельно возможное 
расстояние и накапливая ‚потенциальную энергию силы тяжести“ 
для решающего сдвига? Нет, нельзя: всякое устойчивое располо- 
жение карт должно удовлетворять неравенству 


1+а 1+а (+ (1 
д < ПЧ И 49, 1<К< п. 


К тому же 4! =0. Отсюда по индукции следует, что аку < Нк. 
Заметим, что для того чтобы верхняя карта полностью высту- 
пала за край стола, вовсе не нужно очень много карт. Нам нужно 
ровно столько карт, чтобы величина выступа немного превыша- 
ла длину одной карты, которая равна 2 единицам. А поскольку 


Всякий, кто дей- 
ствительно пы- 
Тается получить 
максимальную 
величину высту- 
па с ПОМОЩЬЮ 

52 карт, по всей 
видимости имеет 
дело с неполной 
КОЛОДОЙ — ИЛИ 
же он настоящий 
фокусник. 


Метрическая си- 


стема придает этой 


задачке большую 
научность. 


Пунктуальная 
гусеница, да? 
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первым таким числом, которое превышает 2, является Н4 = 2, 


то достаточно всего лишь четырех карт. 

В случае же 52 карт мы получаем выступ величиной Н5) еди- 
ниц, который оказывается равным Н52/2 =: 2.27 длинам карт. (Мы 
вскоре познакомимся с формулой, которая показывает, как вычи- 
слять приближенное значение Н»„ при большом п, не складывая 
целую кучу дробей.) 

Еще одна занятная задачка, называемая „задачей о червяке 
на резинке“ демонстрирует гармонические числа в ином обли- 
ке. Червяк \У\У медленно, но верно двигается от одного конца по- 
лоски резины метровой длины к другому, проползая по одному 
сантиметру в минуту. По прошествии каждой минуты столь же 
уверенно держащий полоску некто К — единственная цель жиз- 
ни которого состоит в расстройстве планов \У/ — растягивает ее 
еще на один метр. Таким образом, проползав одну минуту, \/\ на- 
ходится в | сантиметре от начала и в 99 сантиметрах от конца 
резинки, после чего К растягивает полоску на один метр. Про- 
цесс растягивания не изменяет относительного местонахождения 
У/ (находящегося в 1% длины резинки от начала и в 99% от кон- 
ца}, так что теперь \У\ находится в 2см от начала и в 198 см от 
цели. Спустя еще минуту у У на счету 3 пройденных сантиме- 
тра и 197 впереди — но К растягивает резинку, и эти сантиметры 
превращаются в 4.5 и 295.5. И так далее... Достигает ли когда- 
нибудь червяк финиша? Чем дальше он двигается, тем больше 
удаляется от него цель. (Предполагаются безграничное терпение 
у Ки \,, беспредельная растяжимость резинки и бесконечная 
крохотность червяка.) 

Выпишем несколько формул. Когда К растягивает резиновую 
полоску, та ее часть, которую прополз \\/, остается одной и той 
же. Таким образом, за первую минуту он проползает 1/100 ее 
часть, за вторую — 1/200 ее часть, за третью — 1/300 ее часть 
и т.д. Часть резинки, которую он прополз за п минут, равна 


ТТ 1 ] Н» 

то (1 ТН) = 100. 
Итак, червяк достигает цели, как только Н. превысит 100. 

Вскоре мы узнаем, как оценивать Н, при большом п, а по- 
ка просто проверим наш анализ, выяснив, как будет вести себя в 
такой же ситуации гусеница. В отличие от червяка за минуту гу- 
сеница способна проползти 50 см, так что в соответствии с только 
что приведенным рассуждением за п минут она проползет Н./2 
длины резинки. Если наше рассуждение правильно, то гусеница 
должна будет добраться до цели, прежде чем п достигнет 4, по- 
скольку Нд > 2. И это так: простой подсчет показывает, что по 
истечении трех минут гусенице останется преодолеть всего лишь 
333 см — она финиширует через 3 минуты и 40 секунд ровно. 

Гармонические числа появляются и в треугольнике Стирлин- 


га. Попробуем выразить в замкнутой форме |°| — число переста- 





(6.57) 
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новок п. объектов, которые содержат ровно два цикла. Рекуррент- 
ность (6.8) показывает, что 


м-+1 п п 
МЫ 
"| + (п- 1}! при п > 0, 


а достойным кандидатом для разрешения этой рекуррентности 
служит метод суммирующего множителя из гл. 2: 


ТГ м1 1 п 1 
я 2 [ео +. 


- 1 А+ 
Развертывание этой рекуррентности показывает, что | ) ] = 
Но; следовательно 


Г > " опа. (6.58) 


В гл.2 была доказана расходимость гармонического ряда 
>_‹ 1/К, которая означает, что Н„ неограниченно возрастает при 
п. > со. Однако то доказательство было непрямым — мы просто 
выяснили, что некоторая бесконечная сумма (2.58) дает разные 
результаты при перестановке ее членов, так что сумма »_,1/К не 
может быть ограниченной. Тот факт, что Ни -} со, представля- 
ется противоречащим здравому смыслу, поскольку, помимо всего 
прочего, означает, что достаточно большая стопка карт образует 
над краем стола выступ величиной с милю и даже больше и что 
в конце концов придет конец мучениям червяка \\. Поэтому да- 
вайте внимательнее разберемся с величиной Н„ при большом п. 

По-видимому, самый простой способ показать, что Ни —} со — 
это сгруппировать члены ряда в соответствии со степенями 2. 
Поместим один член в 1-ю группу, два члена— во 2-ю группу, 
четыре члена — в 3-ю группу, восемь членов — в 4-ю группу ит. д.: 


ЕЕ 
12345678910 ИП 12 13 14 15 (- 
_— ——Й —_ И ————_———_—_—_— 


Группа! Группа2 Группа3 Группа4 


Поскольку оба члена 2-й группы находятся между : и 7, то сумма 


членов этой группы лежит между 2-1 = . и 2.3 = 1. Посколь- 


ку все четыре члена 3-й группы лежат между у и т, то их сумма 


также располагается между > и1. И вообще, каждый из 2°' чле- 
нов К-й группы располагается между 2-К и 2!-К; следовательно, 
сумма членов каждой отдельной группы находится между } и |. 


Подобная процедура группировки показывает, что если п-й 
член принадлежит К-й группе, то должно быть Ни > К/2иН,; < К 


Тогда их следовало 
бы называть чер- 
ВЯчныМи числами, 
раз они такие 
медлительные. 


„Теперь я вижу так- 
же способ, каким 
образом можно 
найти... сумму 
из у° членов гар- 
монического ряда 

. С ПОМОЩЬЮ 
логарифмов, но 
[проделать] у® 
вычислений для 
нахождения этих 
правил было бы 
слишком затрудни- 
тельно" 

— И. Ньютон [230] 
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(доказывается индукцией по К). Таким образом, Н„ —} ©, ав 
действительности 


Ето т (6.59) 


Итак, мы выяснили величину Ни с точностью до множителя 2. 
Хотя гармонические числа и стремятся к бесконечности, они стре- 
мятся к ней всего лишь логарифмически — т.е. крайне медленно. 

Приложив чуть больше усилий и добавив малую толику вы- 
числений, можно получить более точные границы. Как мы вы- 
яснили в гл.2, величина Н„ служит дискретным аналогом не- 
прерывной функции шп. А поскольку натуральный логарифм 
определяется как площадь области под некоторой кривой, то на- 
прашивается следующее геометрическое сравнение: 


Ех) 


< Н‚ < [16т| +1. 





0 1 2 3 ... п п х 


Площадь области под данной кривой от | до п, которая равна 
пм 
[ 4х/х = шп, меньше площади указанных п прямоугольников, 


которая есть Ук 1/К = На. Таким образом, шп < Ни; это более 
точный результат по сравнению с тем, что мы имели в (6.59). А 
размещая те же прямоугольники немного по-другому, мы полу- 
чаем аналогично верхнюю границу: 





0 1 2 


3 ... п х 


На этот раз площадь Ни этих п прямоугольников меньше, чем 
площадь первого прямоугольника плюс площадь области под 
данной кривой. Тем самым доказано, что 


(6.60) 


Итак, мы выяснили величину Ни с ошибкой, не превосходящей 1. 


2 
Гармонические числа ‚второго порядка" не ) возникают тогда, 
когда мы суммируем квадраты чисел, обратных натуральным, 
вместо суммирования просто обратных натуральным чисел: 


шп < Н;, < Шп+1 при п > |. 


Нат. ут 
п — 4 9 т —Ю. 
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Аналогично определяются гармонические числа т-го порядка пу- 
тем суммирования (—т)-х степеней натуральных чисел: 


п 
] 
НИ = > т. (6.61) 
к=1 


Если т > |, то при п -} со эти числа стремятся к некоторому 
пределу; в упр. 2.31 отмечалось, что этот предел обыкновенно на- 
зывают дзета-функцией Римана: 


тен. (6.62) 


К>1 


Эйлер [367] обнаружил изящный способ использования обоб- 
щенных гармонических чисел для приближения ими обычных 


1 . 
гармонических чисел Но ). Рассмотрим бесконечный ряд 





а (6.63) 
кт) к’ 22 "33 "44 23 


который сходится при К > 1. Левая часть — это шК — ш(К-— 1); 
поэтому при суммировании обеих частей по 2 < К < п левая 
сумма телескопируется и мы получаем 


(1 ] ] ] 
шп — 1] => (1+ ев += +) 
К=2 


(Н-П - + КН - ОН -0 + 


После перестановки получается выражение для разности между 
Н ип: 


Н‚— шп =1-1(Н Птн -кнН®-т-.... 
При п. >} со правая часть стремится к предельному значению 
1—1(5(2)-1)—3(463)-1)- (64) -1--.--, 


известному теперь как константа Эйлера и обыкновенно обо- 
значаемому греческой буквой у. В действительности ((т) —1 при- 
ближено равно 1/2", так что этот бесконечный ряд сходится до- „Ншиз вйиг 


вольно быстро и можно вычислить десятичное значение диап вайз 
сопзфапиз$ С 
= 0.5772156649.... (6.64) уаогет 4еехйтиз, 
Итак, эйлерово рассуждение позволяет установить предельное со- СИ о р 3 
отношение — Л. Эйлер [367] 
Шт (Н„— Шт) =У; (6.65) 
пс 


таким образом, на Н„ приходится примерно 58% длины между 
обеими границами из (6.60) — мы постепенно приблизились к его 
истинному значению. 
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Как будет видно в гл.9, возможны дальнейшие уточнения. 
Например, там будет доказано, что 


1 1 : 
Н‚ = шп + у-+ — ы: О<;, <1. (6.66) 


+ 
т 1212 12014’ 
Эта формула позволяет, не прибегая к сложению миллиона дро- 
бей, заключить, что миллионное гармоническое число есть 


Н!000000 = 14.3927267228657236313811275. 


Помимо всего прочего, это означает, что стопка из миллиона карт 
может выступать над краем стола на длину более чем семи карт. 
А что формула (6.66) позволяет сказать о червяке на резин- 
ке? Поскольку величина На не ограничена, то червяк безусловно 
доберется до конца, как только Ни превысит 100. Наше прибли- 
жение к Н, утверждает, что это произойдет при п, примерно 
равном 
е!00-У 2, е79-423 
Ну, на самом деле 
червяк не успе- В действительности, в упр. 9.49 доказывается, что переломное 
ет добраться до значение п. есть либо [е!0°-7 |, либо [е'00-У]. Можно представить 
Наступит гораз. ‘71а себе ликование червяка \\ к большой досаде К, когда он, нако- 
до раньше как нец, пересечет финишную черту, начав свой долгий путь около 
только будет пол- 287 децильонов (287 с 33 нулями.— Перев.) веков назад. (А ре- 
ностью перемещена Зинка окажется растянутой в длину на более чем 1027 световых 
башня Брамы. лет — ее атомы будут значительно удалены друг от друга.) 


6.42 ГАРМОНИЧЕСКОЕ 
СУММИРОВАНИЕ 


Рассмотрим теперь те суммы, которые содержат гармони- 
ческие числа, и начнем с небольшой сводки того, что мы узнали 
в ГЛ. 2: в (2.36) и (2.57) доказано, что 


У. Нк = “Н; —п, (6.67) 
О0<К<п 
—] —1] 
>} кн, = Ан, — МАИ (6.68) 
О<К<п 


Давайте дерзнем и возьмемся за более общую сумму, которая 
включает обе эти суммы в качестве частных случаев. Какова ве- 
личина суммы 


К 
х (=. 
о<К<п т 


когда т. — целое неотрицательное число? 
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Метод, который лучше всего подходил для вычисления (6.67) 
и (6.68) в гл. 2, назывался суммированием по частям. Мы запи- 
сывали общий член суммы в виде цч(К)Ау(К) и применяли общее 
правило 


у’ %(х)Ау(х) 6х = ч(х ум(х) [2 — У ’Ук+ )Ац(х) 6х. (6.69) 


к 
Вспомнили? Сумма > о<к <н (Г) Нк, которая теперь перед нами, 
также подходит для этого метода, поскольку можно положить 


1 
К+1’ 


К К-+1 К К 
Ук) = (нет). Ау(к) = ([) — [ны — (=). 


(Другими словами, гармонические числа имеют простую Д, а би- 
номиальные коэффициенты — простую Д-', так что мы на верном 
пути.) Подстановка этого в (6.69) дает 


к п /х 
У (мн =>. (тн 
О<К< и, 
х п п /х-+1\ бх 
(ин: - 2 у 


п К-+1 1 
= Н‚ — —_. 
(на) > (рен 


0<Кк< 


(К) — Нк, ДАц(К) = Нк. 1 — Нк = 








А оставшаяся сумма вычисляется, поскольку (К-+1)-' можно вне- 
сти под знак биномиального коэффициента, полагаясь на наше 
старое проверенное равенство (5.5): 


нах (ня 
оп т + 1/К-+1 р т/ м-+1 м-+1/м-] 


Таким образом, требуемый ответ таков: 


ри () Нк = [ ‚) (, — =) (6.70) 


(Это чудесно согласуется с (6.67) и (6.68) при т =бишм = 1.) 
В следующем примере вместо умножения фигурирует деле- 
ние — попробуем вычислить сумму 


нь 


К=1 к 


би = 


Если представить Нк по определению в виде суммы, то мы полу- 
чим двойную сумму 


1 


1<)<К<п 
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Но теперь нас выручает другой метод из гл.2: равенство (2.33) 
подсказывает, что 


] п" ] 2 п" ] ] , 2 
= Е) +2 = (НЕ +НУ). (6.71) 


Оказывается, что этот ответ можно было бы получить иначе, если 
бы мы прибегли к суммированию по частям (см. упр. 26). 

Теперь испытаем свои силы на более трудной задаче [304], ко- 
торая не поддается суммированию по частям: 


щук >1 
"=> о т- )", целое п > 1. 


К>1 


(Чтобы не было (В этой сумме и намека нет на гармонические числа, но кто знает, 
намека и на ответ) вдруг они появятся потом?) 
Мы решим эту задачу двумя способами: в одном случае — с 
трудом вымучивая ответ, а в другом — полагаясь на смекалку 
и/или везение. Сперва мучительный способ. Разложим (п — К)" 
по формуле бинома с тем, чтобы объединить мешающее нам Кв 
знаменателе с числителем: 


—1)к-1 . . 
«ЕО 


кК>1 ) 


— у (т) (1-7 У (;) (-1ЕЮ-'. 


) К>1 


Не такая уж это путаница, как может показаться, ибо К)-' во 
внутренней сумме является многочленом по К, а равенство (5.40) 
подсказывает, что мы просто берем п-ю разность этого много- 
члена. Так-то оно так, да не совсем — сначала нам нужно внести 
ясность в ряд деталей. Прежде всего, К)-1 не является многочле- 
ном при } = 0; это вынуждает нас выделить сей член и иметь с 
ним дело отдельно. Кроме того, нам не хватает члена при К =0 
из формулы для п-й разности; поскольку он отличен от нуля при 
} = |, то его следует восстановить (и тут же его снова вычесть). 
В результате имеем 


=) (") ([-1-и у. (;) (-ОАЮ-! 


к>0 


Еды 
был 
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О’кей, теперь верхняя строка (единственная, в которой осталась 
двойная сумма) есть нуль: это сумма величин, кратных п-м раз- 
ностям многочленов степени меньшей п, а такие разности равны 
нулю. И вторая строка есть нуль за исключением случая } = 1, 
когда она равняется —п". Так что единственное оставшееся за- 
труднение — это третья строка, но зато исходная задача свелась 
к значительно более простой сумме: 


Ш = “(ТТ -Т, гле Т; = у (;) со (6.72) 


К 
к>1 


_ 1(3\8 31 _ 45 — (3\1 3\ 1 тп. 

К примеру, Из = (1) (5)5 = 5, Тз = ()т- (5)2+ 3 = 5; 
следовательно, Мз = 27(Тз —1), как и требовалось. 

Но как же вычислить Т,? Олин способ — заменить (*) на 


(“о ") + [о получая простую рекуррентную зависимость Г. от 
Т„—1. Однако имеется более поучительный способ: в (5.41) была 


получена похожая формула, а именно: 


п\\ (—-1)° _ т! 
2 (у хх... (х+ п) ' 


Если избавится от члена при К = 0 и положить х = 0, то получим 
Гл. Давайте так и поступим: 








1 п 
= ЕЯ) 


— м 


х=0 


хх +1)... (х+ т) 





х=0 


(| +. +х [9] + [У -") 
хх +1)... (х+ т) 





_ Тм] 
х=0 — | 2 | | 
(Здесь использовано разложение (6.11) выражения (х + 1)... 
(х+ м) = хи Их, а в числителе можно выделить х потому, что 


+] = п!) Из (6.58) нам известно, что “2 = п Нь; следова- 


тельно, Г. = Ни, и получаем такой ответ: 
Ча — “(На — 1) . (6.73) 


Это один подход. Другой подход — попробовать вычислить 
значительно более общую сумму 


м\ (—1)к-1 
Чи (ху) = у (|; А + Ку)", целое м > 0; (6.74) 
к21 


величина исходной суммы М; будет тогда представлять ее част- 
ный случай Ц, (п, —1). (К приданию большей общности нас тол- 
кает то, что предыдущий вывод ‚проигнорировал“ большую часть 
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деталей данной задачи — так или иначе те детали не должны 
иметь отношения к делу, ибо п-я разность ликвидирует их.) 
Можно было бы с небольшими изменениями воспроизвести 
предыдущий вывод и выяснить величину Ии(х,у). Или можно 
было бы заменить (х-+Ку)" на (х+Ку)"-' (х-+ Ку), а затем заменить 


(*) на [ве + (1), что приводит к рекуррентности 


Чи (х, у) — ХИ —1 (х, у) + х"/п + ух" 1 , (6.75) 


которая благополучно решается с помощью суммирующего мно- 
жителя (упр.5). 

Но проще всего воспользоваться другим приемом, который со- 
служил нам добрую службу в гл. 2,— лифференцированием. Про- 
изводная Ц, (х,) по у привносит К, которое сокращается с Кв 
знаменателе, в результате чего получается тривиальная сумма: 


© (к, у) = у (|) (-П“х + Ку)" | 


0 че К 
— (.) пх" 1 — у (;) (-1)Кп(х + Ку)" 
к>0 
= пх"-!. 


(Снова п-я разность многочлена степени < п обратилась в нуль.) 
Нами установлено, что производная от Ми(х, и) по у есть 
пх"-! независимо от 1). В общем случае, если {' (1) = с, то 1(/) = 
(0) + су; поэтому должно быть Ма (х, чу) = Иа (х, 0) + пх"- 14). 
Остается определить М, (х,0). Но ЦИ, (х,0)—это просто х”, 
умноженное на сумму Т, = Н‚, которую мы уже рассмотрели 
в (6.72); поэтому общая сумма (6.74) выражается в замкнутой 


форме: 
ИЧн(х, у) = х"Н‚ + их" у. (6.76) 


Ну, а в частности, решение исходной задачи —это И. (п, —1) = 
пп(Н; = т. 


6.-=ё ЧИСЛА БЕРНУЛ ЛИ 


Следующая в нашей повестке дня важная последователь- 
ность чисел носит имя Якоба Бернулли (1654-1705), который, 
подбирая формулы для сумм т-ых степеней натуральных чисел, 
обнаружил в них любопытные закономерности [22]. Положим 


1—1] 


$т(п) = о“ +1" +... +(п- 1) = К" 
К=о0 


= у. хтбх. (6.77) 
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(Таким образом, 5 (п) = нот при т > 0 в обозначениях для об- 


общенных гармонических чисел.) Рассматривая следующий ряд 
формул, Бернулли уловил в них некую закономерность: 


оп) = п 

$1(п) = тп? — эп, 

$2(п) = 313 — 512 + уп, 

$3(п) = 14 — 53 + дп? 

54(п) = т — 5104 + 313 — зп 

$5(п) = 118 — 11? + п“ — 12, 

56(п) = тп’ — 506 + 51? — ПЗ уп, 

57 (п) = 118 — 117 +518 — дп + 15п2, 
58(п) = $17 — 718 + 317 — Жи + 513 — бп, 
$9 (п) = бп! — 07 + 418 — Дб 7-32 
б10(п) = ии И — 20+ 217 — п’+ м- 513 +21 


А видите ли вы закономерность? В формуле для 5в(п) коэффи- 
циент при п"*! всегла равен 1/(т + 1). Коэффициент при п" 
всегда равен —1/2. Коэффициент при п"`! всегда... давайте-ка 
посмотрим ... равен т/12. Коэффициент при п"`? равен нулю. 
Коэффициент при п"`3 всегла равен... лавайте-ка посмотрим 
... ГМ-м... Ну да, он равен —т(т — 1) (тм. — 2)/720. Коэффициент 
при п"-“ всегда равен нулю. А если эту закономерность продол- 
жить, то коэффициент при п"`* всегда будет иметь вид некото- 
рой константы, умноженной на те. 

Именно это и обнаружил Бернулли. (Он не оставил доказа- 
тельства.) В современных обозначениях его формула записыва- 
ется в виде 


1 т] 1 
ыы 


1 © Им+! 
ИИ В т-1-к. 
т 1 > ( | ) кт 


Коэффициенты при степенях п — числа Бернулли — опреде- 
ляются неявным рекуррентным соотношением 


Е 


;=0 


(6.78) 


[и =0] 


при любом т > 0. (6.79) 


Так, (5) Во + (1)В1 = 0. Несколько первых этих величин оказыва- 
ются такими: 





„... В Течение по- 
ловины четверти 
часа я нашел 
сумму десятых 
степеней первой 
тысячи натураль- 
НЫХ ЧИСел“ 

— Я. Бернулли [22]. 
(Добавл. перев.) 


На самом деле 
рекуррентную 
формулу, подобную 
(6.78), установил в 
1730 г. А.де Му- 
авр, который 
продолжил работу 
над незавершен- 
ным Я. Бернулли 
при его жизни 
трактатом [22]. 

— Перев. 
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(Все надежды на простое выражение в замкнутой форме для Ви 
рушатся при появлении странной дроби —691/2730.) 

Формулу Бернулли (6.78) можно доказать индукцией по т, 
применяя метод приведения (один из тех способов, с помощью 
которого мы нашли в гл. 2 сумму $2(п) = Пн): 


Зи (т) + п” = } (К! 
=> т ")ь 
) 


т-+1 
— м, '} $; (п). (6.80) 


=0 


— 


Положим т (п) равной правой части (6.78); мы намерены пока- 
зать, что $и(п) = $ (п) в предположении, что $; (п) = 5; (п) при 
О < } < м. Начнем, как мы делали в гл.2 в случае т = 2, с 
вычитания 5и+1(п) из обеих частей (6.80). Затем представим ка- 
ждое 5;(п) в форме (6.78) и перегруппируем члены так, чтобы 
коэффициенты при степенях п в правой части оказались рядом 
и упростились: 


пт — у ("те — у м") 59+ (+) А 


=0 





8 
йе -- 
_ 


(' В; к+ (т-+1) А 


т-1—К 
}—К 





вкл 





|| 
о 
М 
< 
М 
г | 3 
+1 $ 
—— 5 
^ + 
Л 
ЛМ. 
8 
`` 
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дк! т. 1 
О<К<щт 
т -1 1 
_п ("7 ета 
т-1\ м 
= п"+! + (т-+1) А, где Л =5$(п)—бщ (п). 


(Подобный вывод представляет собой хорошее упражнение на те 
стандартные действия, которыми мы овладели в гл.5.) Таким Далее речь пойдет 


образом, А =0и $. (п) = $ (п.). чтд. о несколько более 
В гл. 7, используя производящие функции, мы докажем (6.78) — тонких матери- 
значительно проще. Ключевая идея этого доказательства — пока- Я © КОТОРЫМИ 


вы, вероятно, на 
зать, что числа Бернулли являются коэффициентами степенного ‚ ВеР 
первый раз предпо- 








ряда чтете просто бегло 
2 ул ознакомиться. 
== ) В" — (6.81) — — Сочувствующий 
е п 20 ассистент 
Давайте пока просто примем на веру справедливость равенства Начало 
(6.81), с тем, чтобы можно было вывести ряд его поразительных беглого 
следствий. Если к обеим частям прибавить ТР, избавляясь тем ознакомления 
самым от члена В12/1! = —52 справа, то получим 
2 2 2ре-1 2 е?/2 Не"! 2 2 
= = = - Св -. (6.82) 


ег—1'2 2е—1 2 е2/2—е*/2 2 2 


Здесь функция с — это ‚гиперболический котангенс: по- 
другому известный из книг по анализу как отношение сй 2/51 2, 
где 
е? — е-? е? ге? 
362 = >, св2 = ———. (6.83) 
2 2 

Замена 2 на —2 дает (52) сёв(52) = 2 с 2; следовательно, ка- 
ждый коэффициент с нечетным номером в разложении 5 с&В 5 
должен быть равен нулю, и мы получаем 


В; = В5 = В7 = Во = В11 = В1з =... =0. (6.84) 


Кроме того, равенство (6.82) приводит к выражению в замкнутой 
форме для коэффициента разложения СИ: 


22 27 (22)2" 

ув, РР 

Се = Тео > “(2 
720 


(6.85) 


| 
Ч 
8 
9 
к 
= 
м 
3. 


п>0 


Однако гиперболические функции не пользуются большим спро- 
сом — более популярны „действительные“ тригонометрические 
функции. Обычные тригонометрические функции можно выра- 


Ясно: мы получаем 
„действительные“ 
функции, исполь- 
зуя мнимые числа. 
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зить через их гиперболические аналоги, исходя из правил 


$12 = —1$612, с0$2 = СВ 12; (6.86) 


соответствующие этим функциям степенные ряды выглядят так: 


. —_ 21 23 22 | —__ 21 23 22 . 

м О о Гы} 
— 20 22 24 Ш 20 22 24 

СО$ 2, — о! — 2 + 4! Е , С 7, —_ о + ИЛ + д + оо 


Следовательно, сёр 2 = с052/зш 2 = 1 св 12/ $612 = 1 СВ 1 и 


21 2 2. 
20452 — Увы ет — "Вот . 


п>0 п>0 


(6.87) 


Другая замечательная формула для 2452 была найдена Эйле- 
ром (упр. 73): 
2 


7, 
22 = 1 -2> =. 


К>| 


(6.88) 


2 


А это можно разложить в ряд по степеням 2, получая 


2 74 76 


2 
рава 1-25 (рии ре +) 
К>1 





72 


(2) 2 
=1-2(55н8 +— 


6 
4“ (+... 
Но + Но + 
Приравнивание коэффициентов при 27" к таким же коэффициен- 
там в другой нашей формуле — формуле (6.87) — делает нас обла- 
дателями почти что сверхъестественного выражения в замкнутой 
форме для бесконечного числа бесконечных сумм: 


1 22-1 п" Ви 


6(2т) = НО = (-1) Ат деле > 0. — (6.89) 
К примеру, 

С(2) = Н®) = 1+1+1 +... = л2В› = п2/б, (6.00) 

С(4) = НЭ = 1+ +д+--: = —м4В4/3 = 9/90. = (6.91) 


Формула (6.89) не только представляет собой выражение в зам- 
> 2и 
кнутой форме для чисел НС") — помимо этого, она сообщает 


2 
нам приблизительную величину чисел В›., поскольку НС") весь- 
ма близко к 1 при болышом п. А еше она сообщает нам, что 
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(-1)" В. > 0 при любом п > 0; таким образом, отличные от 
нуля числа Бернулли являются знакочерелующимися. 

И это еще не все. Числа Бернулли появляются также в коэф- 
фициентах разложения функции тангенса, 












2—1 
31 2 2 
482 = = 14" (4% — Ва, 6.92 Текст 
с0$ 2 =2 7 “ (2п.)! } с этого места 
можно вообще 
и других тригонометрических функций (упр. 72). Формула (6.92) пропустить. 
доставляет другой важный факт о числах Бернулли, а именно 
то, что 
4" (4" — 1 
Тоифя = (—1)"! т Ви — положительное целое. (6.93) 
т, 
Например, 
1351 7 9 п 13 


Т| 12 16 272 7936 353792 22368256 


(Числа Т называются тангенииальными числами.) 
Один из способов доказательства утверждения (6.93), следуя 
Б. Ф. Логану — рассмотреть степенной ряд 


шо хсо$2 
052 — Х$Ш12 


с 


“у 
6 


У т, — (6.94) 


п20 


72 
=х+ (1+х2)=+ (2+2) + + (6х + 8х? +2) 


гле Т„(х) — многочлен относительно х. Подстановка х = 0 лает Когда х = 8 м,, 
Т„(0) = Ть, п-е тангенциальное число. Если продифференциро- э7То #5(2 +"). 


вать 99 по х, то получим Следовательно, по 
теореме Тейлора, 
= у т, Т/ ( п.-я производ- 
(с0$ 2 — хэш 2)? > ная +8”) равна 
Т.(4в м). 
а если продифференцировать по 2, то получим 
1+ х2 7п-1 у 
(с0$ 2 — хэш 2)2 от вм 2. п! ^ 


Попробуйте, и вы ‚ бедитесь что 
Та+1(х) = (1+ х^)Ти(х), — То) =х. (6.95) 


А из этой простой рекуррентности следует, что коэффициенты 
Т.(х) — целые неотрицательные числа. Кроме того, легко дока- 
зать, что многочлен Т.(х) имеет степень п + 1 и что его коэф- 
фициенты попеременно то равны нулю, то больше нуля. Поэтому 
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Т2^+1(0) = Тж+1 являются целыми положительными числами, 
как и утверждалось в (6.93). 

Рекуррентность (6.95) обеспечивает нас простым способом вы- 
числения чисел Бернулли через тангенциальные числа, требую- 
щим только простых операций над целыми числами; по контра- 
сту с этим определяющая числа Бернулли рекуррентность (6.79) 
содержит непростые арифметические операции с дробями. 


Если мы пожелаем вычислить сумму п-х степеней натураль- 
ных чисел от а до 6 — 1, ане от 0 до п — 1, то согласно соответ- 
ствующей теории из гл. 2 


ь—1 


Ук" = ух" бх = $ (6) — 5 (а). (6.96) 


К=а 


А это соотношение имеет интересные следствия, если рассматри- 
вать отрицательные значения К. Имеем 


м1] 


_1 
У К" = (-1)“ У. К", когда 11 > 0, 
К=—п-+1 К=о0 


следовательно, 
Зт (0) = 5т(—П + р — (—1 )” ($ (п) = т (0) . 


Но поскольку 5 (0) = 0, получаем соотношение 
(Иоганн Фаулхабер 
неявно использо- Г рт 
вал (6.97) в 1635 г. щим) = (-1)“” $ (м), т. > 0. (6.97) 
[309], когда он 


нашел простые Поэтому и 5и(1) = 0. Если разложить многочлен 5$и(п) на мно- 
формулы, выра- жители, то среди них всегла будут множители пи (п-1), ибо этот 
жающие 5®(п) в многочлен имеет своими корнями 0 и 1. А вообще, $и(п) явля- 
виде многочленов ется многочленом т -- 1-й степени со старшим членом и”, 


от п(п + 1)/2 для 1 1 
т < 17; см. [154]. Более того, можно подставить п. = в (6.97), получая 5и(5) = 


(-1)"*1$ (5); если тп — четно, то $ (5) = 0, так что еще одним 
множителем будет (п — 7). Эти наблюдения объясняют, почему в 
гл. 2 нам удалось найти столь простое разложение 


52(п) = зп(п-— 2)(п-1); 


м 


там можно было бы воспользоваться подобным рассуждением 
для установления величины 5›(п) без ее вычисления! Кроме то- 


го, (6.97} означает, что многочлен с остальными множителями, 


п (п) = $ (п.)/(м — 7), всегда удовлетворяет соотношению 


$ (1 —п) = (п) | т четное, т > 0. 
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Отсюда следует, что 5$и(п) всегла можно записать в форме про- 





изведения 
] [т/2] 
о | п-1-жюм-т+ 9), 
Пк нечетное т 
п (п) = р (6.98) 
(п- 2) ТП 1 1 
(п— 5 — ак) (п- эк), 
тп. + 1 зе 
четное т. 
Здесь 1 = зу, а &2, ..., @[т/2] — соответствующие комплексные 


числа, величины которых зависят от т. Например, 


$3 (п) = п? (п 12/4, 
54 (п) =п(п- 1)(п-1)(п- 1+ /7/12)(п-1- /7/12)/5, 
$5 (п) =п2(п—1)2(п- 2+ /3/4)(п-;-— /3/4)/6, 

56 (п) = п(п- $)(п-1) (п; +я)т-1-—®)(п- 1-9) 


—&)/7, 


-- 


х (п— 
где с = 2 3/23—1/4 (/ 31+ /27+4\У УЗ1- \27). 


Если т нечетно и больше 1, то Ви = 0; следовательно, многочлен 
5в(п) делится на п? (и на (п — 1)?). В противном случае корни 
многочлена $ (п), по-видимому, не должны подчиняться какому- 
нибуль простому правилу. 


Конец 
пропускаемого 
текста. 





Завершим изучение чисел Бернулли выяснением того, как они 
связаны с числами Стирлинга. Один из способов вычисления сум- 
мы 5и(п) состоит в замене обычных степеней на убывающие, по- 
скольку убывающие степени просто суммируются. А после вычи- 
сления подобных простых сумм можно опять вернуться к обыч- 
ным степеням: 


т -(} 


м д 
т 


т лк НТ к 
т 2 |. 


У 


0 


> 
>. 


У 
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Поэтому, приравнивая полученные коэффициенты при степенях 
п к соответствующим коэффициентам в (6.78), мы должны полу- 
чить тождество 


т.) 9+1] (-1) +1 * | 
) ие Вт-+1-к, 
} К ) +1 т. + ] К 


)>20 
к > 0. (6.99) 


Было бы здорово доказать это соотношение непосредственно, по- 
лучая тем самым другой способ определения чисел Бернулли. 
Однако ни правила табл. 294, ни правила табл. 295 не дают нам 
сколько-нибуль явного повода рассчитывать на доказательство 
по индукции, что сумма слева в (6.99) есть константа, умно- 


женная на т^-'. Если К = т + 1, то сумма слева есть просто 
{т} [7 И (тт, + 1) = 1/(тм-+ 1), так что в этом случае все про- 


— т ЦТ 
сто. А если К = м, то сумма слева сводится к м [пт 
т [+ Пт фт = 1 ы 
“| и ] (т 1) = 5(т — 1) — м = —5, так что и этот случай 
довольно прост. Но при К < т сумма слева выглядит устраша- 
юще. Вряд ли Бернулли открыл бы свои числа, если бы выбрал 
этот путь. 


т т-+1 : т 
Одно можно сделать — заменить | } на | 1 (+ 4}. 
Тогда () +1) чудно сокращается с мешающим нам знаменателем, 
и левая часть становится равной 


+ ОИ (-07* т 0+1 а 
ть т к 


20 >20 


Согласно же (6.31) при К < м вторая сумма равна нулю. Это 
оставляет нас наедине с первой суммой, которая требует смены 
декораций: переобозначим все переменные так, чтобы индексом 
суммирования было К и чтобы остальными параметрами были т, 
и п. Тогда тождество (6.99) будет эквивалентно тождеству 


м) [к] (-1)к" 1 /п _ 
и - [ (в тая П, 


к 
т > 0. (6.100) 


Неплохо — мы получили нечто более привлекательное, несмотря 
на то что табл. 295 по-прежнему не подсказывает ничего дельного 
насчет следующего шага. 

Но теперь на помошь приходят формулы сверток из табл. 302: 
можно воспользоваться формулами (6.49) и (6.48) для того, чтобы 


322 СПЕЦИАЛЬНЫЕ ЧИСЛА 


выразить общий член суммы через многочлены Стирлинга: 


оон 





К) [т (К—1)! 
К! 
х и р! ®), 
м] | К ([-1)к-м —_ паи т 
| ыы к (-1)"+' (т! ои—к(—К) бк—т (К). 


Дела принимают хороший оборот: свертка (6.46) для + =1 дает 


У б\—к(-—К) Окт (К) 
К=0 


= би-т-к (- + (п-—т-—К)) ок (тп, + К) 


0 


= 
И 


т-_п 
= Отт (т. — п + (п-—т)). 
(т) (—п) 
Итак, формула (6.100) подтверждена, и мы установили, что числа конец 
еглого 
Бернулли связаны с постоянными членами многочленов Стир- 
ознакомления 


линга: 


В 
т! 





= —тод (0). (6.101) 


6.6 ЧИСЛА ФИБОНАЧЧИ 


А теперь перейдем к особенной последовательности чи- 
сел —быть может, наиболее приятной из всех — последователь- 
ности Фибоначчи (Ё,): 


0123456789 0 П 12 13 14 
Нот 235 8 13 Л 34 55 89 144 233 377 
В отличие от гармонических чисел и чисел Бернулли, числа Фи- 


боначчи являют собой подкупающие своей бесхитростностью це- 
лые числа. Они определяются рекуррентным соотношением 


Ю — О, 
Е — ] , 
В = Е 1-+Е 2 для п > 1. (6.102) 


Бесхитростность этого правила — возможно, самого бесхитрост- 
ного из всевозможных рекуррентных соотношений, в котором ка- 
ждое число зависит от двух предыдущих — служит объяснением 
того, почему числа Фибоначчи встречаются в самых разнообраз- 
ных ситуациях. 
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Противоестествен- Наглядный пример естественного возникновения чисел Фибо- 
ная природа этого — наччи дают ‚родословные деревья пчел. Рассмотрим родослов- 
примера возмути- ную пчелы-самца. Каждый самец (называемый также трутнем) 


тельна ЭТУ КНИГУ появляется на свет непарным путем от самки (называемой также 
надо запретить. маткой), однако каждая самка имеет двух родителей — самца и 
самку. Вот несколько начальных уровней такого дерева: 


у Г 


У трутня один дед и одна бабка, один прадед и две прабабки, 
два прапрадеда и три прапрабабки. И вообще, как легко устано- 
вить по индукции, у него ровно Ё\-1 пра"-дедушек и Г! > пра"- 
бабушек. 

Числа Фибоначчи часто обнаруживаются в природе — воз- 
можно, по причинам, аналогичным закону образования родослов- 
ного дерева пчел. К примеру, семечки, плотно набитые в крупную 
„корзинку“ обыкновенного подсолнуха, располагаются по спира- 
лям — обычно это 34 спирали, закручивающиеся в одном напра- 
влении, и 55 спиралей—в другом. Корзинки поменьше будут 
иметь соответственно 21 и 34 или же 1Зи 21 спираль, а однажды в 
Англии демонстрировался гигантский подсолнух с 89 спиралями 
одного направления и 144 — другого. Подобные закономерности 
обнаруживаются и в некоторых видах сосновых шишек. 

А вот пример другого рода [223]. Предположим, что друг на 
друга наложены две стеклянные пластинки. Сколько существует 
способов а. прохождения луча света через пластинки или отра- 
жения от них после изменения его направления п раз? Несколько 
первых случаев таковы: 





аб =1 а1=2 а2 =5 аз =5 


Когда п. четно, получается четное число преломлений и луч про- 
ходит насквозь; когда же п нечетно, луч отражается и выходит 
с той стороны, с которой и вошел. По-видимому, а„ будут чи- 
слами Фибоначчи, и непродолжительное разглядывание рисун- 
ка показывает почему: при п > 2 преломляющиеся п раз лучи 
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либо претерпевают свое первое отражение от внешней поверхно- 
сти и продолжают прохождение а„_1 способами, либо начинают 
с отражения от внутренней поверхности и затем снова отражают- 
ся в обратном направлении, чтобы закончить прохождение ап_› 
способами. Таким образом, получается фибоначчиева рекуррент- 
ность ап = ан_1 + а._2. Начальные условия отличаются, но не 
очень, поскольку ао = | = Е, иа! = 2 = Ё;3; следовательно, все 
просто сдвигается на два, так что а, = РЁ, +2. 
Эти числа ввел в 1202 г. Леонардо Фибоначчи, и математики 
постепенно стали выяснять все больше и больше интересного о 
них. Элуард Люка, причастный к головоломке о ханойской баш- 
не, рассмотренной в гл. 1, активно занимался ими во второй по- „Ша зице ае 
ловине девятнадцатого столетия (в действительности, благодаря  ЁРБопасс! роззёае 
именно Люка, название ‚числа Фибоначчи“ стало общеупотреби- 48 ргорпейез 
тельным). Одно из его удивительных достижений состояло в ис- потргеизез г р 
пользовании свойств чисел Фибоначчи для доказательства того, иветеввашьев. 
127 — Э. Люка [208] 
что 39-значное число Мерсенна 2'^’— 1 является простым. 
Одним из самых первых фактов о числах Фибоначчи, обна- 
руженным в 1680 г. французским астрономом Жан-Домиником 
Кассини [126], является соотношение 


Ра 1 -—Е2 = (—1)^ при п > 0. (6.103) 


Так, при п = 6 соотношение Кассини справедливо утверждает, 
что 13.5—82? = 1. (Этот закон был известен Иоганну Кеплеру [129] 
еще в 1608 г.) 

Многочленная формула, которая включает в себя числа Фи- 
боначчи вида Ё.+к при малых К, может быть преобразована в 
формулу, которая включает в себя только ЁР, и Е. +1, если вос- 
пользоваться правилом 


| — Е а-+2 — Ра (6.104) 


для выражения Ги через ббльшие числа Фибоначчи при т < п, 
и если воспользоваться формулой 


| — Ра-—2 - Ри 1 (6.105) 


для замены Ё и меньшими числами Фибоначчи при т > п-1. Так, 
например, можно заменить Е\_1 на РЕ. +1 — Е, в (6.103), получая 
соотношение Кассини вида 


Ра — Рут Е, — Ра = (—1)”. (6.106) 


Кроме того, если заменить п. на п + 1, то соотношение Кассини 
принимает вид 


Р-+2 Ра — Ра — (и! 


это то же самое, что и (Ел -+ Е) Ри 2 = (—1)"+', а последнее 
совпадает с (6.106). Таким образом „Кассини(п.)“ справедливо то- 
гла и только тогда, когда справедливо „Кассини(п + 1)“ так что 
по индукции равенство (6.103) справедливо при любом п. 


„Найти размеры 
всех квадрат- 
ных шахматных 
досок, которые 
можно разрезать 
. и, переставив 
части, получить 
прямоугольник с 
кажущимся прира- 
щением площади в 
одну клетку" 
— Л. Кэррол 
[175, с. 388]. 


Этот парадокс 
объясняется тем, 
что... — впрочем, 
волшебство объяс- 
НЯТЬ Не принято. 
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Соотношение Кассини лежит в основе геометрического пара- 
докса, который был одной из излюбленных головоломок Льюиса 
Кэррола ([160], [352], [301]. Суть его в том, чтобы взять шахмат- 
ную доску и разрезать ее на четыре части, как показано ниже, а 
затем составить из этих частей прямоугольник: 





ТУ 


Ргезфо: первоначальные 8 х 8 = 64 клетки переставлены так, что 
получилось эх 13 = 65 клеток! Аналогичная конструкция расчле- 
няет любой Г, х Е.-квадрат на четыре части с размерами сторон 
Ра, Кл, ити Р_2 клеток вместо соответственно 13, 8, 5, и 3 
клеток в нашем примере. В результате получается Е 1 х Ел +1- 
прямоугольник, и в соответствии с (6.103) одна клетка либо при- 
бавляется, либо утрачивается — в зависимости от того, четно или 
нечетно п. 

Строго говоря, мы не можем применять правило (6.105) кроме 
как при т > 2, ибо нами не определены Е, при отрицательном п. 
Мы обретем большую свободу действий, если избавимся от это- 
го ограничительного условия и воспользуемся правилами (6.104) 
и (6.105) для доопределения чисел Фибоначчи при отрицатель- 
ных индексах. Так, ЁГ_! оказывается равным [1 — К =ТаЕ_›— 
равным Ро —[Ё_1 = —1. Действуя таким образом, выписываем ве- 
личины 





1—2 -3 4 45 6 -7 -8 -9 0 щи 







































—1 2 -3 5 -8 13 —7 34 -55 89 
и вскоре становится ясно (по индукции), что 
Ен = (—1)"-ТЕ,, п, — целое. (6.107) 


Если обобщить последовательность Фибоначчи подобным обра- 
зом, то соотношение Кассини (6.103) будет справедливым при 
любых целых п, а не только при п > 0. 

Процесс сведения Г.+к к комбинации Е; и Ё. +1 по правилам 


(6.105) и (6.104) приводит к последовательности формул 
Рл+2 — Ра + Р, Ри — Ри Р. , 
Раз — 2+1 + Е, Ри-2 = —Ри+1 + 2Е, , 
Р.+4 — ЗР,+1 + 2, , Е» 3 — 2+1 — ЗЕ, , 


Е +5 — ЭР +1 + З[, , Ра —4 — —ЗНа +1 - ЭР, , 
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в которой просматривается закономерность другого рода: 


Рак = РеРлт + Рк-1Рь. (6.108) 


Это соотношение, которое легко доказывается по индукции, спра- 
ведливо при любых целых Ки п (положительных, отрицательных 
или равных нулю). 

Если в (6.108) положить К = п, то выясняется, что 


Ри = Е Ри-т + РА—1Еи; (6.109) 


следовательно, Г!›„ кратно Ё.. Аналогично, 
зп, — Ра Рл-1 - Рита , 


и можно заключить, что Ё;„ Также кратно ГЁ.. И вообще, по ин- 
лукции 


кл кратно | (6.110) 


при любых целых Ки п. Это объясняет, в частности, почему Ё15 
(которое равно 610) кратно как Ёз, так и Ё5 (которые равны 2 и 5). 
Фактически справедливо даже большее: в упр. 27 доказывается, 
что 


НОД(Р и, Ри) = Рнод(тп). (6.111) 


К примеру, нод(Ё12, 13) = нод(144, 2584) =8 =Е5. 

Теперь можно доказать обращение свойства (6.110): если п. > 2 
и если Е. кратно Ё;„, то т кратно п. Действительно, если Е. \ЕРщ, 
то Е, \ НОД(Т п, Ги) = Рнод(тп) < Ёл. А это возможно только тогда, 
когда нол(тп) = Гл, И наше допущение о том, что п. > 2 приводит 


к необходимости того, что НОД(т, п.) = п. Следовательно, п\т. 

Обобтцение подобных понятий делимости было использовано 
Юрием Матиясевичем в его знаменитом доказательстве [214] то- 
го, что не существует алгоритма, позволяющего выяснить, разре- 
шимо ли в целых числах заданное полиномиальное уравнение от- 
носительно многих неизвестных с целыми коэффициентами. Ол- 
на из лемм Матиясевича утверждает, что если п > 2, то число 
Фибоначчи Ги кратно Е? тогда и только тогда, когда т кратно 
мЕа. 

Докажем это, рассмотрев последовательность (Ри шо Е2) 
при К = 1, 2, 3,... и выяснив, когда же Ем шоа Е? = 0. (Мы 
знаем, что т должно иметь вид Кп, если Е. шоа РЁ, = 0.) Вна- 
чале имеем ЁЕ„ шоа Е2 = Ё,, что не равно нулю. Затем, согласно 
(6.108), получаем 


| — Ра +1 + Ета = 2-Е +1 (тпоа Е*), 


поскольку Е 1+1 = Е, 1 (то4 ЁЕ,). Аналогично 


Рича = Е +Е2 = Е; (тоаЕ2). 


„10. Решение про- 
блемы разрешимо- 
сти для произволь- 
ного диофантова 
уравнения. 

Пусть дано произ- 
вольное диофан- 
тово уравнение 

с произвольным 
числом неизвест- 
НЫХ И с Целыми 
рациональными 
коэффициентами; 
требуется указать 
общий метод, 
следуя которому 
можно было бы в 
конечное число ша- 
гов узнать, имеет 
данное уравнение 
решение в целых 
рациональных 


числах или нет" 
— [246 * С. 141]. 
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Это сравнение позволяет вычислить 


Ел = Е ит Ек -- ЕР —1 
= Е 1 Ёп + (27 Ра Ри — Зла (пло@ Ра) ) 


Рит = Ра ЕРа-т + Рид 
= РЗ. 1+ (2 а+1)Еи = Е. (шоа Е2). 


И вообще, индукцией по К устанавливается, что 
_ к—1 — к 2 
Ека — КР И Ри — Ра (то@ Е) . 
А поскольку Ё.+1 взаимно просто с Ё;, то 


Еж = 0 (шоЯЕ2) =— КЕ, =О (шоаЕ?) 
— К=О (тоаЁ,) 


и лемма Матиясевича доказана. 


Олно из наиболее важных качеств чисел Фибоначчи — это осо- 
бый способ представления целых чисел с их использованием. Бу- 
лем писать 


>к —> > К+2. (6.112) 


Тогда каждое целое положительное число имеет единственное 
представление вида 


п, = Ри +В ++,  юЮ%Ю»...» № №0. (6.113) 


(Это „теорема Цеккендорфа“ [188], [342].) К примеру, представле- 
ние одного миллиона оказывается таким: 


1000000 = 832040 - 121393 + 46368 + 144 + 55 
= Ро + [ЕР6 + Е4 +Р) +ЮБо. 


Подобное представление всегла может быть найдено с помощью 
„жадного“ подхода: в качестве К. выбирается наибольшее чи- 
сло Фибоначчи < п, затем в качестве Ех, выбирается наиболь- 
шее число < п —-ЁВК, итд. (Более точно, предположим, что 
к < п < 1; тогда 0 < п-К < Ки-ЁК = К-т. Если п- 
одно из чисел Фибоначчи, то представление (6.113) справедливо 
при т = Ти К! = К. В противном случае индукция по п показыва- 
ет, что п. — Ек имеет фибоначчиево представление Ёх, +... + [+ 
и представление (6.113) справедливо, если положить К1 = К, ибо 
неравенства Ех, < пк < К‹_—1 означают, что К » К..) И обратно, 
всякое представление вида (6.113) означает, что 


| < п < к, +1 › 


поскольку наибольшим возможным значением Гх, |. ..-+Рк,, когда 
КК»... > К. » 0, является 


Е + Р4+-.--+ Ркшоа2+2 = 1-1, если К >22. (6.114) 
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(Эта формула легко доказывается индукцией по К— ее левая 
часть обращается в нуль при К равном 2 или 3.) Поэтому К1 — это 
как раз описанная выше, „жадно“ выбранная величина, и данное 
представление должно быть единственным. 

Любая система однозначного представления чисел является 
системой счисления — следовательно, теорема Цеккендорфа при- 
водит к фибоначчиевой системе счисления. Всякое целое нео- 
трицательное число можно представить в виде последовательно- 
сти нулей и единиц, записав 


п = (Быбы-т...52)- = п=» В. (6.115) 
К=2 


Эта система счисления отчасти напоминает двоичное (с основа- 
нием 2) представление, за исключением того, что в ней никогда 
не встречаются две | подряд. Вот, к примеру, числа от 1 до 20, 
представленные по Фибоначчи: 


1 = (000001)+ 6= (001001)= 11 = (010100)= 16 = (100100) 
2 = (000010)+ 7 = (001010) 12 = (01010 = 17 = (100101: 
3 = (000100)- 8 = (010000)+ 13 = (100000)+ 18 = (101000): 
4 = (000101); 9 = (010001) 14 = (10000Т)= 19 = (101001 
5 = (001000)= 10 = (010010) 15 = (100010) 20 = (101010) 


Фибоначчиево представление одного миллиона, указанное мину- 
ТОЙ ранее, может быть сопоставлено с его двоичным представле- 
нием 217 + 218 4 217 + 216 4 714 + 27 4 26: 


(1000000) о = (10001010000000000010100000000) = 
= (11110100001001000000)2 . 


Фибоначчиево представление требует несколько больше битов, 
поскольку не допускаются две | подряд— но в остальном оба 
представления аналогичны. 

При прибавлении | в фибоначчиевой системе счисления воз- 
никают два случая. В случае, если ‚разряд единиц" есть 0, он 
заменяется на | —тем самым прибавляется Ё› = 1, ибо разряд 
единиц связан с Ё›. В противном случае двумя наименее знача- 
щими цифрами будут 01, и они заменяются на 10 (тем самым при- 
бавляя Ез3 —Е› = 1). Наконец, мы должны ‚перенести“ | столько 
раз, сколько это необходимо, заменяя набор цифр ‘011’ на ‘100’ 
до тех пор, пока в строке цифр имеются две рядом стоящие 1. 
(Подобное правило переноса эквивалентно замене Ри. -.1 + Г. на 
Ри-+2.) Так, для того чтобы перейти от 5 = (1000) - кб = (1001); 
или от 6 = (1001). к 7 = (1010)Е, переносов не требуется, но для 
того чтобы перейти от 7 = (1010) к 8 = (10000)-, необходимо 
выполнить перенос дважды. 

Несмотря на обилие рассмотренных нами свойств чисел Фи- 
боначчи, мы пока не сталкивались с какой-либо замкнутой фор- 
мулой для них. И хотя выражения в замкнутой форме ни для 
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чисел Стирлинга, ни для чисел Эйлера или Бернулли найдены 
не были, мы все же сумели обнаружить замкнутое выражение 


Н‚ = [2] /п! для гармонических чисел. А нет ли какой-нибуль 
связи между Ё„ и другими известными нам величинами? Можно 
ли ‚разрешить“ рекуррентность, посредством которой определя- 
ются числа ЕЁ; 7 

Ответ утвердительный: действительно, существует простой 
способ решения этой рекуррентности, если воспользоваться по- 

„5й 1-+х+2хх+ —нятием производящей функими, вкратце рассмотренной в гл.5. 

3х? + 5х“ + 8х? +  Образуем бесконечный ряд 

13° + 21х7 + 


34х8 &с бецез пайа —_ 21... _ п 
ех 41з1опе Ипйайз Р(2) = Ю +Р 2+ Р27 + — у Р.2`. (6.116) 


. . > 

рег Тттотит п20 
1 -х—хх“ Е , | 

— А. де Муавр [99] сли мы сможем найти простую формулу для Е (2), то появят- 

ся шансы установить простую формулу и для его коэффициен- 
„Величины т, $, %, Е 

показывающие ТОВ Гл. 
отношения чле- В гл. 7 мы полностью сосредоточимся на производящих функ- 
нов, совпадают циях, но к тому времени, когла мы до них доберемся, полезно бу- 
с аналогичными дет иметь в запасе этот пример. Степенной ряд Ё(2) обнаружива- 
величинами в ет одно замечательное свойство, если посмотреть, что происходит 
знаменателе дро- — при его умножении на 2 и на 2’: 
би. Г-н де Муавр 
был первым, кто Е(2) = В + Е 2 + Е›27 + Ез2? + №2 + РБ? + ..., 
применил это ) 3 д 5 
свойство, каким 2Е(2) = Ро + [12° + Р22° + №32 + №2 + ..., 
бы очевидным 22Е(2) = Ро2^ + Е12? + Е›2 + РЕ +... 
оно ни казалось, 
к решению задач Если теперь вычесть два последних равенства из первого, то чле- 
о бесконечных 2 „3 


ны, включающие 2^, 2’ и большие степени 2, пропадут — в силу 
фибоначчиевой рекуррентности. К тому же постоянный член № 
на самом деле никогда не оказывается первым, поскольку К =0. 


рядах, решить ко- 
торые по-другому 
было бы весьма 


затруднительно“ Следовательно, все, что остается после вычитания, — это (Е/ —Ро)2, 
— Дж. Стирлинг Т.е. просто 2. Другими словами, 
[286] 


Е(2) — 2Е(2) — 27Е(2) = 2, 


и решение Ё(2) получается в виде компактной формулы 


7 
Е(2) =. 
(2) 1 —2— 22 


(6.117) 

Итак, вся информация, содержащаяся в последовательности 
Фибоначчи, свернута в несложное (хотя и непонятное) выраже- 
ние 2/(1—2— 2^). Хотите — верьте, хотите — нет, но это прогресс, 
поскольку теперь знаменатель можно разложить на множители, 
а затем воспользоваться элементарными дробями для получения 
формулы, которую легко разложить в степенной ряд. А коэффи- 
циенты этого степенного ряда дадут выражение для чисел Фибо- 
наччи в замкнутой форме. 
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Выть может, план действия, который мы только набросали, 
будет понятнее, если подойти к нему с другого конца. Если име- 
ется какая-нибуль более простая производящая функция — ска- 
жем, 1/(1 — <2), гле х— некоторая константа, то нам известны 


коэффициенты при всех степенях 2, поскольку 
1 2,2 3.3 

= | 92+. ... 

1 — “2 


Аналогично, если имеется некоторая производящая функция ви- 
да А/(1-— 2) + В/(1 — В2), то коэффициенты также легко вычи- 
сляются, ибо 


НАХ (092) +В) (В) 


ТЕ ТВ > 


п>0 >20 
= У (Ах + ВВ")2”. (6.118) 
п>0 


Следовательно, все, что от нас требуется, — это найти константы 
А, В, хи В, такие, что 
А В 7 
—_ -- —_ Ц = —_ , 
1—2 1-В2 1-2—2 
и тогла будет получено выражение в замкнутой форме Ах" -- 
ВВ" для коэффициента Ё,„ при 7" в разложении ЁЕ(2). Левая часть 
может быть переписана как 
А. + В А —Ар2 + В — Вах 
1—2 1-—В2 (1 — <2)(1-—В2) ’ 
так что интересующие нас четыре константы являются решени- 
ями двух полиномиальных уравнений: 





(1— “2)(1— В2) =1-2-=22; (6.110) 
(А+В) — (АВ+Ва)2 =. (6.120) 


Мы хотим представить знаменатель (2) в форме произведения 
(1—<2)(1-В2) — тогда появится возможность выразить ЁЕ(2) в виде 
суммы двух дробей, в которых сомножители (1 — х2) и (1 -— В2) 
удачно отделены друг от друга. 

Обратите внимание, что сомножители в знаменателе уравне- 
ния (6.119) записаны в виде (1—02)(1—В2), а не в более привычной 
форме с(2—р1)(2— 02), где р1 и р› — некоторые корни. Дело в том, 
что запись (1 — х2)(1 — В2) приводит к более привлекательным 
разложениям в степенные рялы. 

Величины © и В могут быть найдены несколькими способами, 
в одном из которых используется тонкая уловка. Введем новую Уж так повелось: 


переменную "/ и попробуем найти разложение вида авторы не мо- 
, гут обойтись без 


ИР — р — 17 = (\№- 92) (м - В2). уловок. 


В соответствии 

с обширными 
эмпирическими 
наблюдениями 
европейских ис- 
следователей [61] 
отношение роста 
человека к высоте 
расположения 
пупка составляет 
примерно 1.618. 
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Тогда мы сможем просто положить м) = 1] и получить разложение 
1—2—272. Корни уравнения \/? —м/2 —2? = 0 могут быть найдены 
по формуле решения квадратного уравнения — они равны 


+ \/22 + 422 1+ М5 
и“ 


Следовательно, 
пи (Но ( 
М — М - = мМм- о 7, уу 


и искомые константы х и В получены. 

Число (1-\/5)/2 = 1.61803 играет важную роль во многих раз- 
делах математики, равно как и в мире искусств, где с античных 
времен оно рассматривалось как эстетически самое благоприят- 
ное отношение. Поэтому оно имеет специальное название — отно- 
шение золотого сечения и обозначается греческой буквой ф в 
честь Фидия, который, как утверждается, сознательно использо- 


вал его в своих скульптурах. Другой корень, (1—\/5)/2 = —1/ф = 
—.61803, обладает многими свойствами числа ф, поэтому и он 


«СС 


имеет специальное обозначение ф — „фи с крышкой“ А оба эти 


числа являются корнями уравнения "/? —и, —1 = 0, так что 

ф? =ф+1 $ф2=$ф+1. (6.121) 
(Ниже будет еще о числах фи ф.) 

Итак, найдены константы х = фи В = Ф, необходимые в 
(6.119); теперь нужно лишь установить А и Вв (6.120). Подста- 
новка 2 = 0 в это уравнение показывает, что В = —А, так что 
(6.120) сводится к уравнению 


решением которого является А = 1/(ф-—ф) = 1/\/5. Следователь- 
но, разложение (6.117) на элементарные дроби имеет вид 


1 1 1 
Е) = |]. 6.122 
и ВЕ ==) (6-12) 
Неплохо: Е(2) получено в той форме, что и хотелось. А разложе- 
ние дробей в степенные ряды, как в (6.118), доставляет выраже- 
ние в замкнутой форме для коэффициента при 7": 


] 

Е = —_(ф"-—ф"). 
(Эта формула впервые опубликована Даниэлем Бернулли 
в 1728 г., но о ней позабыли до 1843 г., пока она не была вновь 
открыта Жаком Бине [25].) 

Прежде чем замереть в восторге от нашего вывода, следует 
проверить его правильность. При п = 0 данная формула пра- 
вильно лает К =0, а при п = 1 она дает Е, = (ф-—ф$)/\5, что, 


(6.123) 
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действительно, равно 1. При больших п уравнения (6.121) пока- 
зывают, что числа, определенные формулой (6.123), удовлетво- 
ряют фибоначчиевой рекуррентности, так что по индукции они 
должны быть числами Фибоначчи. (Мы могли бы также разло- 
жить ф" и ф" в соответствии с биномиальной теоремой и изба- 


виться от различных степеней \/5, но это приводит к изрядной 
путанице. Смысл выражения в замкнутой форме не обязательно 
состоит в том, чтобы обеспечить нас методом быстрого вычисле- 
ния, а скорее в том, чтобы указать, как Е, связано с другими 
математическими величинами.) 

Проявив некоторую смекалку, можно было бы просто угадать 
формулу (6.123) и доказать ее по индукции. Однако метод про- 
изводящих функций является действенным способом именно ее 
нахождения —в гл.7 мы увидим, что тот же самый метод при- 
водит к решению куда более трудных рекуррентных соотноше- 
ний. Между прочим, мы нисколько не беспокоились, сходятся ли 
бесконечные суммы в нашем выводе формулы (6.123),— оказыва- 
ется, что большинство операций с коэффициентами степенного 
ряда может быть строго обосновано независимо от того, сходятся 
или нет данные суммы в действительности [336]. Тем не менее, 
скептически настроенные читатели, подозрительно относящиеся 
к действиям с бесконечными суммами, могут найти успокоение в 
том факте, что после того, как уравнение (6.123) найдено с ис- 
пользованием бесконечного ряда, оно может быть проверено пу- 
тем надежного доказательства по индукции. 

Одним из интересных следствий формулы (6.123) является то, 
что целое число Е, чрезвычайно близко к иррациональному чи- 


слу ф"/М5 при большом п. (Поскольку Фф по абсолютной величине 
меньше |, то величина ф" убывает экспоненциально и ее влия- 


ние почти несущественно.) К примеру, числа ЁЕ1о = 55 и Н1 = 89 
очень близки к 
10 11 
Ф_ = 55.00364 и Ф_ = 88.79775. 


У У 


Этим наблюдением можно воспользоваться для вывода другого 
выражения в замкнутой форме, 


фт, 1 
Ра = |+ 
° | "2 
п 
= ——, округленное до ближайшего целого, (6.124) 


У5' 
ибо |$"/У5| < з при любом п > 0. Если п четно, то Е, немного 


меньше, чем ф"/\У/5; в противном случае оно немного больше. 
Соотношение Кассини (6.103) может быть переписано как 


Ри -+1 | __ (-1)" 


| Ра—1 — Ра 1 Е | 





Если США когда- 
нибудь перейдут 
на метрическую 
систему, то наши 
знаки ограничения 
скорости изменят- 
ся с 55 миль/час 
на 89 км/час. А 
может быть, до- 
рожная полиция 
будет великодуш- 
на и разрешит 
даже 90. 


Правило „сдвига 
вправо“ заменяет 
п. на (п/ф), а 
правило „сдвига 
влево“ заменяет 

п. на (пФ), где 
(х) = [х-+ ф '| 
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При большом п величина |/Ё„_1Ё, весьма мала, так что отноше- 
ние Е, -.1/ЁР, должно быть почти тем же самым, что и отношение 
Е, /Еи_р, а (6.124) указывает на то, что это отношение приближает 
ф. И в самом деле, 


Ен = ФЕ, + $". (6.125) 


(Это соотношение непосредственно проверяется при п = ди 
п = Та при п > 1 доказывается по индукции; оно может 
быть также доказано непосредственно подстановкой в формулу 
(6.123).) Отношение Е. .:/Ё, весьма близко к числу ф, которое 
оно приближает попеременно то с избытком, то с недостатком. 

Кроме того, в силу простого совпадения, число ф довольно 
близко к числу километров в одной миле. (Точное число равно 
1.609344, поскольку один дюйм равен в точности 2.54 сантиме- 
трам.) Это дает нам удобный способ перевода в уме километров 
в мили и обратно, ибо расстояние в ‚|! километров равно (до- 
вольно близко) расстоянию в Ё, миль. 

Предположим, что мы хотим перевести некоторое число (не 
являющееся числом Фибоначчи) километров в мили — сколько 
будет 30 км по-американски? Это делается легко: мы просто при- 
бегаем к фибоначчиевой системе счисления и переводим в уме 
число 30 в его фибоначчиевое представление 21 +81 с помощью 
объясненного выше „жадного“ подхода. Теперь можно сдвинуть 
каждое число на одну позицию вправо, получая 13 + 5 + 1. (Пер- 
воначальная ‘1’ была числом Ё›, поскольку К. » Ов (6.113); новая 
же ‘1’— это Ё1.) Сдвиг вправо практически равносилен делению 
на ф. Следовательно, наша оценка — 19 миль. (Это довольно точ- 
ная оценка: правильный ответ — около 18.64 миль.) Аналогично, 
для перехода от миль к километрам можно осуществить сдвиг на 
одну позицию влево: 30 миль — это примерно 34 + 13 +2 = 49 ки- 
лометров. (Это уже не столь точная оценка: правильное число — 
около 48.28.) 

Оказывается, что подобное правило „сдвига вправо" дает пра- 
вильно округленное число миль в п километрах при всех п. < 100, 
за исключением случаев п = 4, 12, 54, 62, 75, 83, 91, 96 и 99, ко- 
гда оно отличается меньше чем на 2/3 мили. А правило ‚сдвига 
влево“ дает либо правильно округленное число километров в п 
милях, либо на | км больше, при всех п < 113. (Единственный, 
действительно нарушающий данное правило случай — это п. = 4, 
когда отдельные ошибки округления для п = 3+] накладывают- 
ся друг на друга, вместо того чтобы компенсировать друг друга.) 
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Числа Фибоначчи обнаруживают важные связи с деревом 
Штерна—Броко, которое мы изучали в гл. 4, и допускают важные 
обобщения на последовательность многочленов, которую обстоя- 
тельно изучал Эйлер. Эти многочлены называются континуан- 
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тамми или К-многочленами, поскольку служат основой изуче- 
ния континуальных (непрерывных) дробей — выражений вида 


ао + ро (6.126) 
ат ] 
а2 + ] 
аз + ] 
ад ] 
а5 + 
ав + — 
7 
К-многочлен К. (х1,х2,..., Хи } содержит п переменных и опре- 
деляется рекуррентно следующим образом: 
Ко() =Т, 
К! (1) = ж, 
Ки (х1,..., Хи) = Ки-1(Хль...,Хи-1)Хи 
+ Кн—2(Х1,...,Хж-2). (6.127) 


Например, три следующих за К!(х!) случая таковы: 


К2(х1,х2} = хих2 +1, 
Кз(х1,х2, хз) = хах2хз + х1 + хз, 
К4(х1, х2, Хз, ХА) = Х1Х2Хзх4 + х1х2 Е хаха Е хзх4 +1. 


Отсюда индуктивно легко убедиться, что число членов в К„ равно 
(п +1)-му числу Фибоначчи: 


Ки(1,Т....,Т) = Е. (6.128) 


Если число переменных ясно по смыслу, то вместо ‘К.’ можно 
писать просто ‘К’ — точно так же, как можно было опускать число 
параметров, имея дело с гипергеометрическими функциями Г из 
гл.5. Например, К(х1,х2) = К>(х1,х2) = хх) +1. Конечно же, в 
формулах типа (6.128) нижний индекс п необходим. 

Эйлер подметил, что многочлен К(х1,х2,..., Хи) может быть 
получен, если начать с произведения х1х.2...Хи и затем вычерки- 
вать соседние пары хкхк-+1 всеми возможными способами. Прави- 
ло Эйлера можно представить графически, образуя всевозмож- 
ные слова длины п из точек и тире в „азбуке Морзе’ где каждая 
точка дает длину 1, а каждое тире дает длину 2; вот слова дли- 
ны 4 в азбуке Морзе: 


Эти слова из точек и тире соответствуют членам К(х1, х2, Хз, х4): 
точка означает переменную, которая включена, а тире означает 
пару переменных, которая исключена. Например, +-* соответ- 
ствует х1хд. 
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Слово длины п в азбуке Морзе, которое содержит К тире, со- 
держит п — 2К точек, а всего п — К знаков. Эти точки и тире мо- 
гут быть расставлены (““) способами; поэтому, если заменить 


каждую точку на 2, а каждое тире — на |, то получим 


К, (2,2,...,2) = у (“. “) хИ-2К. (6.129) 


К 
к=0 


Кроме того, известно, что общее число членов в континуанте рав- 
но некоторому числу Фибоначчи. Следовательно, установлено то- 
ждество 


Рин = у (“5“) | (6.130) 


К=0 


(Выражение в замкнутой форме для (6.129), обобщающее фор- 
мулу Эйлера—Бине (6.123) для чисел Фибоначчи, приведено в 
(5.74).) 

Связь между К-многочленами и словами в азбуке Морзе по- 
казывает, что континуанты обладают зеркальной симметрией: 


К(хи,...,х2,х1) = К(х1,х2,..., Хи). (6.131) 


Поэтому, в дополнение к правосторонней рекуррентности из опре- 
деления (6.127), они подчиняются рекуррентности, которая при- 
страивает переменные слева: 


Кн (ха... Хи) ЕХАКи (хо...) + Ки_2(%з»... Жи). (6.132) 


А обе эти рекуррентности являются частными случаями более 
общего правила: 


Ки-и (Хх, с. ,Хть Хто ку Хи 
— Ки (1 .... Хм) К» (Хт+1 .... ‚Хт+и) 
+ Ки-1 (хт, ...)Хт—1 ) Ки-1 (Хт-+2, ... ‚Хт-и) . (6.133) 


Это правило легко истолковать, исходя из аналогии с азбукой 
Морзе: первое произведение К.К. дает те члены Кии, в которых 
нет тире в позиции [т, т + 1], в то время как второе произведе- 
ние дает те члены, в которых в этой позиции тире присутствует. 
Если же положить все х равными 1, то данное тождество пока- 
зывает, что Еиуинт = Ра и-1 + ЕиЁл; Таким образом, (6.108) — 
это частный случай (6.133). 

Эйлер [376] обнаружил, что континуанты подчиняются еще 
более замечательному правилу, которое является обобщением со- 
отношения Кассини: 


Кип (1 .... ‚Хт-т,) Кк(Х +1 .... ‚ Хшт--к) 
= Ки-к(Хл,...,Хшк) Ки (Хшунть ‹ + Хш-т) 
+ (-1)“Ки-ж,... Хит) 
х Кик (Хт-+к-+2, ... ‚Хт-т) . (6.134) 
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Это правило (доказанное в упр. 29) справедливо тогда, когда ин- 
дексы при всех К неотрицательны. Так, при К =2, т =1ицп =3 
имеем 


К(х1, х2, хз, х4) К(х2, хз) = К(х1, х2, хз) К(х2, хз, х4) +Т. 


К-многочлены тесно связаны с алгоритмом Ёвклида. Предпо- 
ложим, например, что вычисление нод(т, п) оканчивается через 
четыре шага: 


нод(т, п) = нод(по, пл) по =т, мл =ц, 
= НОД(п1,п2) — п) = по шоЯ пл = п - д11, 
= НОД(п2, Пз) пз = п! по4 п) = п1— 9212, 
= НОД(пз,п4) — п4 = П2 ШОЧ пз = п) — 4313, 
— нод(п4,0 ) 0 = пз по п4 = п — 4П4. 
— П4 

Тогда 

п4 = п4 = КОп4, 

ПЗ = 9414 = К(94)п4, 

П2 = 9зпз + п4 = К(43, 94)п4, 

пл = 9212 + пз = К(4р, 43, 94 )п4, 

по = 911 +п2 = К(91, 42, 43, 94 )п4 


И вообще, если алгоритм Евклида находит наиболыпий общий 
делитель 4 через К шагов после вычисления последовательно- 
сти частных 41, ..., ак, это означает, что начальными числами 
были К(41,42,..., ак)4 и К(4о,..., ак). (Это обстоятельство бы- 
ло замечено еще в начале восемнадцатого века Тома Фанте де 
Ланьи [183], который, по-видимому, был первым, кто непосред- 
ственно рассматривал континуанты. При этом Ланьи отмечал, 
что последовательные числа Фибоначчи, которые фигурируют в 
качестве континуантов, когла а принимают свои минимальные 
значения, являются теми наименьшими числами на входе, при 
которых алгоритму Евклида требуется некоторое заданное число 
шагов.) 

Кроме того, континуанты тесно связаны с непрерывными дро- 
бями, от которых они получили свое название. К примеру, 


| К (ао, а, а2, аз) 
м, 6. 
по 1 К(ат, а2, аз) (6.135) 
ал - 


а2 = — 
аз 
Такая же картина наблюдается для непрерывных дробей любой 
‚глубины“. Это легко доказать по инлукции; так 
К (ао, ат, а2, аз + 1/а4) _ К(ао, ат, аз, аз, ал) 
К (ат, а2, аз + 1/а4) К (ат, а2, аз, а4) 


6.7 КОНТИНУАНТЫ 337 


в силу соотношения 


К, (хл,. ..) Хи—1, Хи + у) 
= Кн (х1,..., Хи Хи) + Ки-1(Х1,..., Хи У. (6.136) 


(Это соотношение доказано и обобщено в упр. 30.) 

Сверх того, континуанты тесно связаны и с деревом Штер- 
на—Броко, которое обсуждалось в гл.4. Каждый узел этого де- 
рева может быть представлен в виде последовательности [ и К, 
скажем, в виде 


К оо[ “1 ра? [ @3 ,,, Кан-2[ @1-1, (6.137) 


где 0 20а > Та) 2 Та: 2Т..., аа_2 > Тат > 0, 
а п — четное. Используя 2х 2-матрицы [и К из (4.33), нетруд- 
но доказать по индукции, что матричным эквивалентом (6.137) 
является 


Кн _2(а1 ....) ат_2) Ки—1 (ат, ...› @п-—2, ал) (6 138) 
Ки_1(ао, а1,...,@п_2) К„ (ао, а1,... , ап—2, ап-1) | 
(Доказательство этого составляет часть упр. 87 .) Например, 


рать рсГа — Ьс-+ 1 Бсажь-+а 
абс + а-+с афса + аб + а са+1)]` 

В силу этого можно воспользоваться (4.34), чтобы записать, на- 

конец, выражение в замкнутой форме для дроби из дерева Штер- 

на—Броко, [-и-К-представлением которой является (6.137): 


Кит (ао, ат... , п-т, Т) 


+ р“о ... [4-1 — 
К, (ат,..., апт, 1) 


(6.139) 
(Это „теорема Халфена“ [329].} К примеру, чтобы найти дробь 
для ГККГ, полагаем ао = 0, а! = 1, а? = 2, аз =Тит = 4; тогла 
равенство (6.139) дает 

К(0, 1,2, 1,1) К(2,1,1) К( 2,2) 5 


К(1,2,11) Кот Кб,2) 7’ 
(Аля поглощения единиц спереди и сзади в списках параме- 
тров мы воспользовались правилом К,.(Х1,..., Хил, ха +1) = 
Ки-+1(Х1,...,Хи—1,Хи, |) —этТо правило получается, если подста- 
вить у = Тв (6.136).) 

Сравнение (6.135) и (6.139) показывает, что дробь, соответ- 
ствующая произвольному узлу (6.137) в дереве Штерна—Броко, 
допускает представление в виде непрерывной дроби 


Во. рат а (6.140) 


ат + 
а2 
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Таким образом, можно без проволочек переходить от непрерыв- 
ных дробей к соответствующим узлам дерева Штерна—Броко. К 


примеру, 


ЕЕВВГ = 0+ 
1 
" 2+ 
] 


1+ — 
т 


В гл. 4 мы отмечали, что иррациональные числа определяют 
бесконечные пути в дереве Штерна—Броко и что они могут быть 
представлены в виде бесконечной строки букв [Г и К. Если такой 
бесконечной строкой для числа с является К“° [.°' К “21.3... то 
ей соответствует непрерывная дробь 


] 
а (6.141) 


ат + 
а2 + 
аз + 
аа 
а5 + — 


Подобная бесконечная непрерывная дробь может быть получена 
и непосредственно. Пусть хо = ©, а при К > 0 положим 


1 


6.142 
Обк+1 1 ) 





ак = [к], хк = ак-+ 


Числа ак называются ‚неполными частными" числа ©. Если х— 
рациональное число, скажем т/п, то этот процесс перебирает 
находимые с помощью алгоритма Евклида частные и затем оста- 
навливается (при Хк+1 = 69). 

Рациональна или иррациональна эйлерова константа у? Это- 
го никто не знает. Некоторую информацию об этой знаменитой А если и знает то 
нерешенной проблеме можно получить, поискав число ^у в дереве помалкивает. 
Штерна—Броко: если оно рационально, мы найдем его, а если оно 
иррационально, то мы найдем все наилучшие рациональные при- 
ближения к нему. Непрерывная дробь для числа ‘у начинается со 
следующих неполных частных: 


2340567 8 





ак! 011212143 


Поэтому представление Штерна—Броко для нее начинается с 
таких букв [КИК КЕШЕЕКККАГ... — никакой очевидной законо- 
мерности. Вычисления Ричарда Брента [39] показывают, что если 
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у — рациональное число, то его знаменатель должен насчитывать 

более 10 000 десятичных цифр. Поэтому никто не верит в то, что 
Ну, число ‘у долж- число ‘у рационально, —тем не менее до сих пор никто не смог 
но быть ирраци- доказать, что оно таковым не является. 
ональным в силу 
малоизвестного из- 
речения Эйнштей- 
на: „Всевышний 


Завершим эту главу доказательством одного замечательного 
тождества, которое связывает воедино многие из подобных поня- 
тий. В гл.3 было введено понятие спектра — спектром числа х 


не загроможда- называется мультимножество чисел |пох|, где х— заданное по- 
ет мироздание стоянное число. Поэтому бесконечный ряд 

огромными зна- 

менателями“ у Фр — ра +... 


п>21 


может быть назван производящей функцией для спектра числа 
ф, где ф = (1+ \/5)/2 — отношение золотого сечения. Тожде- 
ство, которое мы докажем,— открытое в 1976 г. Дж. Л. Дейвисо- 
ном [103] — представляет собой бесконечную непрерывную дробь, 
которая связывает эту производящую функцию с последователь- 
ностью Фибоначчи: 


я (1 -— 2) у 217$]. (6.143) 
1 + 2! п>21] 
2/3 
Т+ 
24 


1+— 


Интересны обе части (6.143), но рассмотрим вначале числа 
[пф]. Если фибоначчиево представление (6.113) числа п есть 
Ек, +... + Ре, то ожидается, что пф будет приблизительно рав- 
ным Ро +1. + ЕР, +1 — числу, которое получается, если сдвинуть 
фибоначчиево представление влево (как при переводе миль в ки- 
лометры). В действительности из (6.125) известно, что 


пф — Тк ЕР — ($° +...+$ф“). 
Поскольку ф = -1/фик»... К >» 0, то 





|ф" + ... + ф"“' < ф—* + фо"? + фк" 4 + ... 
_ Фак << 1 


и ф' +... +ф" имеет тот же знак, что и (—1)* 


аналогично. Следовательно, 
[пФ] = Рин. + Рен — (к, (п) четно] (6.144) 


Условимся называть число п фибоначчиево-нечетным (или, 
для краткости, [-нечетным), если самый младший бит его фи- 
боначчиева представления равен | — это все равно, что сказать 


’,— рассуждая 
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К. (п) = 2. В противном случае число п является фибоначчиево- 
четным, (Е-четным). К примеру, наименьшими [-нечетными чи- 
слами являются 1, 4, 6, 9, 12, 14, 17 и 19. Если К.(п) четно, то 
число п — 1 является Е-четным в силу (6.114); аналогично, если 
К. (п) нечетно, то число п — | является [-нечетным. Поэтому 


К.(п) — четное < п-1 — Е-четное. 


Крометого, если К, (п) четно, то из (6.144) следует, что К, ([пф]|) =2; 
если же К,(п) нечетно, то (6.144) утверждает, что К, ([пф|) = 
К.(п) +Т. Таким образом, К, (пФ ]) всегда четно, и доказано, что 


[пф] —Т всегда Е-четное. 


Обратно, если тт — некоторое Е-четное число, то можно провести 
это вычисление в обратном порядке и найти п, такое, что т-+] = 
[пФ]. (Сперва прибавляется 1 в Е-записи, как объяснялось выше. 
Если переносов не происходит, то число п оказывается равным 
числу (т + 2), слвинутому вправо; в противном случае число п 
равно сдвинутому вправо (т-1).) Поэтому сумма в правой части 
(6.143) может быть записана в виде 


у 2" Ф] — у 2" [тт — Е-четное]. (6.145) 
п>21 т>20 


А как насчет дроби слева? Перепишем (6.143) так, чтобы дан- 
ная непрерывная дробь выглядела как (6.141) —с | во всех чи- 
слителях: 





1 1—2 
= — у 27$]. (6.146) 


Ро —_—_—_—_—__ п>] 


(Это весьма тонкое преобразование! Числитель и знаменатель 
исходной дроби, имеющей 2" в числителе, нужно поделить на 
2/"-'.) Если оборвать эту новую непрерывную дробь на элементе 
1/2", то ее величина будет равна отношению континуантов 


Ки+2(0, хо › 2” .... р“) К, (2—” .... ри“) 


Ки (27 , ЯР ‚5... 52) — Ки (Ро, 2 ,... 57 №) › 


как ив (6.135). Вначале рассмотрим знаменатель, в надежде на 
его податливость. Полагая Ок = Ки+1(2 №°,...,2 |“), находим, 
что Оо =1 О1 =1+12\, О) =1+51+227, Оз =14#1+ 
2? + 23 - 2“, и вообще все продолжается как нельзя лучше и 
получается геометрический ряд 


Ох — ] И, чо - + ... Ч р (42-0 , 
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Соответствующий этому знаменателю числитель Р, =К,(2_"'.. 
2 —*) оказывается подобным Ох, но с меньшим числом членов. К 


примеру, имеем 


РИ оч ЧЕ 


.) 


в сравнении с О; = 1+2 1+...+2 12. Волее внимательное рассмо- 
трение выявляет закономерность, определяющую, какие члены 
присутствуют. Вот она: 


1-22 2-7 И 


12 
=х 1 у 2" [тп — Е-четное]; 


т=0 


и вообще можно доказать по индукции, что 


Ра+2—1 
Ри = 21 №и+2 У 2" [т — Е-четное]. 
т=0 
Поэтому 
Р. уе 2" [т — Е-четное] 
= = 
< а т 


Взяв предел при п — со, получаем (6.146) в силу (6.145). 


Упражнения 


Разминочные упражнения 


1 Каковы [5] = 11 перестановок множества {1,2,3,4}, содержа- 


щих ровно два цикла? (Используйте обычную запись переста- 
новки, наподобие 2314, а не разложение в циклы, какв (6.4).) 


2 Всего имеется т” функций, отображающих множество из 
п элементов во множество из т элементов. Сколько из них 
принимают ровно К различных значений? 


3 Те, кто складывал стопку карт в ‚реальной действительно- 
сти’, знают, что благоразумно это делать с небольшим запасом 
прочности, с тем чтобы стопка карт не опрокинулась при лег- 
ком дуновении. Предположим, что центр тяжести верхних К 
карт должен находиться по меньшей мере в Е единицах от 
края (К-1)-й карты. (Таким образом, первая карта, например, 
может выступать над второй самое большее на 1 — е единиц.) 
Можем ли мы получить сколь угодно большой выступ, если 
располагаем достаточным числом карт? 


4 Выразите 1/1 + 1/3 +... + 1/(2и +Т) через гармонические 
числа. 
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5 Объясните, как получить рекуррентность (6.75) из определе- 
ния (6.74) величины Ч: (х,у), и решите эту рекуррентность. 


6 Некий исследователь оставил на острове пару крольчат. Если 
крольчата становятся половозрелыми через месяц и если ка- 
ждая пара половозрелых кроликов производит на свет пару 
крольчат раз в месяц, то сколько пар кроликов будет в нали- 
чии через п. месяцев? (Через два месяца будет две пары, одна 
из которых — новорожденная.}) Установите связь между этой 
задачей и ‚родословным деревом пчел“ в тексте главы. 


7 Покажите, что тождество Кассини (6.103) является (а) част- 
ным случаем соотношения (6.108) и (Ъ) частным случаем пра- 
вила (6.134). 


8 Воспользуйтесь фибоначчиевой системой счисления для пере- 
вода 65 миль/час в приблизительное число км/час. 


9 Сколько примерно квадратных километров в 8 квадратных 
милях? 


10 Каково представление ф в виде непрерывной дроби? 
Обязательные упражнения 


11 Чему равна )‚(—1)^ М — сумма знакочередлующихся чисел 
ряда треугольника Стирлинга для числа циклов, если п — це- 
лое неотрицательно число? 


12 Докажите, что числа Стирлинга обладают правилом обраще- 
ния, аналогичным правилу (5.48): 


от) = У ОЧ + Нм = >. [|109 


к 


13 О лифференциальных операторах О = © и 3 =20 шла речь 
в гл.2 иб5. Имеем 
92 = 2202+20, 


поскольку 92+1(2) = 921'(2) = 25.24 '(2) = 27+"(2) + 24'(2), что 
равносильно (2702 + 20)+(2). Точно так же может быть пока- 
зано, что 93 = 2303 + 32202 + 20. Докажите, что при любом 
п, 2 0 имеют место общие формулы 


9" — У кое, 


7йр" — У й (—1) “кк , 


К 


(Эти формулы могут быть использованы для перехода от диф- 
ференциального выражения >), бк2“+ (к) (2) квыражению вида 
+ ВкЭ“+(2), как это делалось в (5.109).) 


Если гармони- 
ческие числа — 
Червячные, то 
числа Фибоначчи 
следует называть 
кроличьими. 
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14 Докажите „степенное“ тождество (6.37) для чисел Эйлера. 
15 Докажите эйлерово тождество (6.39), взяв т-ю разность фун- 
кции (6.37). 
16 Каково общее решение двойной рекуррентности 
Ао = а м>20]; Аок =0, если К > 0, 
Анк = КАн-1тк + Айк, целые К, п, 
когда К и п пробегают множество всег целых чисел? 


17 Решите следующие рекуррентности, считая, что М есть нуль 
при п < 0 или К< 0: 

















п п-— 1 п] 
= —= К = >20. 
а ы к + К= 0] при п, К >20 
п п— 1 п — 1 
Ъ я (м ю х к +ы К=0] прип,К>20 
п п. — 1 п — 1 
= К К =К = К> 0. 
с ь ь + ИН К=0] припК>20 
18 Докажите, что многочлены Стирлинга удовлетворяют соотно- 
шению 
(х+ По, (х + 1) = (х-п) 0, (х) + хо, —1(х). 


19 Докажите, что обобщенные числа Стирлинга удовлетворяют 


соотНношениям 
г К К 
›^* | х [51/( ) =. целое п > 0; 
ми х х—п-+К п-] 
г К К 
2: | х (т )=° целое п > 0. 
— х х—п-+К п-] 


20 Выразите Ук н2) в замкнутой форме. 


21 Покажите, что если Н. = ац/Ъц, где аи и 6. — целые, то 
знаменатель Ъ„ кратен 218"]. Указание: рассмотрите число 
218" -ТН\ —5. 


22 Докажите, что бесконечная сумма 


5 (+-==) 


К>1 





сходится при любом комплексном числе 2, кроме случаев, ко- 
гда 2 — отрицательное целое, и покажите, что она равна Н„, ко- 
гда 2 — неотрицательное целое число. (Тем самым эту форму- 
лу можно использовать для определения гармонических чи- 
сел Н, при комплексном 2.) 
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23 Коэффициенты разложения 2/(е^ — 1) по степеням 2 задают- 
ся равенством (6.81). А каковы коэффициенты разложения 
2/(е? +1)? Указание: рассмотрите тождество (е*-+1)(е*—1) = 

22 
е-* — ]. 


24 Локажите, что тангенциальное число [›„+1 кратно 2". Указа- 
ние: докажите, что все коэффициенты Т2.(х) и Т2и-+1(х) крат- 
ны 2". 


25 Равенство (6.57) показывает, что в конце концов червяк дости- 
гает конца резинки в некоторый момент времени М. Поэтому 
сначала должен наступить такой момент времени п, когла он 
будет ближе к концу резинки по истечении п минут, чем он 
был по истечении п — | минут. Покажите, что п < УМ. 


26 Воспользуйтесь правилом суммирования по частям для вычи- 
п 
сления суммы 5$ =) ‹_|Нк/К. Указание: рассмотрите, кро- 


ме того, похожую сумму У х_! Нк_1/К. 
27 Докажите нод-правило (6.111) для чисел Фибоначчи. 


28 Числа Люка [. определяются как Ё‚--1-+Р,_1. Таким образом, 
согласно (6.109), имеем Е = Е.Г... Вот таблица нескольких 
их первых значений: 

012345 6 7 8 9 10 ПП 12 15 
121347 ПП 198 29 47 76 123 199 322 521 


а Воспользуйтесь репертуарным методом, чтобы показать, 
что решение О„ обобщенной рекуррентности 


О =х, О! =В, О. = Ол-1 + Ол-2, п>Т, 


может быть выражено через Е; и [... 
Ъ Выразите [; через ф и ф в замкнутой форме. 


29 Аокажите тождество Эйлера для континуантов — равенство 


(6.134). 

30 Обобщите (6.136) с тем, чтобы найти выражение для конти- 
нуанта с приращением К(х1,...,Хи_1, Хи +У, Хи1,..., Ха} ПРИ 
1 < пм < п. 


Домашние задания 


31 Найдите выражение в замкнутой форме для коэффициентов 
| в представлении возрастающих степеней через убывающие: 


п п 
ж=у 


К 


хе, целое п. > 0. 








(К примеру, х4 = х4 + 12х3 + 36х2 + 24х1, следовательно ы] = 
36.) 


Нашим студентам 
задача про кир- 
пичи известна по 
Сборнику задач 
по теоретической 
механике И. В. Ме- 
щерского, 1-е 
издание которого 
вышло в 1914 Г. 


— Перев. 


Ага! То были 
простые года. 
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32 В гл. 5 мы получили формулы 


при К т, оси ©" м-+ 1 
развертывая рекуррентность (") = (^%') + ("—1) двумя спосо- 
бами. А какие получатся тождества при развертывании ана- 


логичной рекуррентности {т г} = К" } + ит}? 


33 В табл. 294 приведены величины [| и{"}. Как выглядят вы- 
ражения в замкнутой форме (не включающие в себя чисел 
Стирлинга) для последующих величин [3| и {3}? 


34 Чему равны ( (-') и ^), если считать, что основное рекур- 
рентное соотношение А 35) справедливо при любых целых К 


ип, и если (1) =0 при любом К < 07 


35 Докажите, что при всяком е > 0 существует целое п. > 1 (за- 
висящее от ©), такое, что Н„ шо@ ] < Е. 


36 Можно ли сложить штабель из п кирпичей таким образом, 
чтобы самый верхний кирпич полностью выступал над самым 
нижним кирпичом; при этом человек, вес которого равен ве- 
су 100 кирпичей, мог бы балансировать на середине верхнего 
кирпича, не обрушивая весь штабель? 


т 
37 Выразите )_„_. (К шоЯ т)/К(К-1) через гармонические числа, 
считая, что т и п, — целые положительные числа. Какова пре- 
дельная величина данной суммы при п -} со? 


38 Вычислите неопределенную сумму )_ (;) (-1)“Нк 5К. 


39 Выразите сумму Ук НЕ через п и Н;. 


40 Локажите, что 1979 делит числитель суммы 2" 7 —1)°- ИК, 
и укажите аналогичную сумму для 1987. тн восполь- 
зуйтесь уловкой Гаусса для получения суммы дробей, числи- 
тели которых равны 1979; см. также упр. 4. 


41 Вычислите сумму 


у (С Нл 


к 


в замкнутой форме, если п — целое (возможно, отрицатель- 
ное) число. 


42 Если $ — некоторое множество целых чисел, то пусть $ + |] 
будет ‚сдлвинутым“ множеством {х +1 | хЕ $}. Сколько под- 
множеств множества {1,2,...,п} обладают тем свойством, что 
50 ($ + 1) = {1,2,...,п +1? 
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43 Локажите, что бесконечная сумма 


+ 0000013 


сходится к рациональному числу. 


44 Обоснуйте обращение тождества Кассини (6.106): если Кит — 
целые числа, такие, что |т? — Кт -— К?| = 1, то существует 
целое п, такое, что К = + Е; и м = К 41. 


45 Воспользуйтесь репертуарным методом для решения обобщен- 
ной рекуррентности 


Хо =х, Х! = В, Хи = Хи-1 + Хи-2 Нуб. 


46 Чему равны с03 36° и соз 72°? 


47 Покажите, что 


п-—1] —_ п К 
= 2 (ин) >, 


и воспользуйтесь этим соотношением для установления вели- 
чин Ё, шоар и [,-+1 шо4р при простом р. 


48 Локажите, что нулевые параметры К-многочленов могут быть 
удалены путем стягивания их соседей: 


Ки (хт,...,Хт-—1,0, Хиль... Хи) 
=Ки—2(Х1,...,Хт—2,Хт1 НХ т--1,Хт--2,.. Хм) 
1 < м < п. 


49 Укажите представление числа п: 2$] в виде непрерыв- 
ной дроби. 


50 Определим функцию (п) при любом целом положительном 
п, рекуррентно: 


ЕТ) 


(2) 
(2. + Т) 


1, 
(п), 
(п) Рм-т). 


а При каких п значение {(п) четное? 


Ь Покажите, что (п) может быть выражена через контину- 
анты. 
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Контрольные работы 
51 Пусть р — простое число. 
а Докажите, что {Р} = [?| =0 (шо@р) при 1 <К<р. 
Докажите, что [Р. =1 (мор) при 1 <Кхр. 
.] = 0 (то4 р) прир > 2. 


Докажите, что если р > 3, то [| =0 (шо р"). Указание: 
рассмотрите рг. 


Ъ 
с Локажите, что {^.*} = | 
Ч 


52 Пусть число Ни записано в виде несократимой дроби а„/Ъц. 


а Докажите, что р\Ъ, <> рхапрь»|, если р — простое. 
Ъ Найдите все п > 0, такие, что а’ делится на 5. 


53 Выразите в замкнутой форме сумму У ру (") (-1“Нк при 
О < м < п. Ужазание: такая сумма, без множителя Нк, со- 
держится в упр. 5.42. 


54 Пусть п > 0. Цель этого упражнения — показать, что знамена- 
тель числа В является произведением всех простых р, таких, 
что (р —1)\(2`). 

а Покажите, что 5$и(р) + [(р — Ат] кратно р, когда р — 
простое и т > 0. 
Ъ Воспользуйтесь результатом части (а), чтобы показать, что 


—1)\(2 
Вт + 2. пы РТА ВА — 2 


является целым числом. 
Указание: достаточно доказать, что если р — некоторое 
простое число, то знаменатель дроби Ви + [(р — 1)\(2п)|/р 
не делится нар. 
с Локажите, что знаменатель числа Ви всегда является не- 
четным кратным шести и что он равняется 6 для бесконеч- 
но многих п. 


55 Выведите (6.70) в качестве следствия некоторого более общего 
тождества, вычисляя сумму 


(5) 


и длифференцируя затем по х. 

56 Вычислите ии (1) (-1^КИ(К-т) в замкнутой форме как 
функцию целых чисел т и п. (Это сумма по всем целым К, за 
исключением К = т.) 


57 „Обернутые биномиальные коэффициенты порядка 5“ опреде- 
ляются как 


(+ (и ыьь). => 
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и ((°)) = К=0]. Пусть О, — разность между наибольшим и 


наименьшим из этих чисел в пц-м ряду: 


Установите и обоснуйте связь между числами О’ и числами 
Фибоначчи. 

® 2 п Зап 

58 Выразите в замкнутой форме суммы >) „Ри ) до Гиг°. 


Что вы можете сказать о величине РЕЗ, — 43 — Е _/? 
59 Докажите, что если т и п — целые положительные числа, то 
существует целое х, такое, что Е, = т (шо4 3"). 


60 Укажите все целые положительные п, такие, что либо Ё„ +1, 
либо Е. — | являются простыми числами. 


61 Докажите тождество 





_ 1 Е 
у — = 3 — т. целое п > 1. 
к—0 | Е.» 


Чему равна сумма ) „_и1/Ёз.2к? 


62 Пусть А, =ф"+фтиВ, =ф"-ф ". 
а Найлите константы хи В, такие, что А„ = хА„_1 + ВАп_2 
и В. = хВи_1 + ВВ:_2 при любом п 20. 
Ъ Выразите Аз и В, через [, и Г. (см. упр. 28). 
с Докажите, что У „_| 1/(Ек+1 +1) = В, /Ал. 
Ч Выразите в замкнутой форме сумму )_‚„_| 1/(ЕР›к+1 — 1). 


Конкурсные задачи Конкурентные 


задачи 
63 Сколько перестановок п172...п„ множества {1,2,..., п} содер- 


жат ровно К индексов }, таких, что: 

а л; < п; при всех 1 < }? (Подобные } называются „левосто- 
ронними максимумами“) 

Ь л; >)7 (Подобные } называются ‚превышениями“) 


1/2 


р если ее привести к не- 


64 Чему равен знаменатель дроби | 
сократимому виду? 


65 Докажите тождество 


Г | "(ри +... +жц/) аж... @ха = (и). 


0 0 к 


66 Чему равна )_„(—1)“(1) — сумма чисел п-го ряда треугольни- 
ка Эйлера с чередующимися знаками? 
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67 Локажите, что 


альт = (1. 


68 Покажите, что ((")) = 2("), и выразите ((7)) в замкнутой 
форме. 

69 Найдите выражение в замкнутой форме для > „_| К Ник. 

70 Покажите, что обобщенные гармонические числа из упр. 22 
разлагаются в степенной ряд Н, =) „-..(—1 НО ум-1. 

71 Докажите, что обобщенный факториал из уравнения (5.83) 
может быть записан как 

е’* 


Пк)" = 


К>1 


рассмотрев предел при п. —} со первых п сомножителей данно- 
го бесконечного произведения. Покажите, что 9 (21) связано с 
обобщенными гармоническими числами из упр. 22. 


72 Аокажите, что функция тангенс разлагается в степенной ряд 
(6.92), и найдите соответствующий ряд для 2/зтс и 
11 ( (46 2) /2). 


73 Докажите, что 2 сё 2 равен 


2-1 
7 7 7 

от 98 от — квт + у: (с в 

К=1 








7 = Ки =) 


при любом целом п > 1, и покажите, что при фиксированном 
Кип -} со предел го общего члена равен 227/(22 — К?л^). 


74 Укажите связь между числами Т„(1) и коэффициентами раз- 
ложения 1/с0$ 2. 


75 Докажите, что тангенциальные числа и коэффициенты раз- 
ложения 1/с0$ 2 располагаются по сторонам бесконечного тре- 
угольника, который начинается следующим образом: 


0 5 10 14 16 16 
61 61 56 4 32 16 0 


Каждая строка содержит частичные суммы предылущей 
строки, поочередно слева-направо и — справа-налево. 
Указание: рассмотрите коэффициенты степенного ряда для 
(311 7 + с0$2)/ соз(ми + 2). 
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76 Найдите выражение в замкнутой форме для суммы 


У (1 мочь , 


к 
и покажите, что она равна нулю при четном п. 

77 При целых т ип, п > 0, формула (6.48) дает значение о (т) 
при т < 0, формула (6.49) — при т 2 п и формула (6.101) — 
при т = 0. Покажите, что в остальных случаях имеет место 
равенство 


целыеп 2 т > 0. 





т-+п-1 М1 
ол (т) — (-1) +1 | т р 


Г (м, — | — К’ 
т! (м т)! — т—Кп-—К 


78 Докажите следующее соотношение, которое связывает числа 
Стирлинга, числа Бернулли и числа Каталана: 


у п-+К 2 \ (-1)* _ В жт\ 1 
— к пк) К+т “\п/тп+1Т. 
79 Покажите, что в парадоксе „64 = 65" четыре части шахматной 


доски могут быть переставлены и таким образом, что окажет- 


ся „64 = 63“ 


80 Последовательность, определенная рекуррентно как А! =х, 
А) =ч, А, = А. _1 + А‹_2, содержит Ан = 1000000 при неко- 
тором т. Какие целые положительные числа х и у приводят 
к максимально возможному т? 


81 В тексте описан способ сведения формулы, содержащей числа 
Ел +к, к формуле, содержащей только числа Е; и Ё„-1. Поэтому 
естественно поинтересоваться, могут ли две такие формулы 
„сведения“ быть равными, если они не совпадают по форме. 
Пусть Р(х, у) будет многочленом относительно х и у с цело- 
численными коэффициентами. Укажите необходимое и доста- 
точное условие того, что Р(Е +1, Е^) = 0 при любом п > 0. 


82 Объясните, как складывать целые положительные числа, дей- 
ствуя исключительно в фибоначчиевой системе счисления. 


83 Возможно ли, чтобы последовательность (Ан), удовлетворя- 
ющая фибоначчиевой рекуррентности А, = Аз_1 + Ац_2, не 
содержала простых чисел, если Ади А! — взаимно простые 
числа? 


84 Пусть т и п — целые нечетные положительные числа. Выра- 
зите в замкнутой ри 


тн ву Е и тт — У 


О От Е о 


1 


Е тики — | 


— + —<+ — _<- 
Указание: суммы из упр. 62 — это 51; —51243 И 13—51 иуз. 
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85 Охарактеризуйте все такие М, что вычеты чисел Фибоначчи 


Е„ то@ М для п>0 образуют полное множество {0,1,..., М—1}. 
(См. упр. 59.) 
86 Пусть С1,С>,...— последовательность ненулевых малых чи- 


сел, такая, что 


НОД(Ся, Сл) — Снод (тп) 


для всех положительных целых т и п. Докажите, что обоб- 
щенные биномиальные коэффициенты 


(|; __ С» Сл-1 ... Сл—к+1 
К е СкСк-т...С1 


все являются целыми числами. (В частности, „фибоначчиевы 
коэффициенты“, образованные этим способом из чисел Фибо- 
наччи, целые ввиду (6.111).) 


87 Покажите, что К-многочлены представимы в виде произведе- 
ния матриц 


вы) в) (1 ы) 


и в виде определителя 


х | оО... 0 
—1 Х> 1 0 0 
0 —1 Х3 1 
Чеф —1 
- | 
0 о... —1 жж 


88 Обобщая (6.146), укажите непрерывную дробь, связанную с 
производящей функцией > н>1 2", если х — некоторое по- 
ложительное иррациональное число. 


89 Пусть х — некоторое иррациональное число из интервала (0, 1), 
и пусть ат, а2, аз,... — неполные частные в его представле- 
нии в виде непрерывной дроби. Покажите, что | (а,п)| < 2, 
где п = К(а1,..., аш), а О —это отклонение, определенное в 
ГЛ. 3. 


90 Пусть О’ — наибольший знаменатель на п-м уровне дерева 
Штерна—Броко. (Таким образом, в соответствии со схемой 


из гл.4 (Оо, От, О2, Оз, О4,...} = (1,2,3,5,8,...).) Докажите, 
что Ол = Е 1+2. 


Исследовательские проблемы 


91 Каким способом лучше всего распространить определение {1} 
на произвольные вещественные числа п. и К? 
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92 Пусть число Ни записано в виде несократимой дроби а, /ЪБа, 
как в упр. 52. 
а Бесконечно ли много таких п, что р\а„ при некотором 
фиксированном простом р? 
Ъ Бесконечно ли много таких п, что Б.ц = нок(1,2,..., п)? 
(Двумя подобными п являются п = 250 ип = 1000.) 


93 Докажите, что числа 7 и е" иррациональны. 


94 Разработайте общую теорию решения двухпараметрической 
рекуррентности 
п пм — | 
= К 
(хп, + В +7 к 


+ (хп + У , +мМ=Кк=0] прип,К >20, 
считая, что | = 0 при п < 0 или К < 0. (Биномиаль- 
ные коэффициенты, числа Стирлинга, числа Эйлера и после- 
довательности чисел из упр.17 и 31— это все частные слу- 
чаи.) Какие отдельные значения (х,В, у, х’, В’, у’) образуют 
„фундаментальные решения, через которые может быть вы- 
ражено общее решение? 


95 Найдите эффективный способ распространить алгоритм Го- 
спера—Зильбергера с гипергеометрических членов на члены, 
содержащие числа Стирлинга. 





Производящие функции 


САМЫЙ МОЩНЫЙ на сегодняшний день метод работы с после- 
довательностями чисел — это преобразования бесконечных рядов, 
которые „порождают“ эти последовательности. Мы уже изучили 
некоторое количество последовательностей и встречались с про- 
изводящими функциями; теперь самое время заняться более глу- 
боким изучением производящих функций и убедиться в их ис- 
ключительной полезности. 


7.1 ТЕОРИЯ ДОМИНО И РАЗМЕН 


Производящие функции настолько важны, а для многих из 
нас они достаточно новы, чтобы оправдать некоторое расслабле- 
ние перед тем, как заняться ими вплотную. Поэтому попытаемся 
в начале главы развить нашу интуицию в отношении производя- 
щих функций на примере некоторых игр и забав. Мы рассмотрим 
два приложения производящих функций — одно, связанное с до- 
мино, и другое, связанное с монетами. 

Как велико число Г. способов покрытия 2х п-прямоугольника 
костяшками домино размера 2х 1? Мы будем считать, что все ко- 
стяшки идентичны (потому, что лежат лицевой стороной вниз, 
или, может быть, кто-то сделал их неразличимыми, например, 
покрасив в красный цвет); следовательно, имеет значение толь- 
ко ориентация костяшки — вертикальная или горизонтальная: мы 
можем представлять себе, что работаем с плитками в форме до- 
мино. Например, существует 3 покрытия 2 х 3-прямоугольника, 
а именно, Ш, Е и Ы), так что Т; =3. 

Чтобы найти общее выражение для Т„ в замкнутом виде, мы, 
как обычно, обратимся к простым начальным случаям. Для п = | 
существует, очевидно, одно покрытие, (0; когла п = 2 — имеется 
два покрытия: Ши В. 

А что можно сказать про случай п = 0; сколько покрытий 
возможно здесь? Сразу не ясно, как понимать этот вопрос, но 
раньше нам уже встречались подобные ситуации. Так, имеется 
одна перестановка нуля объектов (а именно, пустая перестанов- 
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ка), поэтому 0! = 1. Имеется один способ выбрать 0 предметов 
из п (а именно, не выбрать ничего), поэтому (5) = 1. Имеется 
один способ разбить пустое множество на нулевое число непу- 
стых подмножеств, но нет ни одного такого способа для непустого 
множества; поэтому {5} = [п =0]. Рассуждая аналогично, прихо- 
дим к выводу, что существует ровно один способ покрыть домино 
2х 0-прямоугольник; способ состоит в том, чтобы не класть ни од- 
ной костяшки; следовательно, То = 1. (Это противоречит простой 
формуле Т„ = п, справедливой для п = 1, 2и 3; по-видимому, 
такое простое предположение придется отвергнуть, поскольку, в 
соответствии с логикой ситуации, То желает быть единицей.) Ча- 
сто оказывается, что тщательное изучение нулевого случая весь- 
ма полезно при решении задач перечисления. 

Рассмотрим еще один простой случай, п = 4. Имеется две воз- 
можности расположения плиток на левом конце прямоугольни- 
ка — можно положить там либо одну плитку вертикально, либо 
две горизонтально. Если мы выберем вертикальную плитку, то 
получим частичное решение Пи оставшийся 2х3-прямоугольник 
можно покрыть плитками Тз способами. Если же выбрать две 
горизонтальные плитки, то частичное решение ЕН] можно завер- 
шить Т› способами. Таким образом, Т4 = Тз + Т> = 5. (Вот эти 
пять покрытий: Ш, (Е, (Е 0, НШ, ЕЁ.) 

Теперь нам известны первые пять значений Г.: 





Все это подозрительно похоже на числа Фибоначчи, и нетруд- 
но понять почему. Рассуждения, с помощью которых мы дока- 
зывали, что [4 = Тз + Т>, немедленно обобщаются на любое п: 
Та = Т._1-+ Т_2 АЛЯ п > 2. Таким образом, здесь мы имеем то 
же самое рекуррентное соотношение, что для чисел Фибоначчи, 
только начальные значения То = | и Т! =1 другие. Однако это — 
последовательные члены ряда Фибоначчи Г!1 и ГЁ›, так что после- 
дловательность чисел Т совпадает с последовательностью Фибо- 
наччи, сдвинутой на одну позицию: 


ТТ. = РА при п >20. 


(Мы считаем это выражением в замкнутом виде для Т,, по- 
скольку числа Фибоначчи достаточно важны, чтобы считаться 
‚известными. Кроме того, сами Ё, имеют выражение в замкну- 
том виде (6.123) в терминах алгебраических операций.) Отметим, 
что это уравнение подтверждает мудрость выбора То = 1. 
Однако при чем здесь производящие функции? Мы как раз 
приближаемся к тому, чтобы воспользоваться ими — и это будет 
еще один способ нахождения Г... Этот способ основан на весьма 
смелой идее. Рассмотрим „сумму“ всех возможных расположений Смело пойдем 


плиток в 2х п-прямоугольнике для всех п > 0 и назовем ее Т: вперед — туда, 
где нет мощеных 


Т =1+-0+0+9+0+09+690+.... (7.1) дорог 
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(Первое слагаемое ‘|!’в правой части означает пустое покрытие 
2х0-прямоугольника.) Эта сумма Т содержит массу информации. 
Польза ее в том, что мы можем доказать что-то относительно Т 
в целом, вместо того чтобы вести доказательство (по индукции) 
относительно индивидуальных слагаемых. 

Слагаемыми в этой сумме являются покрытия, т. е. комбина- 
торные объекты. Не будем задумываться о том, насколько до- 
пустимо суммирование бесконечного числа покрытий; все можно 
сделать совершенно строго, но сейчас наша цель — выйти в своем 
сознании за рамки привычных алгебраических формул. 

Мы уже сложили покрытия, но можем также и умножать их — 
приписывая одно вслед за другим. Например, умножив 1 на В, 
получим покрытие [Е. Заметьте, однако, что умножение неком- 
мутативно — порядок сомножителей важен: [Е} отличается от ЕН). 

При таком определении умножения, как легко понять, пустое 
покрытие играет особую роль — это мультипликативная единица. 
Например, {х В =Вх!=В. 

Теперь используем арифметику домино для манипулирования 
с бесконечной суммой Г: 


Т =!+0+0+9+0+09+Е0 +... 
= 1+0(1+0-0-+8+...) +В(+0+0+8+-...) 
=1+0т+ет. (7.2) 


В правых частях этих равенств каждое правильное покрытие со- 

держится ровно по одному разу, так что сделанные нами преобра- 

зования имеют смысл, даже несмотря на пренебрежение предо- 
Я нутром чую, что  стережением из гл. 2 об „абсолютной сходимости" Нижняя строка 
эти суммы должны этого уравнения говорит нам, что любое покрытие в Г есть либо 
сходиться, если пустое покрытие, либо вертикальная плитка, за которой припи- 
ТОЛЬКО КОСТЯШКИ сано что-то из Т, либо две горизонтальные плитки, за которыми 
домино будут до- приписано еще что-то из Т. 
статочно малыми. 

Попробуем теперь решить это уравнение относительно Т. За- 
менив Т в левой части на|Т и вычтя два последних слагаемых из 
обеих частей уравнения, получим 


(1-0—В)Т =1. (7.3) 


Для проверки раскроем скобки: 


о+о+еч++ +8 +... 

-0-Шш-Ш-в-ш-в-в-... 
-в-в-Е=0-Е- 20 -Н8- Е -... 
| 


Каждый член верхней строки, за исключением первого, сокра- 
щается с каким-либо членом второй или третьей строки, так что 
наше уравнение правильно. 

До сих пор было сравнительно легко находить комбинатор- 
ный смысл в получаемых уравнениях. Но теперь, чтобы полу- 
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чить короткое выражение для Т, нам придется выполнить ком- 
бинаторное деление. Слепо доверяя алгебраическим преобразова- 
ниям, поделим обе части уравнения (7.3) на |-П—Е и получим 


| 

|-0—@. 
(Умножение некоммутативно, поэтому, не различая левое и пра- 
вое деление, мы оказываемся на грани жульничества. Однако в 
данном случае это неважно, поскольку | коммутирует с чем угод- 
но. Но не будем слишком придирчивы, пока наши заумные идеи 
не привели к парадоксу.) 

Следующий шаг — развернуть эту дробь в степенной ряд, ис- 
пользуя правило 


1 
1-2 
Пустое покрытие | — мультипликативная единица в нашей комби- 
наторной арифметике — будет играть роль обычной мультипли- 


кативной единицы 1, а вместо 2 используем 0- В. Получим раз- 
ложение 


т (7.4) 


= 1+2 + +-.... 


== (0+8) +(0+8)°+(0+8)*+.-. 
=|-- (0-9) + (0-09-20 ЕВ) 


+ (00-08-0029 Е0-+-Е99--ЕЕО--ЕЕЕ) +... 


Это действительно Т, однако покрытия расположены в другом 
порядке, чем мы записывали ранее. Каждое покрытие встречает- 
ся в этой сумме ровно один раз; так, ЕЕПЕП содержится в (0-8 )”. 

Чтобы извлечь из этой бесконечной суммы какую-нибуль по- 
лезную информацию, мы можем сжать ее, проигнорировав дета- 
ли, не представляющие интереса. Так, например, можно предста- 
влять себе, что отдельные плитки не склеены друг с другом и 
коммутируют между собой; тогда покрытие [ГЕЕПЕ] превратится 
в 0* 56, поскольку оно содержит 4 вертикальные и 6 горизонталь- 
ных плиток. Приведение подобных членов дает ряд 


Т =1+0+ 02 + =2 + 03 +2052 + 04“ + 30252 + 54+ .... 





Здесь слагаемое 20с>? представляет два члена старого разложе- 
ния Ви Е), имеющих по одному вертикальному и по два гори- 
зонтальных домино; аналогично, 30^->? представляет три члена 
(Е, (Е и ЕЪ. По-существу, мы рассматриваем (0 и сз как обычные 
(коммутирующие) переменные. 

Используя биномиальную теорему, можно выразить коэффи- 
циенты коммутативного варианта Т в замкнутом виде: 


— 52 52)2 с2)3 +... 
[Ш 1+ (0+ =^) + (0+ =) + (0+ 7) + 


= У (с + =>? )* 


К>0 


7.1 ТЕОРИЯ ДОМИНО И РАЗМЕН 357 


— У () 07 =2к—2) 
) 


),к>0 


= у =") 0752", (7.5) 


), т>0 


(На последнем шаге мы заменили К —) на т; это допусти- 
мо, поскольку (5) =0 при 0 < К < )}.) Мы заключаем таким 


образом, что (") есть число способов покрытия 2х () + 2т)- 


прямоугольника с помощью } вертикальных и 2тщ горизонталь- 
ных домино. Так, мы только что рассматривали покрытие (ЕЕПЕП 
2 х 10-прямоугольника, включающее 4 вертикальные и 6 гори- 
зонтальных плиток: всего имеется (4+2) — 35 таких покрытий, 
следовательно, одним из членов в коммутативном варианте Т бу- 
дет 3504 с=6. 

Мы можем отбросить еще некоторые детали, если перестанем 
обращать внимание на ориентацию плиток. Не будем заботиться 
о том, чтобы различать горизонтальные и вертикальные плитки, 
мы хотим только узнать общее число 2 х п-покрытий. (Это есть 
как раз число Т„, с которого мы начинали свое исследование.) 
'Требуемую информацию можно получить, просто заменив Пи = 


Сейчас я совсем на некоторую величину 2. Можно также заменить | на 1, и в итоге 
дезориентирован. получим 
т (1.6) 
=. ”. 
1—2— 22 


Это — производящая функция (6.117) для чисел Фибоначчи, с той 
только разницей, что в числителе отсутствует множитель 7; по- 
этому мы делаем вывод, что коэффициент при 2" в Гравен №, +1. 

Найденные компактные представления для Т: |/(1-—П—Е), 
1/(1--0— =2) и 1/(1—2- 22), называются производящими функ- 
циями, поскольку из них можно получить (они производят) ин- 
тересующие нас коэффициенты. 

Помимо прочего, из нашего исследования можем заключить, 
что число покрытий 2х п-прямоугольника ровно т. парами гори- 
зонтальных домино составляет ("-"). (Действительно, в покры- 
тии будет } = п — 2т вертикальных домино, следовательно, в 
соответствии с нашей формулой найдется 


1") =") = (=) — 


способов осуществить покрытие.) В гл.б мы видели, что ("^ 
есть число последовательностей азбуки Морзе длины п, содер- 
жащих т тире; и на самом деле нетрудно увидеть прямое соот- 
ветствие между 2 х п-покрытиями и последовательностями аз- 
буки Морзе. (Покрытие [ЕЕПЕЛ соответствует ‘.--..-*’.) Таким 
образом, покрытия с помощью домино тесно связаны с контину- 
антами, которые мы изучали в гл. 6. Мир так тесен. 
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Мы решили задачу вычисления ТГ. двумя способами. Первый 
способ — угадать ответ и доказать его по индукции — проще; вто- 
рой способ — использовать бесконечную сумму покрытий и из- 
влечь из нее интересующие нас коэффициенты — более изошрен- 
ный. Почему же нам понадобился второй способ — не потому ли, 
что с костяшками домино очень увлекательно играть, считая их 
алгебраическими переменными? Нет; истинная причина его по- 
явления в том, что метод бесконечных сумм обладает заметно 
ббльшими возможностями. Этот метод применим к значитель- 
но более широкому кругу задач, поскольку он не требует от нас 
сверхъестественных догадок. 

Попробуем подняться еще на одну ступень, занявшись зада- 
чей, где угадать ответ будет выше наших сил. Сколько существу- 
ет способов покрыть костяшками домино 3 х п-прямоугольник 
(обозначим это число М)? 

Кое-что можно узнать, проанализировав начальные случаи. 
Пустое покрытие дает 5 = 1. Для п = |1 не существует допусти- 
мых покрытий, поскольку одна 2 х 1-плитка не заполняет 3х 1- 
прямоугольник, а для двух нет места. Следующий случай, п = 2, 
легко анализируется вручную: имеется три покрытия Ш, ШиН, 
так что Ч> = 3. (Мы на самом деле уже знали это, поскольку из 
предыдущей задачи известно, что Тз = 3, а способов покрытия 
3х 2-прямоугольника ровно столько же, сколько и для 2х 3- 
прямоугольника.) Для п = 3, как и для п = 1, нет покрытий. В 
этом можно убедиться, либо быстренько перебрав все варианты, 
либо же взглянув на проблему с более высокого уровня: площадь 
3х 3-прямоугольника нечетна, так что его, наверное, не удастся 
покрыть домино с четной площадью. (Очевидно, что те же рассу- 
ждения применимы в случае любого нечетного п.) Наконец, когда 
п, = 4, имеется, вроде бы, около дюжины покрытий; чтобы найти 
точное число, надо потратить изрядное время, проверяя полноту 
списка. 

Испробуем поэтому подход с бесконечной суммой, который 
успешно сработал в прошлый раз: 


и =|++0+9+ + +079+9++.... (5.7) 


Каждое непустое покрытие начинается с [., [Г или сН; но, к сожа- 
лению, в первых двух из этих трех случаев нельзя просто выне- 
сти множитель и прийти снова к Ц. Однако сумму всех членов Ц, 
начинающихся с Ц, можно записать в виде [1] \/, где 


У=9 +++ ++... 


есть сумма всех покрытий ущербного 3 х п-прямоугольника без 
левого нижнего углового квадратика. Аналогично, члены Ц, на- 
чинающиеся с Г, можно записать как [Г Л, где 


Л =0+Ш ++ +9 +... 


Из другого курса 
я узнал кое-что о 
„регулярных“ вы- 
ражениях. Если я 
не ошибаюсь, то на 
языке регулярных 
выражений можно 
записать 


Ц = ы о 


+Р=”о-+ 8)”; 


поэтому должна 
быть какая-то 
связь между 
регулярными 
выражениями и 
производящими 
функциями. 
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состоит из всех покрытий прямоугольника без левого верхнего 
угла. Ряд Л представляет собой зеркальное отражение \. Эти 
разложения позволяют записать 


ЧИ =| + БУ + РА + ВЦ. 
Точно так же разлагаются сами \ и Л, поскольку входящие в них 
покрытия могут начинаться лишь двумя способами: 

У =0и +В, 

Л =ВИ + ЕЛ. 
Теперь мы имеем три уравнения с тремя неизвестными (Ш, Уи 


Л). Их можно решить, выразив сначала \/ и Л через Ц и подставив 
результаты в уравнение для Ц: 


У = (|-&)-'0ц, Л = (|-)'0и, 
и=| + 6-8) "0 + Р(|- )7ом + ВМ. 


Это последнее уравнение можно решить относительно Ц, получив 
компактную формулу 
| — 6 -65)10 — (| - )-'0 - В 
Это выражение определяет Ш так же, как (7.4) определяет Т. 
Наш следующий шаг — использовать коммутативность. Все 


замечательно упрощается, если мы разрешим домино свободно 
перемещаться и запишем только степени (0 и с: 


Ц (7.8) 


1 


= ————___——ии_иоииди 
| 02 =(1 — =3)-1 — 02 (1 — =3)-1 — 3 
_ 1— =? 
— (1— =3)2 — 202 5 
__ (-е- 
1 — 2025(1 — =3)-2 
1 202 = 40“ =? 805-53 
оч... 
1—-=3 (1—3) (1-53) (1— =3)7 
2 02К к 
— — ЗН! 
> (1 — =?) 
— у (вы 
К т>0 т 


(Этот вывод заслуживает тщательной проверки. На последнем 


шаге использована формула (1 — м/)-2К-' = т (“К иут, то- 


ждество (5.56).}) Посмотрим внимательно на нижнюю строку и 
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попытаемся понять, о чем она может рассказать. Во-первых, из 
формулы следует, что любое 3 х п-покрытие использует четное 
число вертикальных домино. Кроме того, если имеется 2К вер- 
тикальных домино, то горизонтальных домино должно быть не 
менее К и общее число горизонтальных домино должно равнять- 
ся К + Зт для некоторого т > 0. И, наконец, число возможных 
покрытий с 2К вертикальными и К-+ 3Зт горизонтальными домино 
равняется ("+2^)2к. 

Теперь мы в состоянии проанализировать 3 х 4-покрытия, что 
вызвало затруднения в начале нашего исследования задачи 3 хп. 
Если п = 4, то общая площадь равна 12, поэтому всего потре- 
буется 6 домино. Из них будет 2К вертикальных и К + 3Зт го- 
ризонтальных костяшек для некоторых К и т; следовательно, 
2К + К + 3Зт = 6. Иначе говоря, К + т = 2. Если вертикальные 
костяшки не использовать вообще, то К = Ои т = 2; число ва- 
риантов равно (2+0) 20 = 1. (Здесь мы учли покрытие ЕЁ.) Если 
мы используем две вертикальные плитки, то К = 1 ит = 1; всего 
имеется ('+)2' = 6 таких покрытий. Если, наконец, использо- 
вать 4 вертикальные плитки, то К =2 и т = 0; таких покрытий 
(°+4)22 = 4, а всего покрытий будет М4 = 11. В общем случае 
для четного п. те же рассуждения показывают, что К {+ т = уп, 


м+2К) — ("/2+к 


”. п/2к) и общее число 3 х п-покрытий 


следовательно, ( 
равно 


/2+К — п /2—т 
("2 | (73) 


Как и ранее, можно заменить оба символа ( и сз на 2, полу- 
чая производящую функцию без дискриминации домино по их 
убеждениям. Результатом будет функция 


— 1 _ 142 
1-2 (1—23)-1-23(1—23)-1-23 1—423 428’ 
Раскладывая эту дробь в степенной ряд, получим 


Ч = 1+ 12 27° + 44 2° + 627 + Ча? +..., 


и (7.10) 


производящую функцию для чисел Ш. (Курьезное несоответ- 
ствие индексов и показателей степеней в этой формуле легко объ- 
яснимо. Коэффициент при 27, например, есть Мб, отвечающий за 
покрытия 3 х 6-прямоугольника. Это как раз то, чего мы хоте- 
ли, поскольку каждое такое покрытие включает девять костяшек 
домино.) 

Можно было бы продолжить анализ (7.10) и выразить коэф- 
фициенты в замкнутом виде, но отложим это до лучших времен в 
этой главе, когда наберемся опыта. Поэтому оставим пока домино 
и обратимся к следующей объявленной задаче, ‚размену“ 


Сколько существует способов заплатить 50 центов? Мы счи- 
таем, что платить можно пенни @, никелями (5), лаймами 06, 
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Ну да, я еще по- четвертями @) и полудолларами (55). Дьёрдь Пойа [243] популя- 
мню те времена, ризовал эту задачу, продемонстрировав поучительный способ ее 
когда в ходу были решения с помощью производящих функций. 

полудоллары. Запишем бесконечную сумму, представляющую все возмож- 


ные способы размена, так же, как ранее в задаче про домино бес- 
конечные суммы представляли все покрытия. Начать проще всего 
со случая, когда имеется меньше разновидностей монет, поэтому 
положим для начала, что у нас нет никаких монет, кроме пенни. 
Сумму всех способов заплатить некоторое количество пенни (и 
только пенни) можно записать в виде 


Р = + @+ФФ+ФФ@ + ФФФО +... 
= 1+ Ф+0?+ + @“+.... 


Первое слагаемое обозначает вариант не заплатить ничего, второе 
слагаемое означает одно пенни, затем два пенни, три пенни ит. д. 
Если теперь кроме пенни допускается использовать еще и никели, 
то суммой всех возможных способов будет 


М =Р+©Р+®ФОР+®Ф®Ф®Р+ФФФОР +... 
= ({+©+©^ + © +©*+...)Р, 


поскольку каждый вариант выплаты включает некоторое коли- 
чество никелей, выбираемых из первого множителя, и некоторое 
количество пенни, выбираемых из Р. (Заметьте, что М не равня- 
ется сумме /+®@-+®+(®Ф+0)*+(®Ф+ ©) -+.. ., поскольку эта 
сумма включает многие виды выплат более чем по одному разу. 
Например, член (@ + ©)? = ФФ + Ф® + ®@ + ©© трактует 
(5) и ©)@, как если бы они были различными, но мы хотим пе- 
речислить все множества монет по одному разу безотносительно 
к их порядку.) 

Аналогично, если допустить еще и даймы, то получим беско- 
нечную сумму 


О = (+®+ 02? + © 0“ +...) М, 


которая, если ее полностью раскрыть, будет содержать слагаемые 

вида @3(5)3 0)? = ®®®©®©®ФФФФО. Каждое такое слагаемое 

есть какой-то способ размена. Добавление к банку допустимых 
Банковские монет четвертей и полудолларов даст 


монеты. О = (#+®+@©)? + ®+@“+...)Ь: 
с = (# + © + ©)* + © + © +...) 0. 


Наша задача состоит в том, чтобы найти, сколько слагаемых в С 
стбят ровно 50 центов. 

Задача решается с помощью простого трюка. Заменим (@) на 2, 
(© на 2”, ® на 210 (©) на 22? и (55) на 270. Кажлое слагаемое тогда 
заменится на 2", где п — стоимость исходного слагаемого в пенни. 
Например, слагаемое (55) @ (5) (&)@) превратится в 250+10+5+5+1 — #71. 
Каждый из четырех возможных способов заплатить 13 центов, а 
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именно ®@3 ©)@8 ©)?@3 и @®'3 сведется к 213; следовательно, 
коэффициентом при 2'3 после 2-подстановки будет 4. 

Пусть Р., М, Од, Оз и С; обозначают число способов за- 
платить сумму в п центов, если можно использовать монеты не 
старше, соответственно, |, 5, 10, 25 и 50 центов. Наш анализ пока- 
зал, что эти числа суть коэффициенты при 2" в соответствующих 
степенных рядах 


РЕЛЕ + Е +..., 

М = (1+254204 2154220 +...)р, 

О = (1+2 + 220 + 20 +20 +...) М, 

О = (1+ 225 + 2504 27542100 +...)О, 
С = (1+ 250 + 2100 {| 150 -. 2200 +...)О. 


Очевидно, что Р‚ = 1 для всех п 2 0. По кратком размышлении Сколько пенни су- 

легко доказать, что М, = |п/5| + 1: для того чтобы составить  щЩествует реально? 

сумму в п центов из пенни и никелей, мы должны взять 0, или ЕСЛИ п больше, 

1, или ..., или |п/5| никелей, после чего останется лишь един-  СКажем, 10 ‚то 

ственный способ выбрать требуемое число пенни. Итак, значения Я ГОТОВ ПОСПОрить, 

Р, и М; легко вычисляются, однако с Он, Он и С; дело обстоит и, и о 

гораздо сложнее. ре ‘пы о. 
Один из подходов к исследованию этих формул основан на 

замечании, что | +2" +22" +... есть просто 1/(1 — 2"). Следо- 

вательно, мы можем записать 


Р = 1/(1- 2), 
М =Р/(1— 22), 
р = №/(1-— 219), 
9 =0/(1 - 2”), 
С = 0/1 - 27°). 


Умножая на знаменатель, получим 


(1-2)Р =Т, 


и) м-=Р, 
1—210)0 =м, 
1—2?) 9 =, 
СО, 


Теперь, приравнивая коэффициенты при 27" в этих уравнениях, 
получим рекуррентные соотношения, из которых желаемые ко- 
эффициенты легко вычисляются: 


Р. = Ра м = 0], 


Мк = М.-5 + Ра ) 

О. = Олю + №, 
Ол — Ол-25 + Ох › 
Сл — Сл—50 + Ол . 
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Например, коэффициент при 2" в О = (1—22?)О равен О„—Ол_25; 
поэтому должно быть О’ — Ол_25 = Ой, как и записано выше. 

Можно было бы раскрыть эти соотношения и выразить Оз, на- 
пример, в виде Ол — 0» + Он-—25 + О*-—50 + О, -—75 -..., где сумма 
обрывается, когда индексы становятся отрицательными. Однако, 
исходная, неитеративная форма удобна тем, что каждый коэф- 
фициент вычисляется с помошью всего одного сложения, как в 
треугольнике Паскаля. 

Используем эти соотношения, чтобы найти Сь-о. Во-первых, 
С5о = Со + Оь, так что нам нужно знать Оо. Далее, Озо = 
О>5 - Бы и О›5 = Об + О»5; поэтому нас также интересует Оъо 
и 0›5. Эти значения О, в свою очередь, зависят от Одо, Озо, 
02, 015, Оюи 05 иот Мо, №45,..., №5. Таким образом, чтобы 
определить все нужные коэффициенты, достаточно выполнить 
простые вычисления: 


105 10 15 20 25 30 35 40 45 5 





В самом низу таблицы находится ответ Со: имеется ровно 50 спо- 


(Не считая тако- собов дать 50 центов ‚на чай“ 
го способа, как А что можно сказать о замкнутой форме для С„7 Перемноже- 
заплатить чае- ние всех уравнений дает нам компактное выражение 
вые кредитной 
карточкой.) ] ] ] ] ] 
С = ————_ щи (7.11) 


однако сразу не очевидно, как извлечь отсюда коэффициенты при 
2“. Это все же возможно; мы еще вернемся к этой задаче позднее 
в этой главе. 

Формулы в задаче размена получаются более элегантными в 
стране, где чеканятся монеты любого положительного достоин- 
ства (@), (2), (3),... ), ане только те пять, с которыми мы работа- 
ли раньше. Соответствующая производящая функция является 
бесконечным произведением дробей, 


1 
(1—2)(1- 22)(1-— 23)...’ 


и коэффициент при 2" в этом выражении, если перемножить и 
раскрыть все скобки, называется р (п) — число разбиений п. Раз- 
биение п —это представление п в виде суммы положительных 
целых слагаемых без учета порядка. Например, имеется семь раз- 
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личных разбиений пятерки, а именно, 


5=4+1=3+2 =3+1+1=2+2+1 =2+1+1+1 
= 1+1+1+1+1; 


следовательно, р(5) = 7. (Кроме того, р(2) = 2, р(3) = 3, р(4) =5 
и р(6) = 11; судя по началу, все р(п) — простые числа. Однако 
р(7) = 15, и замечательная гипотеза гибнет.) Для р(п.) неизвест- 
но выражение в замкнутом виде, однако теория разбиений пред- 
ставляет собой захватывающую область математики, в которой 
было сделано немало замечательных открытий. Например, Ра- 
мануджан, выполнив остроумные преобразования производящих 
функций, доказал, что р(5п-4) = 0 (то 5), р(7п-+5) = 0 (шоа 7) 
ир(11м + 6) =0 (тоа 11) (см. Эндрюс [386, гл. 10]). 


7.2 ОСНОВНЫЕ МАНЕВРЫ 


Сконцентрируем теперь свое внимание на методах, кото- 
рые и позволяют говорить о степенных рядах в превосходной сте- 
пени. 

Сначала несколько слов о терминологии и обозначениях. Вся- 
кая производящая функция может быть произведена из следую- 
щего общего выражения 


С(2) = 90+ 912+ 9227 +... = у 9%2”. (7.12) 


м>20 


Мы говорим, что С(2) или, кратко, С является производящей 
функцией последовательности (90, 91, 92,...), которую мы также 
записываем как (ди). Коэффициент ди при 2" в С(2) часто обо- 
значается [2"] С (2), как в разд. 5.4. 

Сумма в (7.12) включает все п. > 0, но иногда удобнее рас- 
пространить диапазон суммирования на все целые п. Мы мо- 
жем сделать это, просто положив 9—1 = 9_2 = ..: = 0. В та- 
ких случаях можно по-прежнему говорить о последовательности 
(90, Чт, 92,...), как если бы ди не существовали для отрицатель- 
ных п. 

При работе с производящими функциями можно говорить о 
двух разновидностях выражений в „замкнутом виде’ Возмож- 
но, мы выразим С(2) через 2 в замкнутом виде или же нам 
удастся найти выражение д, через п. Например, производящая 
функция для чисел Фибоначчи записывается в замкнутом виде 
как 2/(1—2-— 27); сами же числа Фибоначчи выражаются как 


(ф"— $") //5. Из контекста будет ясно, какой замкнутый вид мы 
имеем в виду. 

Теперь поговорим о перспективах. Производящая функция 
С(2} может являться нам в двух ипостасях в зависимости от то- 
го, как мы ее рассматриваем. Иногда это функция комплексного 
переменного 2, имеющая все стандартные свойства, доказывае- 
мые в учебниках анализа. В других же случаях производящая 


Если физики 
преуспели в том, 
чтобы считать свет 
по обстоятельствам 
волной или части- 
цей, то почему бы 
математикам не 
рассматривать 
производящие 
функции дву- 

мя различными 
способами? 


И даже если от- 
бросим всякие 
условности. 
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функция — просто формальный степенной ряд, в котором 2 сто- 
ит потому, что ведь что-то надо написать. В предыдущем разде- 
ле, например, мы использовали вторую точку зрения; несколько 
раз мы подставляли 2 в „сумму“ комбинаторных объектов вме- 
сто каких-либо качеств этих объектов. После этого коэффициент 
при 2" отвечал числу комбинаторных объектов, имеющих это ка- 
чество в количестве п. 


Если мы рассматриваем С(2) как функцию комплексного пе- 
ременного, то встает вопрос о сходимости ряда. Как мы опреде- 
лили в гл. 2, бесконечная сумма )_ „о 0.2” сходится (абсолютно) 
тогда и только тогда, когда существует константа А, такая, что 
конечная сумма о<н <м [9*2"| ни для каких М не превосходит А. 


Отсюда легко усмотреть, что если сумма )_„ 50 9"2” сходится для 
некоторого значения 2 = 20, то она сходится и для всех 2 при 
|| < [20|. Кроме того, должно выполняться Ити-, о [9120| = 0; 


следовательно, в обозначениях гл.9, ди = О (1/25), если име- 
ется сходимость в точке 20. Обратно, если ди = О(М"), то ряд 
> п>о 92" сходится для всех |2] < 1/М. Это — основные факты о 
сходимости степенных рядов. 


Однако, как правило, сходимость не будет играть для нас су- 
щественной роли, если только мы не изучаем асимптотическое 
поведение коэффициентов. Почти всем операциям над произво- 
дящими функциями, которые мы проделывали, можно дать стро- 
гое истолкование как операциям над формальными степенными 
рядами, и такие операции являются корректными, даже если ряд 
расходится. (Соответствующую теорию можно найти, например, 
в работах Белла [19], Найвена [228] и Хенричи [336, гл. 1|.) 


С другой стороны, даже если мы отбросим все предосторож- 
ности и выведем какую-либо формулу без строгого обоснова- 
ния, то обычно оказывается возможным просто взять оконча- 
тельную формулу и доказать ее по индукции. Например, про- 
изводящая функция для чисел Фибоначчи сходится лишь при 
|2| < 1/ф ® 0.618, но нам совсем не нужно знать об этом при 


доказательстве формулы ЕЁ, = (ф" — ф")//5. Однажды обнару- 
жив эту формулу, мы можем доказать ее непосредственно, если 
не доверяем теории формальных степенных рядов. Таким обра- 
зом, в этой главе мы будем пренебрегать вопросами сходимости; 
исследование сходимости было бы только помехой. 


До сих пор речь шла о перспективах. А теперь рассмотрим 
наш инструментарий, т.е. набор приемов преобразования произ- 
водящих функций — их сложения, слвига, замены переменных в 
производящих функциях, лифференцирования, интегрирования 
и перемножения. В послелдующем изложении мы примем, если 
не оговорено противное, что ЁЕ(2} и С( 2) — производящие функ- 
ции последовательностей (Т,) и (9*). Будем также считать, что 
и и 9. нулевые для отрицательных п, поскольку такое предпо- 
ложение позволит в некоторых случаях не заботиться о пределах 
суммирования. 
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Вполне очевидно, что получится, если умножить каждую из 
производящих функций Ри С на константу и сложить результа- 
ты: 


хЕ(2) + ВС (2) = «> 02“ + В у 9.2” 
у (21 + В9") 2". (7.13) 


1% 
Мы получаем производяшую функцию последовательности 
(х!„, + Вон). 

Сдвиг производящей функции ненамного сложнее. Чтобы 
сдвинуть С(2) вправо на тп позиций, т.е. построить произво- 
лящую функцию для последовательности (0,...,0, 90, д1,...} = 
(9Ч"-т), начинающуюся с т нулей, просто умножим функцию 
на 2": 


2“С(2) = у ди" = у 9"_т2”, целое т > 0. (7.14) 
АА о 


Когла мы в гл. 6 искали выражение в замкнутом виде для чисел 
Фибоначчи, то использовали (дважды) именно эту операцию, а 
также сложение, чтобы вывести уравнение (1 —2- 27) (2) = 2. 

Чтобы сдвинуть С (2) на т позиций влево, т.е. построить про- 
изводящую функцию последовательности (д т, 9т+1, 9т+2,...) = 
(9п+т), Из которой удалены первые т элементов, вычтем пер- 
вые т членов и затем поделим на 2": 


С(2) — 90 -— 912—:.:— бт" _ я Шт 
д — > 9" 
> 
— у Оп+т2". (7.15) 
>20 


(Последнюю сумму нельзя распространить на все п, если только 


не окажется 90 =... = 9т-1 = 0.) 
Нице один из наших трюков — это умножение 2 на константу: 
С (с2) = Я Чт (с2)" = У с"; (7.16) 
п п 
получили производящую функцию последовательности (с“9н). 
Особенно важен частный случай с =-1. 
Часто оказывается нужным добавить к коэффициентам мно- 
житель п. Сделать это позволяет длифференцирование: Не нравится мне 
это дифференци- 
С’(2) = 91 +2922 +3932? +... =) (п+Пдт+12". = (7.17)  рование — разложе- 


ние — разрушение. 
Не вяжется оно с 
производящими — 
созидающими 
функциями. 


м 
Выполнив сдвиг на одну позицию вправо, получим формулу, ко- 
торая иногда даже более полезна: 


2С'(2) = У п" 2". (7.18) 
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Это — производящая функция последовательности (пд). Пов- 
торное лифференцирование позволяет умножить д. на любой же- 
лаемый многочлен от п. 

Обратная операция, интегрирование, дает способ поделить 
элементы последовательности на п: 


3 


0 и>1 


7 ] ] ] 
| С (1) 44 = 902 + 5912 + 5922 +... = у — 9н-1 2“. (7.19) 


(Заметьте, что постоянный член равен нулю.) Если вместо 
(9"—1/п) нужна производящая функция для (9,/п), то следует 
сначала выполнить сдвиг на одну позицию влево, заменив в 
интеграле С(+) на (6(+) — 90) /4. 

И, наконец, продемонстрируем умножение производящих 
функций: 


Е(2)С(2) = (+2412 +.-:) (90 + 912 + 9227 +...) 
= (1090) + (091 + Я 90)2 + (092 - 191 + +290)27 + ..- 


= у (У к от-к} 7”. (7.20) 


Как мы видели в гл.5, полученная сумма есть производящая 
функция последовательности (В„), свертки (Т,) и (9и). Сум- 
му И, = ) кк 0л-к можно записать и как На = У о дик, 
поскольку {1 = 0 при К < 0, а дик = 0 при К > т. Умноже- 
ние /свертка немного сложнее других операций, однако очень по- 
лезна — настолько полезна, что мы посвятим весь разд. 7.5 разбо- 
ру примеров ее использования. 

Имеется ряд частных случаев умножения, которые заслужи- 
вают того, чтобы рассматривать их как отдельные операции. 
Один из таких случаев мы уже видели: если Ё(2) = 2", то получа- 
ем операцию сдвига (7.14). В этом случае сумма Н„ превращается 
в один член 9_ш, поскольку все коэффициенты {!, равны 0, за 
исключением {к =]. 

Еще один полезный частный случай получается, когда Е (2) — 
хорошо знакомая нам функция 1/(1-—2) =1+2+22+...; здесь 
все №, (для К > 0) равны 1, и мы получаем важную формулу 


1 —:6(е) — > (х о, 2“ = 2 (х с, 2". (7.21) 


м Кк>0 К<и 





Умножение производящей функции на |/(1] — 2) дает производя- 
щую функцию для последовательности частичных сумм исходной 
последовательности. 

В табл. 368 собраны все операции, которые мы рассмотрели. 
Для эффективного использования этих операций полезно иметь 
в запасе достаточно большой набор производящих функций. В 
табл. 369 перечислены простейшие из них; используя для начала 
их, мы уже сможем решить кое-какие задачи. 


368 ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ 


Таблица 368 Преобразования производящих функций. 


хЕ(2) + ВС(2) = } (Е, + Вдн)2" 


п 


2" С(2) = у 9"-т2’, целое т >20 
м 


6(2) — 90 — 912 — -** — т" о" _ 


\ 
т У т-т=", целое т 2 0 


120 


С (с2) = У с УЛ 


6'(=) = У (п+ Пони 27 


п 


2С'(2) = У пд 2” 


" ] 
С — Уи — п 
| ба=\» —0н-12 


1>] 


недв) = > (Уча) ^ 
п. к 
1 1. 
гв = (Ув): 


п `К<п 





Каждая производящая функция, включенная в табл. 369, са- 
ма по себе достаточно важна, чтобы ее стоило запомнить. Многие 
функции здесь — частные случаи других, а некоторые могут быть 
легко получены применением операций из табл. 368; таким обра- 
зом, работа по запоминанию не очень велика. 

Рассмотрим, например, последовательность (1,2,3,4,...), про- 
изводящая функция 1/(1 — 2)? которой часто бывает нужна. Эта 
производящая функция находится примерно в середине табл. 369, 
но, кроме того, это — частный случай т = 1 последовательно- 
сти (1, ("+"), ("+^), ("+°),...), помещенной в таблице ниже; а 


В т т. 
также частный случай с = 2 родственной последовательности 


(Т,с, (°+'), (<+^),...). Мы можем вывести нужную формулу из 
производящей функции последовательности (1,1,1,1,...), взяв ее 
частичные суммы как в (7.21); т.е. поделив 1/(1 — 2) на (1- 2). 
Или же можно вывести ее из (1,1,1,1,...) лифференцированием, 


воспользовавшись (7.17). 


Подсказка: если 
последователь- 
НОСТЬ СОСТОИТ ИЗ 
биномиальных 
коэффициентов, то 
ее производящая 
функция обычно 
содержит биномы 
Т= 2. 


Хорошо, хорошо, 
убедили. 
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Таблица 369 Простые последовательности и их производящие 


функции. 


последовательность 


(1,0,0,0,0,0,...) 
(0,...,0,1,0,0,.. 
(ТТУ...) 
(ВТ, 


(1,0,1,0,1,0,...) 


(1,2,3,4,5,6,...) 


(1,2,4, 8, 16,32,... 


(1,4, 6,4, 1,0,0,.. 


(1,с, (5), (3)›..-) 


.) 


—11,-—Т... 


} 


.) 


.) 


(1,е, (29), (<52),...) 


(1, с, с?,с?,...) 


(1, ("+7 (#2), ( 


т-3 
т 


(1,12, 55 54» 125...) 


),...) 


производящая 
функция 


> лыом —=0] =^ 


ито" = т] 2“ 


у 


у 


о 


[2 
м>0 
[тп 


у 


[2\п] 2 
\п] 2 
(п + 


1) 


у 


ди уп 
1>0 


(А ) уп 
п>0 


сп эм 
20 


тп. уп 
м>20 


м>] 


та- 


—1) м-] 





м>] 


1 


У. 
. 

х 
У. 
У. 
у. 
У. 
>. 
у. 

х 

х 
х.. 
у. 
У. 


оп! 


и 


замкнутый 
ВИД 


1 
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Последовательность (1,0,1,0,...) —еще один пример после- 
довательности, производящую функцию которой можно найти 
многими способами. Ясно, что можно просто вывести формулу 

„22“ = 1/(1 — 27), подставив 72° вместо 2 в тождество }/ 2“ = 
1/(1 — 2); можно также применить суммирование к последова- 
тельности (1,—1,1,—1,...) с производящей функцией 1/(1 + 2), 
получив 1/(1 + 2)(1 —2) = 1/(1 -— 22). Имеется и третий путь; 
он основан на общем методе извлечения членов с четными номе- 
рами (90,0, 92,0, 94,0,...) из любой последовательности: сложив 
С (—2) и С(+2), получим 


(7) +С(-2) = У. дл (1 -- (-1)") = = 2). ди [п — четное]2”; 


м 


следовательно, 
С (2) + С(-2) у 
2п 
———цддд—к— 02 7, . (7.22) 
2 
м 
Аналогично можно извлечь члены с нечетными номерами: 


С(2) — С|—2 
вес — 2 дат 22 НТ. (7.23) 


В частном случае д. = Ти С(2) = 1/(1 — 2) получаем, что про- 


изводящая функция для (1,0,1,0,...) есть т(С(2) + С (-2)) — 


1/1 1 
2(— + =) 122 ' 

Попробуем применить этот прием к производящей функции 
для чисел Фибоначчи. Мы знаем, что )_ „Е. 2“ = 2/(1—2— 22); 


поэтому 
Ут м1 и 
- 2" —2\1-2—22  ]47— 22 
(2-Я + +2 \ _ 22 
2 (1 — 22)2 — 22 1322424. 


Эта функция производит последовательность (Ро,0,Е›,0,ЁЕл,...); 
таким образом, последовательность чисел Фибоначчи через один, 
(Ро, Е, Е4,Еб,...) = (0,1,3,8,...), имеет простую производящую 
функцию 


7, 
у Е2.2“ а. (7.24) 
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7.3 РЕШЕНИЕ РЕКУРРЕНТНЫХ 
СООТНОШЕНИЙ 


Настало время заняться вплотную одним из самых важ- 
ных применений производящих функций — решением рекуррент- 
ных соотношений. 

Для рекуррентного соотношения, которому удовлетворяет по- 
следовательность (ди), нам интересно получить выражение ди 
через п в замкнутом виде. С помошью производящих функций 
эта задача решается в четыре шага, которые выполняются до- 
статочно механически и их почти можно запрограммировать на 
компьютере: 


1 Запишите одно уравнение, выражающее д. через другие эле- 
менты последовательности. Это уравнение должно оставать- 
ся справедливым для всех целых п с учетом того, что 9—1 = 
0—2 —... [— (0. 

2 Умножьте обе части уравнения на 2” и просуммируйте по 
всем п. В левой части получится сумма }_ 0и2”, которая рав- 
на производящей функции С(2). Правую часть следует пре- 
образовать с тем, чтобы она превратилась в какое-то другое 
выражение, включающее С{(2). 


3 Решите полученное уравнение, получив для С(2) выражение 
в замкнутом виде. 


4 Разложите С(2) в степенной ряд и прочитайте коэффициент 
при 2"; это и будет замкнутый вид для ди. 


Причина работоспособности этого метода в том, что единая фун- 
кция С(2) представляет всю последовательность (9) и это пред- 
ставление допускает многие преобразования. 


Пример 1: снова числа Фибоначчи 

Попробуем в качестве примера повторить вывод формулы для 
чисел Фибоначчи из гл. 6. Там мы нашупывали путь, изучая но- 
вый метод; теперь будем действовать более систематически. Вот 
перед нами заданное рекуррентное соотношение: 


90 — 0, 01 — ] , 
Оп = ди-1- 9и-2 прип 2 2. 


Найдем выражение для д, в замкнутом виде, выполнив приве- 
денные выше четыре шага. 

Шаг 1 требует записать рекуррентное соотношение в виде 
‚одного уравнения" для ди. Мы могли бы записать 


0, если п < 0, 
и = < 1, если п =Т, 
Оп-1 + 9-2, е@слип > 1, 


но это самообман. В действительности на шаге 1 нужна форму- 
ла, не содержащая конструкций с перечислением случаев. Одно 
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уравнение 


Оп = дит 9и-2 


имеет место для п. > 2, и, кроме того, оно справедливо при п < 0 
(поскольку 90 = ОИ 9отриц. = 0). Однако для п = 1 имеем 1 в 
левой части и О— в правой. К счастью, это затруднение легко 
преодолеть, достаточно просто прибавить [п =1] к правой части; 
это увеличивает правую часть на 1 при п = | и не изменяет ее 
при п #1. Итак, мы имеем 


Оп = 9-1 - ди-2 + п=1]; 


это как раз то уравнение, которое требуется на шаге 1. 
Теперь шаг 2 предлагает преобразовать уравнение для (9) в 
уравнение для С(2) = >) 0.2". Это несложная задача: 


С(2) = У 9"2” = У ит 2” + у дп—2 2“ + У ш= И 
п Ш п п, 


=У "+ д? чо 
п. п. 


= 2С(2) +276(2) +2. 


Шаг 3 в нашем случае тоже прост; имеем 


2 
С(2) = => 
| 
что, конечно, неудивительно. 

Вся загвоздка в шаге 4. В гл. 6 выполнить этот шаг помогло 
внезапное озарение; теперь же будем двигаться медленнее, с тем 
чтобы позднее без затруднений справиться с этим шагом в более 
сложных задачах. Чему же равен 

—, 

1—2—2 
коэффициент при 7" в разложении 2/(1—2—2^) в степенной ряд? 
Как в более общем случае, имея произвольную рациональную 


функцию 





гле Ри О — многочлены, определить коэффициент [2"] В(2)7 
Имеется один вид рациональных функций с особенно хороши- 
ми коэффициентами, а именно, 


а т+п\ п. 
о (7) 


п>0 
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(В табл. 369 содержится эта формула в случае р = 1; общую фор- 
мулу, показанную здесь, можно получить подстановкой р2 вме- 
сто 2.) Коэффициенты конечной суммы функций вида (7.25), 


—_ а] > 
Прим * раза 
О 
® ® * ЫФмщ т, . 6 
Ы (1 — р12) "+1 (7.26) 


тоже неплохие: 


п {п п 
[27] $(2) = а ( очаа ("2 )з 
т т 
щи п 
- + а ( м С. (7.27) 


Мы покажем, что любая рациональная функция К(2), такая, что 
К(О) = со, может быть выражена в виде 


К (2) = 5(2) +Т(2), (7.28) 


где $(2) имеет вид (7.26), а Т(2) — многочлен. Таким образом, для 
коэффициентов [27] В (2) имеется выражение в замкнутом виде. 
Нахождение $5(2) и Т(2) эквивалентно нахождению ‚разложения 
в элементарные дроби“ функции К(2). 

Заметьте, что 5(2) = со для значений 2, равных 1/р1,..., 1/р\. 
Следовательно, числа ок, которые нам надо найти, если мы хотим 
представить К(2) в виде $(2) - Т(2), должны представлять собой 
обратные величины к числам ок, для которых О(хк) = 0. (На- 
помним, что К(2) = Р(2)/О(2), гле Ри О — многочлены; поэтому 
К (2) = со, только если О(2) = 0.) 

Допустим, что О(2) имеет вид 


О (2) = 40 + 412+ .-.-+94т2", где 4о + 0и а 7 0. 


‚„Обращенный“ многочлен 


О®(2) = 402" + 912" +... + дм 
имеет важную взаимосвязь с О(2): 
08 (2) = 40(2— р1)... (2 — рт) 
<=> 0О(2) = 940(1 — р12)...(1 — м2). 


Таким образом, корни ОЁ обратны к корням О и наоборот. Сле- 

довательно, для нахождения нужных нам чисел рк достаточно 

разложить обращенный многочлен ОЁ(2) на множители. 
Например, в случае последовательности Фибоначчи имеем 


0(2) =1-2-27; О#(2) =22-2-1. 
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Корни ОК можно найти с помощью общей формулы для кор- 
ней квадратного уравнения (-Ъ УЪ? — 4ас )/ 2а, положив в ней 








(а, Ъ, с) = (1, —1, —1); они оказываются равными 
1+ 5 1— У5 
ф = 5 и ф= 5. 


Следовательно, ОН(2) = (2 — ф)(2— $) иО(2) = (1- ф2)(1- $2). 

Найдя числа р, можно перейти к построению разложения на 
элементарные дроби. Сделать это проще всего в случае различ- 
ных корней; поэтому рассмотрим сначала этот частный случай. 
Мы можем сформулировать и доказать общий результат: 


Теорема о разложении рациональных функций 
в случае различных корней 
Если К( 2) = Р(2)/0(2), где О(2) = 40(1 — р12)... (1 — р12), и 


числа (р1,..., 0%) различны, аР(2) — многочлен степени меньше (|, 
то 
—РкР(1/рк) 
[2^] В(2) = арт +. + мрг, где ак = 7.29 
О’ (729 
Доказательство: Пусть а1,..., а: — константы с указанными вы- 


ше значениями. Формула (7.29) будет справедлива, если К (2) = 
Р(2)/О(2) равняется 


5(2) = Ре. 

Т — р12 1 — р:2 
Мы можем доказать, что К(2) = 5(2), если установим, что функ- 
ция [(2) = К (2) — 5(2) не бесконечна при 2 -} 1/рк. Отсюда будет 
следовать, что рациональная функция Т (2) вообще не обращает- 
ся в бесконечность; следовательно Т (2) — многочлен. Кроме того, 
мы можем увидеть, что Т(2) -} 0 при 2 -} со; следовательно 
Т (2) должна быть нулем. 

Пусть ох = 1/ок. Нам нужно доказать, что Пт, и, Г(2) 5 05, 
а для этого достаточно установить, что шп, ;а, (2 — бк) Т(2) = 0, 
поскольку Т(2)— рациональная функция 7. Таким образом, мы 
хотим показать, что 


Пт (2-— бк) К (2) = Ш (2- ок)5$(2). 
2 Ск 2 Ск 


Предел в правой части равен шт, ‚а, ак(2 — ©к)/(1 — рк2) = 
—ак/рк, поскольку (1 — рк2) = —рк(2— бк) и (2— бк} /(1— р;2) 0 
для } 7 К. Предел в левой части равен 


2 — бк Р(ох) 





Ва (2 к) ы в (2) О'(ок) ° 


2-х (2) 


= Р(ох) 


по правилу Лопиталя. Таким образом, теорема доказана. 


Оставьте книгу 
открытой на этой 
странице — это 
потрясет ваших 
родителей. 
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Вернемся к примеру с числами Фибоначчи. Здесь Р(2) = 2, а 


О(2) =1-—2—22 = (1—ф2)(1— $2); следовательно О '(2) = —1—22 
и 

-РРИ/р) _ 1 _ р. 

09 '(1/р)  —1-2/р р+2 


Значит, в соответствии с (7.29), коэффициент, с которым ф" вхо- 
дит в [2'] В (2), равняется ф/(ф+2) = 1//5; коэффициент при ф" 
равен ф/(ф +2) = —1/^/5. Таким образом, теорема утверждает, 
что Е„ = (ф" — ф")/\5, какв (6.123). 

Если О (2) имеет кратные корни, то вычисления становятся бо- 
лее сложными, но мы можем усовершенствовать доказательство 
и установить справедливость следующего, более общего резуль- 
тата: 


Общая теорема о разложении 
рациональных производящих функций 

Если В(2) = Р(2)/О(2), где О(2) = 40(1—р12)“"... (1— р12) “1 и 
числа (р1,..., р.) различны, а Р(2) — многочлен степени меньше, 
чем 41+... - 4, то 


[27] В(2) = Н(п)от + .-: + В(пм)ог при любом п 20, (7.30) 


где все №к(п) являются многочленами степени Ак —1 со старшим 
коэффициентом 


а, — СЮ“ РИ/рю) 4 


0 (4+ (1/рк) 
— РИ/рк) (7.31) 
(Чк—1)! 40 [+ ^к(Т- ;/рк) 
Этот результат можно доказать индукцией по тах(41,..., 41), ис- 


пользуя тот факт, что 


а1(41 — 1)! (4 — 1)! 
(1 — р12) 91 (1 — р12) 91 


является рациональной функцией, в знаменателе которой стоит 
многочлен, не делящийся на (1 — рк2)“* для любых К. 


Пример 2: довольно произвольное 
рекуррентное соотношение 

Сейчас, познакомившись с более общими методами, мы готовы 
взяться за новые задачи. Попробуем решить в замкнутом виде 
рекуррентное соотношение 


до = 91 = 1 , 
Оп = ит + 29-2 + (-1)" при п > 2. (7.32) 


376 ПРОИЗВОЛЯЩИЕ ФУНКЦИИ 


Всегда неплохо составить таблицу нескольких начальных значе- 
ний, и рекуррентное соотношение позволяет легко сделать это: 





14 23 52 97 





Простой формулы не просматривается, и, более того, эта после- 
довательность отсутствует в справочнике по целочисленным по- 
следовательностям Слоана [276]; так что нам никуда не деться от 
четырехшагового процесса, если только мы действительно хотим 
найти решение. 

Шаг 1 прост; здесь требуется просто состряпать какие-то по- 
правочные члены, чтобы учесть случаи п < 2. Уравнение 


Оп = 9-1 + 29—2 + (-[1"[м>0] +=! 


выполняется для всех целых п. Теперь можно выполнить шаг 2: 
С (2) — ) 9%" 
п, 


— У 9п—12" + 2) дп-—22" + У (-1 и” + у 2“ 
п п п=1 


п>0 


= 2С(2) + 227С(2) + СТ +2. 
1+2 


(В данном случае мы могли бы записать (-') вместо (—1)"[м. > 0], 
что дает >, (-')2” = (1+2) но биномиальной теореме.) Шаг 3 


требует лишь элементарной алгебры и дает 


(2) — 1+2(1+2) 142427 
"= п+2а-—2-22) (1-22)? 


Теперь нам остался только шаг 4. 

Некоторую сложность представляет множитель в квадрате в 
знаменателе, поскольку, как мы знаем, в случае кратных кор- 
ней анализ труднее, чем в случае различных; но здесь встретился 
именно этот случай. У знаменателя два корня, р1 =2ир2 = -1; 
общая теорема о разложении (7.30) говорит нам, что 


ди = а12" + (ап + с) (-П)" 
с некоторой константой с, причем 


_ 1+1/2+1/4 _7. | 1—-1+1 ] 
а1 — (1+1/2)2 9’ 2 


1—2 3’ 


(Когда знаменатель имеет простые множители, удобнее исполь- 
зовать для вычисления ак вторую формулу в (7.31), а не первую. 


Замечание: 
верхний индекс 


в) 2’ не 
пропущен! 
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Нам нужно всего лишь подставить 2 = 1/рок всюду в К(2), за ис- 
ключением множителя, обращающегося в нуль, и поделить ре- 
зультат на (Як — 1)!; это даст коэффициент перед п“*`'рп.) Под- 
становка п = 0 показывает, что неизвестная пока константа с 


2. 
должна быть равна 5; таким образом, ответом будет 


ох = $2" + (+2) (1. (7.33) 


Не составит большого труда проверить случаи п = Ти 2, про- 
сто для того чтобы быть уверенными, что мы нигде не ошиблись. 
Может быть стоит попробовать и п. = 3, поскольку формула вы- 
глядит несколько странно. Но она правильна: все так и должно 
быть. 

Могли ли мы угадать формулу (7.33)? Возможно, включив в 
таблицу еще несколько значений, мы заметили бы, что ди-+1 А 249 
для болыших п. И, при большой удаче, мы, может быть, додума- 
лись бы до константы 5. Однако определенно проще и надежнее 
использовать в качестве инструмента производящие функции. 


Пример 3: взаимно рекуррентные последовательности 

Иногла встречаются два или более рекуррентных соотноше- 
ния, зависящие одно от другого. В таких случаях можно обра- 
зовать производящие функции для обеих последовательностей и 
решить их, слегка расширив наш четырехшаговый метод. 

Обратимся в качестве примера к задаче о покрытии костяшка- 
ми домино 3 х п-прямоугольника, которую мы исследовали ранее 
в этой главе. Если мы хотим узнать только Ма — общее число 
вариантов покрытия домино 3 х п-прямоугольника, не разделяя 
случаи вертикальных и горизонтальных домино, то нет необхо- 
димости вдаваться в такие подробности, как раньше. Мы можем 
просто записать рекуррентные соотношения 


Че =1, Ш = 0; Ме =0, М! =1; 
Ча = 2-1 + Ч л-2 , М. = Ч + У, -2 при п 2 2. 


Здесь \У„ — число покрытий 3 х п-прямоугольника без угла с ис- 
пользованием (3п —1)/2 костяшек домино. Эти соотношения лег- 
ко вывести, если рассмотреть возможные расположения домино 
на левой стороне прямоугольника, как мы делали раньше. Здесь 
выписаны значения М и \Ук для малых п: 





(7.34) 
15 0 56 


Найдем, в четыре шага, выражения в замкнутом виде. Снача- 
ла (шаг 1) запишем 


Ча = 2М,-—1-+ Чл-2 + М =0], У, = Чи-1+ Ун-2 
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при любых п. Следовательно (шаг 2), 
Ц(2) = 22. (2)+ 27Ц(2) +1, У (2) = 2Ц(2) + 27 (2). 


Теперь (шаг 3) нам требуется решить два уравнения с двумя не- 
известными; это легко сделать, получив из второго уравнения 
М (2) = 2Ц(2)/(1 — 22); далее находим 


2 2 


мА. 


1-2 


тер и. ‘735 


(2) \ (2) 


(Мы уже видели эту формулу для Ц(2) в (7.10), но там вместо 27 


стояло 23. В тот раз п было числом костяшек, а здесь п — ширина 
прямоугольника.) 

Знаменатель | — 427 + 2* есть функция от 22; это обеспечивает 
21-1 = би \У»). = 0, как и должно быть. Можно извлечь выго- 
лу из этого свойства, сохранив 2’ при разложении знаменателя 
на множители: нам вовсе не обязательно разлагать | — 427 + 2 в 
произведение четырех множителей вида (1—рк2), поскольку двух 
множителей вида (1—рк2^) будет достаточно для определения ко- 
эффициентов. Иными словами, если определить производящую 


функцию 


2 


1 


= тж = Мо М+М +.-., (7.36) 


\М/ (2) 
то будем иметь \(2) = 2М/(27) и Ц(2) = (1- 22) (22): следова- 
тельно, У2щ-+1 = Уци Иж = \М/. —М/,_1. Работая с более простой 
функцией \У/(2), мы сэкономим силы и время. 


Многочлен 1 — 42 + 27 разлагается на множители (2—2-—\/3) 
и (2—2+\/3), их можно также записать в виде (1 — (2/3 )?2) и 


(1 — (2—3 )2.) ‚ поскольку этот многочлен обратен сам себе. Таким 
образом, получаем 


3+2\3 3—2\У3 
Уи, = о уу УЗ), 


3+У3 3— У3 
Уз. = Мк — М/-1 = НУ нУЗ + У 2 УЗ) 


3—3 3+3 — | 
Это и есть искомое выражение для числа 3 х п-покрытий. 
В данном случае мы можем упростить формулу для Ц2а, если 


заметим, что второе слагаемое всегда лежит между 0 и |. Число 
>, — целое, поэтому 


(2+ УЗ)" 
3—3 








112, = | при п >20. (7.38) 
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На самом деле, второе слагаемое (2—\/3 )"/(3--/3 ) исчезающе ма- 


ло при больших п, поскольку 2—\/3 = 0.268. Это следует иметь в 
виду при использовании формулы (7.38) для расчетов. Например, 
довольно дорогой карманный калькулятор, выпускаемый фир- 
мой с хорошей репутацией, при вычислении (2 + /3)!0/(3 — 3) 
дал в ответе 413403.0005. Этот ответ точен до девятой значащей 
цифры; однако точное значение чуть меньше 413403, а не чуть 
больше. Следовательно, было бы ошибкой вычислять потолок от 
413403.0005; точный ответ, 20 = 413403, получается округлени- 


Полы тоже не ем до ближайшего целого. Потолок может быть опасен. 
всегда надежны, 
уж поверьте мне. Пример 4: замкнутое выражение для задачи размена 


Мы оставили задачу размена, только лишь подсчитав число 
способов выплаты 50 центов. А как вычислить то же число для 
суммы в 1 доллар или в миллион долларов — размен производит- 
ся по-прежнему пенни, никелями, даймами, четвертями и полу- 
долларами? 

Ранее мы вывели производящую функцию 


С) = отт: 


это рациональная функция от 2, знаменатель которой имеет сте- 
пень 91. Таким образом, мы можем разложить знаменатель на 
91 множитель и выразить С — число способов дать п. центов сда- 
чи —в „замкнутом виде, состоящем из 91 слагаемого. Но такое 
ужасное выражение не лезет ни в какие ворота. Нельзя ли в этом 
частном случае найти что-либо лучшее, а не применять общий 
метод? 

А вот и первый проблеск надежды: оказывается, знаменатель 
почти является функцией 2?. Тот же трюк, который мы использо- 
вали для упрощения вычислений в случае знаменателя |—422--7^, 
заметив, что это есть функция от 27, может быть применен и к 
С( 2), если заменить 1/(1 — 2) на (1+2+22 +2 +2%)/(1-—2?): 


142+ 2242342 |1 1 ] ] 
С (>) = — 
1-2 1-2 1—210 ] — 225 | — 220 
= (1+2+2+2+2)С(2?), 
. 1 1 1 ] 1 
С (2) = —— 


1-21-—-21—22 1-2? 1—210` 


Степень знаменателя этой „сжатой“ функции С( 2) уже только 19, 
так что эта функция гораздо лучше исходной. Новое выражение 
для С(2) показывает, в частности, что Си = Стал = С5н+2 = 
С5л+з = С5л+4; И действительно, это соотношение легко объяс- 
нить: чаевые в 53 цента можно дать ровно столькими же спосо- 
бами, как и чаевые в 50 центов, поскольку количество пенни по 
модулю 5 заранее известно. 
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Однако лаже для С( 2) не существует простого выражения, О сжатой функ- 
основанного на корнях знаменателя. Вероятно, простейптий спо- ЦИИ и рассуждать 
соб вычисления коэффициентов С( 2) получится, если заметить, будем сжато. 
что каждый сомножитель в знаменателе является делителем 
1—210. Следовательно, можем записать 


> А(2) 
С(2) = пер, 


Вот, для полноты картины, развернутое выражение для А(2): 


где А(2) = Ад-+А12-+...+Аз127'. (7.39) 


(1+2+..:+ 27)? (1+2+...+28)(1+2) 
= 1+ 22 + 427 + 623 + 927 + 132? + 1826 + 242/ 
+ 3128 + 3927 + 45210 + 521+ 57212 + 632134 672“ 69215 
+ 69218 + 67217 632184 57217 + 522204 45271 -- 39222 -- 31223 
+ 2427‘ + 182224 13276 9227 + 62284 4227 2230 291. 
И, в завершение, воспользовавшись тем, что 1/(1 — 210)? = 
> к>о (“+“) 210%, получаем следующее выражение для коэффици- 
ентов Ск = [2'] С( 2), в котором п = 10а +ти0 < т< 10: 
Стоа+" = У. А; (“4”) П0а +т=10к +1) 
ук 
= А, (94°) + Ао (94°) + Аз+2о (94°) + Азо(44 '). 
(7.40) 
Здесь фактически содержится 10 различных случаев, по одному 
на каждое значение т; но это все же неплохая замкнутая формула 
в сравнении с альтернативами, включающими степени комплекс- 
ных чисел. 


Используя это выражение, можем узнать, например, значение 
С50а = Стоа. Здесь т = 0, и мы имеем 


4 
Сзоа = (11 ) +4 (91°) +52(9%°) +2(11') | 


Число способов заплатить 50 центов составляет (5) +45(%) = 50; 


для суммы в 1 доллар будет (°) + 45(2) + 52(1) = 292 способа; а 
для миллиона долларов это число составит 


(7) +45 (о +52 (7 +2 (7 


= 66666793333412666685000001 . 


Пример 5: расходящийся ряд 
Попытаемся теперь найти замкнутое выражение для чисел ди, 
определяемых соотношениями: 


до = 1 ) 
Оп = Пда_1 при п > 0. 


Сегодня го- 
ворят уже о 
фемтосекундах. 


7.3 РЕШЕНИЕ РЕКУРРЕНТНЫХ СООТНОШЕНИЙ 381 


Поразмышляв над ними несколько наносекунд, мы поймем, что 
д". есть просто п!; метод суммирующих множителей, описанный в 
гл. 2, немедленно подскажет этот ответ. Однако попробуем найти 
решение с помощью производящих функций хотя бы лишь для 
того, чтобы увидеть, что получится. (Действительно мощный ме- 
тод должен работать и для простых соотношений, наподобие это- 
го, равно как и в других случаях, когда мы не можем угадать 
ответ.) 
Уравнение 


Оп = Пди—1 + [м =0] 


справедливо для всех п; оно дает 
С(2) = у %т2" = у Пи—12" + у 2". 
п, п п=0 


Для завершения шага 2 надо выразить )_/ пди_12“ через С(2); 
таблица основных маневров (табл. 368) подсказывает, что здесь 
надо как-то использовать С '(2) =) пд„2”`'. Поэтому подгоним 
наше выражение к сумме требуемого вида: 


(2) =1+>_ (п+ 19 2" 


п, 
1+ по 2+) би“ 
п, п, 


=1+27С'(2) +2С(2). 


Проверим это уравнение, подставив значения ди для малых п. 
Таким образом, 


С =1+2+227+ 622+24+..., 


б'= —1+42 +1827 +962 +..., 
поэтому 
2^С' = 22 423 + 1824 + 9622 +..., 


26 = 2+2 +229 + 624242 +..., 
1=1. 


Сложив эти три строки, получим С, так что пока все в порядке. 
Кстати, часто будет удобнее писать ‘С’ вместо ‘С(2)’; дополни- 
тельное ‘(2)’ просто загромождает формулу, если мы не меняем 
2 на что-нибудь еще. 

Теперь предстоит сделать шаг 3, и он отличается от того, что 
мы делали раньше, поскольку здесь требуется решить диффе- 
ренциальное уравнение. Однако с этим лифференциальным урав- 
нением мы можем справиться при помощи гипергеометрических 
рядов из разд. 5.6; так что наши методы не так уж плохи. (Если 
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вы не знакомы с гипергеометрическими функциями, не беспокой- 


тесь — мы все сделаем очень быстро.) „Мы все сделаем 
Во-первых, следует избавиться от константы ‘|’; возьмем по- очень быстро: Так 
этому производную от обеих частей: говорил доктор, 
втыкая в меня 
С’ = (226'+26-+1)' = (226'+276") + (6+26’ ВО-О-ОТ ТАКОЙ 


гипершприц. 
= 226" +326'+С. риприц 
По развитой в гл. 5 теории следует переписать это с использова- 
нием оператора 3, а из упр.6.13 мы знаем, что 


96 =2С6', 3926=26"+2С'. 
Следовательно, лифференциальное уравнение запишется так: 
9С = 2926 +2296 +26 = 2(9+1)2С. 


В соответствии с (5.109), решением при до = 1 будет гипергеоме- 
трический ряд Е(1,1;;2). 

Шаг 3 оказался сложнее, чем мы ожидали; но теперь, когда 
мы знаем функцию С, шаг 4 очень прост — определение гипер- 
геометрического ряда (5.76) дает требуемое разложение: 


С (2) == ("|5 Е = У п! =". 


п>20 п>0 


Мы подтвердили выражение, которое знали все время, 0 =п!. 
Обратите внимание, что метод производящих функций дал 
правильный ответ даже несмотря на то, что С(2) расходится для 
всех ненулевых 2. Последовательность п! растет слишком быстро 
и величина п!2"| стремится к со при п -} со, если только 2 2 0. 
Это показывает, что с формальными степенными рядами можно 
выполнять алгебраические действия, не заботясь о сходимости. 


Пример 6: рекуррентное соотношение с возвратом 
к самому началу 

В завершение этого раздела рассмотрим применение произво- 
дящих функций к залаче из теории графов. Фан порядка п — это 
граф с вершинами {0,1,..., п} и 2п — 1 ребрами, определяемыми 
следующим образом: вершина 0 соединяется ребрами с каждой из 
остальных п вершин, а веритина К соединяется с вершиной К -+ | 
для 1 < К < п. Ниже, для примера, нарисован фан порядка 4, 
имеющий 5 вершин и 77 ребер. 


4 
3 
2 
0 1 


Интересующая нас задача состоит в том, чтобы найти число +, 
остовных деревьев в таком графе. Остовным деревом называет- 
ся подграф, содержащий все вершины и такое количество ребер, 
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чтобы этот подграф был связным, но не настолько много, чтобы 
в нем появился цикл. Оказывается, что любое остовное дерево в 
графе с п + 1 вершинами имеет ровно п ребер. Подграф, менее 
чем с п ребрами, не будет связным, а если число ребер превы- 
сит п, в подграфе появится цикл; это доказывается в книгах по 
теории графов. 

Существует (^"_') способов выбрать п ребер из 2п — 1, нри- 
сутствующих в фане порядка п, но не всякий такой выбор дает 
остовное дерево. Например, подграф 


4 


3 

| 2 

0 ] 
имеет четыре ребра, но не является остовным деревом; в нем есть 


цикл, идущий из 0 в 4, затем вЗив 0, кроме того, вершины {1,2} 
не имеют связи с остальными вершинами. Мы хотим подсчитать, 


сколько из (2"—') вариантов все же дают остовное дерево. 
Рассмотрим несколько начальных случаев. Можно легко пе- 


речислить все остовные деревья при п =1,2и3: 


2 ДК 
2 т 1.2.4. 


Н =] 2 =3 {3 =8 


(Не понадобится указывать метки у вершин, если мы будем всегла 
рисовать вершину 0 слева.) Что можно сказать про случай п. = 07 
На первый взгляд кажется разумным положить фр = 1; но мы 
возьмем фо = 0, поскольку само существование фана порядка 0 
(который должен иметь 2п — | = —1 ребро) вызывает серьезные 
сомнения. 

Наша четырехшаговая процедура предписывает найти рекур- 
рентное соотношение для !,, справедливое при любом п. Аля 
получения такого соотношения рассмотрим, как самая верхняя 
вершина (вершина п) соединяется с остальным деревом. Если 
она не соединена с вершиной 0, то должно быть соединение с 
вершиной п — |, поскольку эта последняя вершина должна со- 
единяться с остальным графом. В таком случае любое из {1._1 
остовных деревьев для остающегося графа (фана с вершинами 
от О дот -— 1) вместе с новым ребром образует остовное дерево 
для всего графа. В противном случае вершина п соединена с вер- 
шиной 0 и найдется некоторое число К < п, такое, что вершины 
п п-_1,..., К непосредственно соединены между собой, но ребро 
между вершинами Ки К- | не входит в полдерево. Тогда в дереве 
не может быть ребер между 0 и {п —1,...,К} иначе получился 
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бы цикл. Следовательно, для К = 1 остовное дерево полностью 
определено. Если же К > 1, то для завершения остовного дерева 
достаточно добавить любое из {1„_1 остовных деревьев на верши- 
нах {0,1,...,К-— 1}. Вот, к примеру, что показывает этот анализ 
для п =4: 


К=4 К =3 К=2 к=1 


4-44-44. 


Общее уравнение, справедливое для п > |, имеет вид 
а — Фи1 + и 1 + о+Ьз+..+Н +Т. 


(Выглядит все так, как будто ‘1’ в конце есть +0 и нам следовало 
бы взять фо = 1; но мы будем тверды в своем выборе.) Небольшое 
изменение — и уравнение будет справедливо при всех целых п: 


и = фт + Ук + м>0]. (7.41) 


К<и 


Это рекуррентное соотношение как раз и содержит ‚возврат к са- 
мому началу“ от Т,_1 через все прелыдущие значения, и в этом 
отличие от других рекуррентных соотношений, которые мы ви- 
дели в этой главе. Чтобы избавиться от аналогичной суммы в 
правой части рекуррентного соотношения (2.12) для анализа ме- 
тода быстрой сортировки, мы использовали в гл. 2 специальный 
метод, а именно вычли один экземпляр соотношения из другого 
(11+1—*»). Здесь этот прием тоже годится; но, как мы увидим, ме- 
тод производящих функций позволяет непосредственно работать 
с такими суммами. (И это очень хорошо, поскольку вскоре нам 
встретятся гораздо более сложные рекуррентные соотношения.) 

Шаг 1 завершен; теперь, на шаге 2, нам придется применить 
новый прием: 


Е(2) = у 7“ = У 12 + у ик < п] -+ Ум> 0] 2“ 








К, м п 
—_ к к 2 
— 2Е(2) +262 > к" + > 
т 7 
= 2Е(2) +Е(2) \_ 2" + —- 
т>0 
7 2 








= 2Ё (2) +Е(2) + 


1-2 1-2. 


К -ц-К. 


Ключевой трюк здесь — замена 2" на 2°2"`“; это позволяет вы- 
разить двойную сумму через Ё(2), как того требует шаг 2. 
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Шаг 3 теперь сводится к простой алгебре и получаем 


2 
Г(=) = 1—32+22` 
Тот, кто стремится все запоминать, узнает в этом выражении про- 
изводящую функцию (7.24) для чисел Фибоначчи с четными но- 
мерами. Таким образом, шаг 4 не нужен; мы уже нашли несколь- 
ко неожиданный ответ для задачи об остовах фанов: 


т. = Ра прип 20. (7.42) 


7.4 СПЕЦИАЛЬНЫЕ 
ПРОИЗВОЛЯЩИЕ ФУНКЦИИ 


Шаг 4 нашей процелуры станет проще, если мы будем 
знать коэффициенты многих различных степенных рядов. Разло- 
жения из табл. 369 весьма полезны, если они применимы, однако 
существует и много других типов выражений в замкнутом ви- 
де. Таким образом, следует дополнить эту таблицу еще одной, 
в которую булут включены степенные ряды, соответствующие 
„специальным числам“ из гл. 6. 

В табл. 386 содержится то, что нам нужно. Все эти тождества 
нетрудно доказать, так что нет необходимости задерживаться на 
них; предполагается, что мы булем обращаться к этой таблице, 
когда столкнемся с какой-либо новой задачей. Есть, однако, кра- 
сивое доказательство формулы (7.43), на котором стбит остано- 
виться. Начинаем с тождества 


] х+т\ п 
п = -> ( п ): 


и лифференцируем его по х. Выражение (1 — 2)-*-! в левой ча- 


сти равняется е(*+1) (1/-2)} так что Аа/4х внесет множитель 
12(1/(1 — 2)). В правой части числитель (*"") равен (х+п)... 
(Хх +1), и а/ах разобьет его на сумму п слагаемых, что эквива- 
лентно умножению (*=") на 
+. ЕН Н 
м. 

х-+-п х-+1 
Замена х на т дает (7.43). Заметьте, что Н‚.„ — Н‚ имеет смысл, 
даже если х нецелое. 

Кстати, при лифференцировании сложных произведений 
обычно оказывается гораздо лучше оставлять их в виде произве- 
дений, чем записывать производную как сумму. К примеру, пра- 
вая часть тождества 





“ (кп)... (х+107) 


ах и ] 
= п... +... 
ип... 5+1 (+ +-) 


была бы куда менее наглядной, если записать ее в виде суммы. 
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Таблица 386 Производящие функции для специальных чисел. 


] 1 тп) п 


п>20 


— =У в. 


120 





Ри 
—____———————.—.ъь-. Е 
ТЩ— (Ри1--Еш-1)2+ (=1)" 22 => пл’ 


п>20 
— т 7 
Утв Е => м" 
= хи Й | м 
(=) ЕВ 


д" = 2(2+1)... (2+т-— 1) => т 


— 
бы 
| 
хи 
5 
| 
ММ 
© 
8“ 
3 
| 3 
в, 
—_ 
3 
З | 
>” 


> 
= 


м, 
= 


ХНУ 


= 
2. 


`` 


33 


3 
——/ и 

З 

м, 


3 
> 
\М 
о 





2 

е"’(е”—1) — у"— 
т, т! 

т,п>20 
1 п 12 
— У °——ы 
(1—2)^ т, т! 

щи >20 
1-м у п м2” 
——ы— — У — 
е(^-1)2 — му т п! 


-— 
в 
| 
й. 
и 
3 
|| 
ММ 
© 
|“ 
3 ^` зв 
| 3 
3 
—— 
—_ 
> 


(7.44) 


(7.45) 


(7.46) 


(7.47) 


(7.48) 


(7.49) 


(7.50) 


(7.51) 


(7.52) 


(7.53) 


(7.54) 


(7.55) 


(7.56) 
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У общих тождеств из табл. 386 имеется много важных частных 
случаев. Например, формула (7.43) при т = 0 упрощается до 
производящей функции для чисел Ни: 


1 ] 
п — = 2 Ни2”. (7.57) 








1-2 


Это уравнение можно вывести и другими способами; например, 
можно взять степенной ряд для ш(1/(1 — 2)) и поделить его на 
1 — 2, получая производящую функцию для частичных сумм. 


Тождества (7.51) и (7.52) включают отношения {"_}/("- ") 
и [ "| /("_') соответственно, которые для п > т превращаются 
в неопределенности вида 0/0. Им, однако, можно придать смысл, 
воспользовавшись  многочленами Стирлинга из (6.45). 


Действительно, имеем 


ТИС) -готонаксяь ня 
7/5) 


Так, например, для т = 1 формулу (7.51) следует записывать не 
как степенной ряд И а в следующем виде: 


п! тов (т). (7.59) 


2 


Тождества (7.53), (7.54), (7.55) и (7.56) представляют „дважды 
производящие функции“ или ‚суперпроизводящие функции‘ по- 
скольку они имеют вид С(\/,2) = =. „ 9тт\/" 2". Коэффициен- 
том при у/" является производящая функция относительно пе- 
ременной 2; коэффициентом при 72" является производящая фун- 
кция относительно переменной "/. Уравнению (7.56) можно при- 
дать более симметричный вид 


е” — е? тп] Ем 
уме? — хех — 2 ( т ет: (7.60) 


т,п>20 
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Я всегла считал, Сверткой двух последовательностей (0,11,...) = (1) и 
что свертка — (90, д1,...} = (91) называется последовательность (090, Фод1 + 
это то, что про- 190, ...) = (Ух к дик). Мы видели в разд.5.4 и 7.2, что сверт- 
ИСХОДИТ С МОИМИ ке последовательностей отвечает умножение их производящих 


мозгами, когда 
я пытаюсь найти 
доказательство. 


функций. Это наблюдение позволяет легко вычислить многие 
суммы, с которыми было бы трудно справиться другими мето- 
дами. 


388 ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ 


Пример 1: фибоначчиевы свертки 

Попробуем, для примера, подсчитать в замкнутом виде сумму 
УкоЕкРи-к. Это свертка последовательности (ЁЕ,) с самой со- 
бой, поэтому интересующая нас сумма должна быть коэффици- 
ентом при 2" в Е(2)^, где Е(2) — производящая функция для (Е, ). 
Все, что от нас требуется — вычислить значение этого коэффици- 
ента. 

Производящая функция Е(2) есть 2/(1 —2-— 27) — отношение 
многочленов; следовательно, как мы знаем из общей теоремы о 
разложении рациональных функций, ответ можно получить, най- 
дя разложение в правильные дроби. Можно просто применить 
общую теорему о разложении (7.30) и проделать требуемые вы- 
числения; или же можно использовать представление 


Е? — ( (- _ ==) 
\/5 \1-ф2 1-2 
_1 2 
- 5(т $2? П-$2)0-5) И? фея) 
— : У “п + 1)ф" 2" — - у Р+12 + : У п +1ф"2=”. 


п>0 п>20 п>20 


Вместо того чтобы записывать ответ через ф и ф, попробуем най- 
ти замкнутое выражение через числа Фибоначчи. Вспоминая, что 
ф-ф = 1, получим 


] 1 
ф"+ф" — [2“] (ЕЕ) 


2—(ф-+ф)2 м 2—2 
1—$2-$2) “ 1-2— 22 


= [2"] = 2 +1— Р. 


Следовательно, 


1 п 2 п 
Ре = 5) м — Р,)^- 5) Рыт2", 


п>0 п>0 


и мы получаем желаемый ответ 


и 

2№тЕ — ПЕ 

У вль = ЕТО (7.61) 
к=0 

Например, для п = 3 формула лает ВР; + НЕ + РЕ: + ЕзРо = 

0+1 1-0 = 2 в левой части и (6, —4Е:)/5 = (18—8)/5 =2—в 

правой. 
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Пример 2: гармонические свертки 

Эффективность работы определенного компьютерного алго- 
ритма, называемого ‚сортировка по образцу“, определяется значе- 
нием суммы 


К 1 
Тим = У ) целые т, п > 0. 


т/п-—К’ 
О<К<п 


В упр. 5.58 эта сумма вычисляется с помощью довольно хитроум- 
ной двойной индукции с использованием суммирующих множи- 
телей. Можно достичь результата гораздо проще, если заметить, 
что Тим есть п-й член свертки ((°), (1), (^),...) с (0,1, 1,...). 
Для обеих последовательностей в табл. 369 можно найти простые 
производящие функции: 


п\п _ 2" 2” _ ] 
> ("): па п-т 


п>0 и>0 





Следовательно, по (7.43), 


рт 1 1 1 
Ти ли п 1 п— т 1 
И еб 


— (Н; — На) (| и) . 


В действительности имеется еще много сумм, сводящихся к 
сверткам такого же вида, поскольку для любых ти $ 


1 1 ] ] ] 


(1—2) 1 1-7. (1—2) +1 — (1 — 2)" 5+2 1 1—7’ 


Приравнивая коэффициенты при 7", получаем общее тождество 


у (' у “) (: т (Н+к — Н.) 


К 


тф$+т-+] 
— п (Ниетчт — Нужзт). (7.62) 
И так Это тождество выглядит слишком уж хорошо, чтобы быть вер- 
гармонично. .. ным. Но проверка, по крайней мере, для п. = 2, проходит успешно: 








о А 1 + т-+2\ /5+0 1 + 1 
1 1 т] 2 0 +2 т] 
- (75° 1 + 1 
— 2 т+$+3 т+542)]` 


Частные случаи, например, $ = 0, столь же замечательны, как и 
общее тождество. 
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Но это еще не все. Мы можем, воспользовавшись тождеством 
для свертки 


х (+ 6". _ ет 


перенести Н. в другую часть, поскольку Н; не зависит от К: 


у т+кК 5+п-К Н 
К пк т-+{К 
к 

_ т 


п (Ни — Ну +! + Н,) . (7.63) 


Но и это не все! Если т и $ — неотрицательные целые | и т, то 
К _ _ 
можно заменить ("+") на ("+") и (°+"-^) на ("+"-*); затем, заме- 


нив К на К — и п на п — т — |1, получим 


п 
К\ /п-К п-+1 
Н — Н; —Н м Н , 
> (1) ( т, ` ини) + — Нат + НО 


целые [тп 20. (7.64) 


Даже частный случай 1 = т = 0 этого тождества вызвал затруд- 
нения в гл.2! (См. (2.36).) Мы прошли немалый путь. 


Пример 3: свертки сверток 

Если мы образуем свертку последовательностей (1.) и (9), а 
затем свернем результат с какой-то третьей последовательностью 
(К..), то п-й член полученной последовательности будет равен 


у т; дк. 


у +К-+=м 


Производящей функцией этой тройной свертки будет, разумеет- 
ся, произведение Е(2)С(2)Н( 2). Аналогично, т-кратная свертка 
последовательности (ди) с самой собой имеет п-й член вида 


у Ок, дк, ... Окь› 


К; +К2 +.--+Кж =1 


а ее производящая функция равна С(2)". 
Мы можем применить эти соображения к рассмотренной ра- 
нее проблеме деревьев в фане (пример 6 в разд. 7.3). Оказыва- 
ется, существует и другой метод вычислить |, — число остовных 
деревьев в п-фане; он основан на анализе конфигураций ребер 
дерева, соединяющих вершины {1,2,..., п}. Ребро между верши- 
нами Ки К-+ | может быть или включено в поддерево, или же нет; 
каждый способ выбора таких ребер задает разбиение множества Очень прочные 
вершин на блоки соединенных соседних вершин. Например, если блоки. 
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п. = 10, мы могли бы соединить вершины {1,2}, {3}, {4,5,6,7/} и 


{8, 9, 10}; 
10 
р 
8 


7 
6 
5 
4 

®3 

2 

0® 1 
Сколько же можно получить остовных деревьев, добавляя ребра 
в вершину 0? Нам нужно соединить вершину 0 с каждым из че- 
тырех блоков; существует два способа соединения 0 с {1,2}, один 
способ соединения с {3}, четыре способа— с {4,5,6,7} и три спо- 
соба—с {8,9,10}, что дает в итоге 2.1.4.3 = 24 способа. Сум- 


мирование по всем способам разбиения на блоки дает следующее 
выражение для общего числа остовных деревьев: 


|, = У У КК>...Кт. (7.65) 


т>0 К, +К>2 +..-+Кщ =" 
Ку, К2 ,...,Кж >0 


Например, 4 =4+3.1+2.2+1.3-2.1.1+1.2.1+1.1.2+1.1.1.] = 21. 

Это —сумма т-кратных сверток последовательности (0,1,2, 
3,...) АЛЯ т =1, 2, 3,...; следовательно, производящей функ- 
цией для (|) будет 


(2) = 6(2) + 62+ 6+... = 9, 
1—С(2) 

где С(2) — производящая функция последовательности (0,1,2, 

3,...), а именно 2/(1 — 2)?. Таким образом, имеем 


7 2 
[2 = = 
(1—2) —-2 1—32+2 
как и ранее. Такой подход к вычислению (+,) симметричнее и 
привлекательнее хитроумного рекуррентного соотношения, с ко- 
торым мы имели дело ранее. 


Пример 4: рекуррентное соотношение со сверткой 

Наш слелующий пример особенно важен; это, на самом деле, 
„классический пример, иллюстрирующий полезность производя- 
щих функций при решении рекуррентных соотношений. 

Пусть имеется п-+{1 переменных хо, х1,..., Ха, И мы ХОТИМ ВЫ- 
числить их произведение при помощи п умножений. Сколько най- 
дется способов (С) расставить скобки в произведении хо-х1:...-Хи 
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так, чтобы порядок умножений был полностью определен? На- 
пример, для п = 2 существует два способа: хо. (х1-х2) и (хо-х1) - х2. 
Для п. = 3 имеется уже пять способов: 


Хо: (хл: (х2-хз)), хо: ((х1-х2) хз), (хо-х1): (х2-хз), 
(хо: (Х1-х2)) хз, ((Хо-х1)-х2)-хз. 


Таким образом, С› =2, С; = 5; имеем также С! =Т1и Су =1. 

Попробуем применить четырехшаговую процедуру из разд. 7.3. 
Какому же рекуррентному соотношению удовлетворяет последо- 
вательность С;? Ключевым моментом здесь является то наблю- 
дение, что для п. > 0 ровно одна операция ‘.’ лежит вне всех ско- 
бок; это последнее умножение, связывающее все в единое целое. 
Если эта операция располагается между хк и хк. 1, то имеется Ск 
способов расстановки скобок в произведении ху.....Хк и Си_к_1 
способов — В Хк-1:...-Хи; следовательно, 


С. = СоС-т + С1С.-2 + --: + Сад, если п > 0. 


В этом выражении мы легко узнаем свертку, и формулу нетруд- 
но подправить так, чтобы она оставалась справедливой при всех 
целых п: 


С, = У СкС-1-к + м=0]. (7.66) 
К 


Шаг 1 завершен. Шаг 2 предписывает умножить на 2” и просум- 
мировать: 


С(2) = у С.2”“ 


=} СС + >= 
К, п 


п=0 


— у Ск“ у Ск” ® 1 
К п 


= С(2).2С(2) +Т. 


И вот, подумать только — произведением стала свертка! В мире Авторы прикалы- 
производящих функций бывает и не такое. ваются. 

Шаг 3 тоже прост. Функцию С(2) мы находим по формуле 
корней квадратного уравнения: 


Т+ \/1— 42 
С) = 


Но какой знак следует выбрать, + или —? Обе функции удовле- 
творяют уравнению С(2) = 2С(2)? + 1, но лишь одна из них дает 
решение нашей задачи. Всегда лучше действовать позитивно; так 


Итак, рекуррент- 
ное соотношение со 
сверткой привело 
нас к часто повто- 
ряющейся свертке. 
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может нам поэтому выбрать +? Однако мы быстро обнаружим, 
что в этом случае С(0) будет равно со, что противоречит фактам. 
(Для истинной функции С(2) должно быть С(0) = Су = 1.) Итак, 
мы приходим к выводу, что 


С(=) = тт УТ 42 


27 


Наконец, шаг 4. Чему равен коэффициент [2\] С( 2)? Виноми- 
альная теорема говорит, что 


И-&-> ('^) (—42)^ т Е; "т. (—42)к; 
К>0 


следовательно, используя (5.37), получаем 


1 МТ 4 _ 51(; “с “ее 








22 т К -1 
1/2\ (—42) 
т (и) 


Число С„ способов расстановки скобок равно (^^) —Н 


В гл.5 мы предвосхитили этот результат, введя последова- 
тельность чисел Каталана (1,1,2,5,14,...) = (С). Эта после- 
довательность встречается в десятках задач, которые, на первый 
взгляд, не связаны друг с другом [37], поскольку во многих ситу- 
ациях рекурсивная природа задачи отвечает рекуррентному со- 
отношению со сверткой (7.66). 

Рассмотрим, например, такую задачу: сколько последователь- 
ностей (ат, а›2..., аи), состоящих из | и —1, обладают тем свой- 
ством, что 





ат + а2 +... + аз = 0, 
а все их частичные суммы 
а, аа)? ... а а)2 +-.- аж 


неотрицательны? В последовательности должно быть п элемен- 
тов +1 и п элементов —1. Задачу можно представить графи- 
чески, нарисовав график последовательности частичных сумм 
51 = Ух так как функцию от п: пять возможных решений для 
п = 3 суть 


И\л. ИХ. 


304 ПРОИЗВОЛЯЩИЕ ФУНКЦИИ 


Это ‚горные хребты" ширины 2п, которые можно изобразить при 


помощи отрезков двух видов: и и“. Оказывается, что имеется 
ровно С. вариантов; при этом каждую из полученных последо- 
вательностей можно соотнести с некоторой расстановкой скобок: 
добавьте к формуле внешнюю пару скобок, так чтобы получилось 
п пар скобок, соответствующих п умножениям. Затем замените 
кажлый знак ‘.’на +] и каждую ‘)’ на —1, а все остальное удали- 
те. Например, по этому правилу формуле хо. (х х2)-(хз-х4)) соот- 
ветствует последовательность (+1, +1, —1, +1, +1, —1,—1,-—1). 
Пять способов расстановки скобок в выражении хо. х1-х2.хз со- 
ответствуют пяти показанным выше горным хребтам для п = 3. 

Небольшая переформулировка нашей задачи подсчета после- 
ловательностей позволяет получить удивительно простое комби- 
наторное решение, не использующее производящих функций. Но- 
вая задача заключается в отыскании числа последовательностей 
(ао, ат, а2,..., аж) из +1 и -—Т, обладающих свойством 


ао + а! + а? +... аж =Т; 
при этом все частичные суммы 
ао ака, ааа), ..., аа -- + аж 


должны быть полоэжжительны. Очевидно, что это есть в точно- 
сти последовательности из предыдущей задачи, к которым спере- 
ди приписали элемент ао = +1. Однако последовательности в но- 
вой задаче можно просто сосчитать, если воспользоваться замеча- 
тельным фактом, открытым Джорджем Рени [265] в 1959 г.: Если 
(х1,х2,...,Хт) — любая последовательность целых чисел, сумма 
которых равна --1, то ровно у одного из ее циклических сдвигов 


(Х1,Х2,...,Хт), (Х2,..., Хит, Хл), ...,) (Хит, ХЛ, Хм-т) 


частичные суммы все положительные. Рассмотрим, например, 
последовательность (3, —5,2,—2,3,0). Ее циклическими сдвигами 


являются 
(3,—5,2,—2,3,0) (—2,3,0,3, —5,2) 
(—5,2,—2,3, 0,3) (3,0,3,—5,2,—2) У 
(2,—2,3,0,3, —5) (0,3,—5,2,—2,3) 


и только отмеченная последовательность имеет сплошь положи- 
тельные частичные суммы. 

Для доказательства леммы Рени достаточно простых геоме- 
трических рассуждений. Продолжим нашу последовательность 
периодически до бесконечной последовательности 


(ХЛ, Х2,...,Хть ХЛ, Х2,...,Хт, ХЛ, Х2,.. 


таким образом, мы полагаем хи-.к = хк для всех К > 0. Если те- 
перь нарисовать график частичных сумм $1 =х1+... {хи как 
функции от п, то этот график будет иметь ‚средний наклон" 1/т, 


Ах, как было бы 
здорово, если бы 
цены росли не 
быстрее, чем на 
этом графике. 


(Специалисты 

по информатике, 
внимание! Частич- 
НЫЕ СУММЫ В ЭТОЙ 
задаче показыва- 
ют изменение со 
временем размера 
стека при вычисле- 
нии произведения 
п. - 1 сомножи- 
телей, поскольку 
каждая операция 
вталкивания в стек 
операнда изменяет 
его размер на -1, 
а каждое умно- 
жение—на —1.) 
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ПОСКОЛЬКУ $п-п = $п +1. Например, для нашего примера последо- 
вательности (3, —5,2,—2,3,0,3,—5,2,...) график начинается так: 


Весь график может быть заключен между двумя прямыми на- 
клона |/т, как показано; в этом примере т = 6. Эти граничные 
прямые касаются графика ровно один раз на каждом периоде из 
т. точек, поскольку прямые с наклоном |/т, могут проходить че- 
рез точки с целыми координатами лишь один раз на т единиц. 
Единственная нижняя точка касания есть как раз то единствен- 
ное место в цикле, начиная с которого все частичные суммы бу- 
дут положительными, поскольку справа от любой другой точки 
на расстоянии меньше т имеются точки касания. 

С помощью леммы Рени мы можем легко сосчитать последо- 
вательности (а0,..., аж) из чисел +1 и —1 с положительными 


частичными суммами и общей суммой +1. Имеется всего (2"+') 
последовательностей, содержащих п элементов —| ип + 1 эле- 
ментов +1, и из леммы Рени мы заключаем, что ровно 1/(2п. +1) 


часть из них имеет все положительные частичные суммы. (Выпи- 


шите все М = ("+") последовательностей и все 2п -- 1 их цикли- 
ческих сдвигов в виде массива М х (2 +1). Каждая строка со- 
держит ровно одно решение. Каждое решение встречается ровно 
один раз в каждом столбце. Поэтому во всем массиве содержит- 
ся М№/(2п. +1) различных решений, и каждое встречается (2. +1) 
раз.) Число последовательностей с положительными частичными 


суммами равно 
т+п т _ (2) 1 _с 
п ЖЖ \п/п+т "' 


Пример 5: рекуррентное соотношение 
с т-кратной сверткой 

Задачу, которой мы только что занимались, можно обоб- 
щить, рассмотрев последовательности (ао,..., апт) Из чисел 
+1 и (1-м), частичные суммы которых все положительны, 
а общая сумма равна +1. Такие последовательности можно 
назвать т-последовательностями Рени. Если в последова- 
тельности элемент (] — т) встречается К раз, а {1 встречается 
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тм, + 1 — К раз, то 


К(1 — т) + (ма +1Т-К) =1 


1 
и, следовательно, К = п. Всего имеется (ттт ) последовательно- (Специалисты по 


стей с п вхождениями (1 — м) и тп + 1 — п вхождениями +1, и информатике, вни- 
лемма Рени говорит нам, что количество таких последовательно- мание! Стековая 


стей со сплошь положительными частичными суммами составля-  ИНТерпретация 
ет ровно применима и здесь, 


но с т-арными 


ти, 1 1 тп, 1 (7.67) операциями вместо 
п тит (п / (м Тат. 7.97)  рассматривавшего- 
ся ранее бинарного 

Это и есть число т-последовательностей Рени. Назовем его чи- умножения.) 


__ (т) (пт) 

слом Фусса—Каталана С; ’, поскольку последовательность (Ск °) 
была впервые исследована Н.И. Фуссом [325] в 1791 г. (за много 
лет до того, как сам Каталан вступил в игру). Обычные числа 


Каталана суть Си = се }. 

Теперь, зная ответ (7.67), попробуем сформулировать вопрос, 
ведущий к этому ответу. В случае т = 2 вопрос был такой: 
„Какие числа С„ уловлетворяют рекуррентному соотношению 
С„ = > ‹ СкСл-1-к + [м =0]7“ Мы попробуем найти аналогичный 
вопрос (аналогичное соотношение) в общем случае. 

Тривиальная последовательность (+1) длины 1, очевидно, 
является т-последовательностью Рени. Нсли поместить число 
(1—т.) справа от любых т последовательностей, каждая из кото- 
рых является т-последовательностью Рени, то мы получим сно- 
ва т-последовательность Рени; частичные суммы остаются по- 
ложительными — сначала они возрастают до 2, +3, ..., +т, а 
окончательная сумма равна +1. И обратно, можно показать, что 
все т-последовательности Рени (а0,..., апт) при п > 0 полу- 
чаются этим способом: последний член ати должен быть равен 
(1—1). Частичные суммы $; = 0+... -а;_1 положительны для 
1 <) < пм и $ пн = м, ПОСКОЛЬКУ $ ти + ани = 1. Пусть К1 озна- 
чает наибольший индекс < тп, такой, что $к, = 1; пусть К› — 
наибольший индекс, такой, что $к, = 2; и т.д. Таким образом, 


$к =) и $к >} для | < } < миК < К < тм. Отсюда сле- 
дует, что Ки = тп, и мы можем легко проверить, что каждая 
из подпоследовательностей (а0,..., ак 1), (ак,,..., ак, 1), ..., 
(ак_'›....А@к,_1) Является т-последовательностью Рени. При 
этом должно выполняться К1 = тм +1, К -— Ю = тп) +Т, 

., Кю — Кат = Мид -Т АЛЯ некоторых неотрицательных це- 
лых п1, П),..., Пп. 





мп+Т) 1 является ответом на слелующие 


Следовательно, ("М") — 


два интересных вопроса: „Чему равны числа с”, определяемые 
рекуррентным соотношением 


п т.2 "Пт 


С" = У С СТ... С) + м=0] (7.68) 


пуп. +... +ищ=и-—1 
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при любом целом п?“ и „Нсли С(2) — степенной ряд, удовлетво- 
ряющий уравнению 


6(2) = 26(2)" +1, (7.69) 


то какие коэффициенты [21] С(2) он имеет?“ 

Заметим, что это непростые вопросы. В случае обычных чи- 
сел Каталана (т =2) мы решили уравнение (7.69) для С(2) и его 
коэффициентов при помощи формулы корней квадратного урав- 
нения и биномиальной теоремы; однако для т = 3 ни один из 
стандартных методов не дает ни малейшего намека на то, как 
решить кубическое уравнение С = 2С3 + 1. Таким образом, ока- 
зывается проще сначала ответить на вопрос, а затем задать его. 

Сейчас, однако, мы знаем уже достаточно для того, чтобы 
поставить еще более сложные вопросы и получить ответы на 
них. Вот такой, например, вопрос: „Чему равен коэффициент 
[27] 6(2)', где 1— положительное целое, а С(2) — степенной ряд, 
определяемый (7.69)?“ Рассуждая подобно тому, как мы дела- 
ли ранее, получим, что [2^] С(2)' есть число последовательностей 
длины тм + [| со следующими тремя свойствами: 


ое Кажлый элемент равен либо +1, либо (1 — т). 

ое Все частичные суммы положительны. 

е® Общая сумма равна {. 

Действительно, все такие последовательности мы можем един- 
ственным образом получить, приписав друг за другом [ после- 
довательностей, имеющих свойство т-последовательности Рени. 
Число способов выполнить это равно 


У СОС... СС = [29] 6(2)'. 


1.2 
му п2 +. =0 


Доказанное Рени обобщение его леммы говорит нам, как под- 
считать эти последовательности: если (х1,х›,...,хт) — любая по- 
следовательность целых чисел, такая, что х; < 1 для любых } и 
ха х2 +... хш =1 > 0, то ровно 1 из циклических сдвигов 


(ХТ, х2,...,Хш), (Х2,...,Хи,х1), ..., (ХиьХЬ. Хит) 


имеют сплошь положительные частичные суммы. 

Например, можно проверить это утверждение на послело- 
вательности (—2,1,—1,0,1,1, —1,1,1,Т). Ее циклические сдвиги 
суть 

(—2,1, —1,0,1,1,—1,1,1,1) (1, —1,1,1,1, —2, 1, —1,0,1) 

И тт —1,1, 1,1, —2) и —2,1,—1,0,1,Т) 

(—1, 0, 1,1, —1,1,1,1,—2,1) (1,1 т —1,0,1,1,—1) У 

Рай —1,1,1,1,—2,1,—1) (1,1, — Отт —1,1) 

(1,1, —1,1, 1,1, —2,1,—1,0) у (1—2 1 0, 1,1, —1,1,1) 
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и только две последовательности, помеченные ‘\/’, имеют все по- 
ложительные частичные суммы. Эта обобщенная лемма локазы- 
вается в упр. 13. 

Последовательность из элементов +1 и (1-т) длины ми + [с 
общей суммой | должна содержать ровно п. элементов (1—т.). Об- 


1 
общенная лемма говорит нам, что [/(тп-+|) из этих [ры ) после- 
довательностей имеют только положительные частичные суммы; 
следовательно, наш трудный вопрос имеет удивительно простой 


ответ. 


1 
[2"] С(2)' = ("+ = (7.70) 


для любых целых 1 >0. 

Читатели, не забывшие гл.5, вполне могут подумать что- 
нибудь вроде: „Эта формула выглядит знакомой, не встречалась 
ли она раньше?" Да, действительно, встречалась; вот что записа- 
но в уравнении (5.60): 


[2`]3,(2)7 = ("+ "} =: . 


Следовательно, производящая функция С(2) из (7.69) должна со- 
впадать с обобщенным биномиальным рядом Вщ(2). И действи- 
тельно, из уравнения (5.59) имеем 


Ви (2) " — Вш(2) п =, 
а это эквивалентно 
Ви (2) -1 = 2Ви(2)". 


Теперь, зная, что мы работаем с обобщенным биномиальным 
рядом, перейдем к обозначениям гл. 5. В этой главе были сформу- 
лированы без доказательства ряд тождеств. Сейчас мы отчасти 
восполним этот пробел, доказав, что степенной ряд В+(2), опре- 
деляемый как 


фт + 1 2" 
ва = (Ен 


п 


обладает следующим замечательным свойством: 


‚ чит) тр“ 
р Е 


п 


если только { и т— положительные целые. 
Можно ли распространить эти результаты на произвольные 


значения 4 ит? Да, можно, поскольку коэффициенты (7 г) т 
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являются многочленами от + ит. Общая т-я степень, определяе- 
мая как 


В, (2) — ет! В+ (2) — у (1842). 


п, 
п>20 
г (1— 34 (2))"_\" 
о ^). 
п>0 т>1 


имеет в качестве коэффициентов некоторые многочлены от + ит; 
эти многочлены совпадают с (""*") ——— для бесконечно многих 
значений 1 ит. Таким образом, эти две последовательности мно- 
гочленов должны тождественно совпадать. 


В гл. 5 упоминается также обобщенный экспоненциальный ряд 


&: (2) = У ое 


п! 
п>0 


относительно которого формула (5.60) утверждает не менее за- 
мечательное свойство: 
_1 
тм + т)" 
п т 
[ет (ет = о. (7.71) 
т: 
Мы можем доказать это как предельный случай формулы для 
3. (2), поскольку, как нетрудно показать, 


&.(2)` = Ша 3,.(2/х)”’. 
хо 
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Иногда производящая функция последовательности (9) 
весьма сложна, тогда как связанная с ней последовательность 
(9*/п!) имеет простую производящую функцию. В таких случаях 
мы, естественно, предпочтем работать с (9и/п!) и в самом конце 
выполним умножение на п!. Этот трюк применяется достаточ- 
но часто и заслуживает специального названия: будем называть 
степенной ряд 


С(2) — У о, — (7.72) 


п>20 


экспоненииальной производящей функцией или ЭПФ послело- 
вательности (90, 91, 92,...). Прилагательное ‚экспоненциальная“ 
употреблено потому, что функция экспоненты е? есть ЭПФ после- 
довательности (1, 1,1,...). 

Многие из производящих функций в табл. 386 есть на са- 
мом деле эпФ. Например, уравнение (7.50) говорит нам, что 
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(1:1.)”/ли есть ЭПФ последовательности ([2],[1],[=],...). 
Обычная производящая функция для этой последовательности 
много сложнее (и, к тому же, она расходится). 

Для экспоненциальных производящих функций имеются свои 
собственные базисные маневры, аналогичные тем операциям, что 
мы изучали в разд. 7.2. Так, если мы умножим эПФ последова- 


тельности (ди) на 2, то получим 








яп-+1 
У Оп =>. Чи =>» ПОп-—1 — 
п>20 п п21 п>20 
это ЭПФ последовательности (0, д0,201,...) = (п9и_1). 
Дифференцирование ЭПФ последовательности (99, 91,092,...) 
по 2 дает Не слишком ли 
много удоволь- 
СТВИЯ? 
У пол = = => Оп вм = =>. о , (7.73) 
п>0 п п>1] п>0 


это ЭПФ последовательности (91,02,...). Таким образом, диф- 
ференцирование ЭПФ соответствует операции сдвига влево 
(С (2) — 90) /2 АЛЯ обычных производящих функций. (Мы исполь- 
зовали это свойство ЭПФ, когла занимались гипергеометрически- 
ми рядами (5.106).) Интегрирование ЭПФ дает 


и 
| Умеа-= Зент => Е (7.74) 
п>0 п>1 
т.е. сдвиг вправо, ЭПФ последовательности (0, до, д1,...). 


Самая интересная операция над эпх, как и в случае обычных 
производящих функций, это умножение. Если Е(2) и С(2) —ЭПх 
последовательностей (Т.) и (9. ), то Е(2) С(2) = Н(2) является эпх 
для последовательности (|), которая называется биномиальной 
сверткой (1) и (91): 


=». (;) Ре Чик. (7.75) 


К 


Биномиальные коэффициенты появляются здесь из-за того, что 
(+) = п!/К! (п — К)!, следовательно, 


Кл — у К 9и-к . 
Г (м—К)! 
о К! (п-—К!! 
другими словами, (П./п!) — обычная свертка последовательно- 
стей (1, /п!) и (9и/п!). 
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Биномиальные свертки часто встречаются в приложениях. 
Так, в (6.79) мы определили числа Бернулли посредством неяв- 
ного рекуррентного соотношения 


У ("; ‘в = [т =0] при любом т > 0; 
) 
)=0 


это соотношение можно переписать в виде биномиальной свертки, 
если заменить т. + 1 на п и добавить к обеим частям Ва: 


у (;) Вк = В+ м=]] при любом п 20. (7.76) 
к 


Теперь можно перевести это соотношение на язык степенных 
рядов (как было обещано в гл. 6), если ввести в рассмотрение 


ЭПФ для чисел Бернулли, В(2) = ) „В, 2’/м!. Левая часть 


(7.76) есть биномиальная свертка (В„) с постоянной последова- 
тельностью (1,1,1,...); таким образом, ЭПФ левой части равна 


В( 2)е”. Для правой части экспоненциальной производящей функ- 
цией является > н>о (В„ + [п = 11) 2/т. —= В(2) +2. Следовательно, 


должно выполняться тождество В(2) = 2/(е2 — 1); мы доказали 
равенство (6.81), которое встречается также в табл. 386 как фор- 


мула (7.44). 
А теперь займемся вновь суммой, неоднократно появляющей- 
ся в этой книге: 


бт (п) = 0" +1" +2" +. += К". 


0<К<п 


На сей раз попробуем применить к этой залаче производящие 
функции: вдруг это упростит дело. Будем считать п фиксиро- 
ванным, а т — переменным; наша задача, таким образом — разо- 
браться с поведением коэффициентов степенного ряда 


5(2) = $о(п) + 51 (п) + 52(п) 27 +... = } (п) =". 


т>0 


Мы знаем, что производящая функция последовательности (1, К, 
К?,...) равна 


= 
1 Кг 
ш>0 
следовательно, 


и и - у 


т>0 0<К<и 0<К<п 
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если поменять местами порядок суммирования. Эту сумму можно 
записать в замкнутом виде: 


п 
От 1 т -п+] 
1 
= (Ни — На); (7.77) 


но мы абсолютно ничего не знаем о разложении подобной зам- 
кнутой формулы по степеням 2. 

На выручку приходят экспоненциальные производящие функ- 
ции. Для последовательности ($0 (п), $1 (п), $2(п),...} ЭПФ равна 


(ль) = Зо) + $1 (п) тт + $2(п) 5. +... = Хип 
т>0 


Для получения коэффициентов 5и(п) воспользуемся известной 
ЭПФ последовательности (1,К,К?,...), а именно, 


=>. к" 2" 
т!’ 
т>0 
и найдем 
быму ук у е 
т>20 0<К<и 0О<К<п 


Последняя же сумма есть сумма геометрической прогрессии, име- 
ющая замкнутый вид 


д е\? — ] 
Эт) = 





(7.78) 


Эврика! Все, что нам остается сделать, —это выписать коэффи- 
пиенты этой сравнительно простой функции, и мы получим вы- 
ражение для 5и (п), поскольку 5т(п) = п [27 $(2, п). 

Здесь вступают в игру числа Бернулли. Совсем недавно мы 
заметили, что ЭПФ для чисел Бернулли есть 


Ув ЕТ; 


К>0 


следовательно, можно записать 





0 1 2 70 1 72 


= (Во + Вт; +825 +... )(- тт +12 + = +). 
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Сумма 5н(п) равняется коэффициенту при 2" в этой функции, 
умноженному на т!. Например, 


$0(п) = 0! (Вотет) -п, 
п? 1—2 1 
51(п) =! (Вот + Вт} = 5 — эп, 
п2 
— ПЦ 121 
$2(п) = 21 (вт + Ватт) = зп? + 


Таким образом, мы в очередной раз вывели формулу П, = 
5$2(п) = тп — т) (м — 1), и это самый простой вывод из всех: 
при помощи нескольких строк найдено поведение 5 (п) при лю- 
бых тт. 


Можно записать общую формулу 


нии) = (Вып) — Вы 0), (7.19) 


гле Ви (х) — многочлен Бернулли, определяемый как 


Ви (х) = У (>) Вкх"- К. (7.80) 


К 


Вот почему это так: многочлен Бернулли является биномиаль- 
ной сверткой последовательности (Во, Вт, В2,...) с (1,х,х-,...); 
следовательно, экспоненциальная производящая функция для 
(Во(х), В1(х), В2(х),...) есть произведение ЭПФ этих последова- 
тельностей, 





= ее . (7.81) 


= > Вы (х 


т>0 ти 1 





Отсюда вытекает равенство (7.79), поскольку ЭПФ для (0, 50 (п), 
251(п.),...) есть, по (7.78), 


е"* — ] 


= В (2, п) — В (2,0). 
е? — 1 





7, 


Обратимся теперь еще к одной задаче, где ЭПФ есть как раз то, 
что нужно: сколько существует остовных деревьев в полном гра- 


фе с п вершинами {1,2,...,п}? Обозначим это число 4. Полный 


граф содержит тт(п — 1) ребер, по одному ребру, соединяющему 


каждую пару различных вершин; так что мы, по существу, ищем 
полное число способов соединить п данных объектов, проведя 
п — 1 линий между ними. 

Имеем +1 = {› =1. Кроме того, +3 = 3, поскольку полный граф 
с тремя вершинами есть фан порядка 2; мы знаем, что 1) =3. А 
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в случае п. = 4 имеется 16 остовных деревьев: 


ххх ПИ. МХМ 
ИН Кх Е Ко 


Следовательно, +4 = 16. 

Опыт работы с аналогичной задачей для фанов подсказыва- 
ет, что наилучший способ справиться с этой задачей состоит в 
том, чтобы выделить одну вершину и посмотреть на те связные 
компоненты или блоки, на которые разобьется остовное дерево, 
если проигнорировать все ребра, проходящие через выделенную 
вершину. Если невыделенные вершины образуют т. компонент 
размеров Ку, К2, ..., Кт, то их можно соединить с выделенной 
вершиной К1К)... Ки способами. Например, в случае п = 4, мож- 
но считать выделенной нижнюю левую вершину. В верхнем ряду 
(7.82) изображены 3+3 случаев, когда три остальные вершины со- 
единены между собой одним из %; способов и затем соединены с 
левой нижней вершиной одним из трех способов. В нижнем ряду 


изображены 2.1 х +5141 х (5) решений, в которых остальные три 


вершины разбиты на компоненты размеров 2 и | одним из (5) 
способов; там же показан случай И, гле три остальные вершины 
полностью изолированы. 

Подобные рассуждения приводят к рекуррентному соотноше- 
нию 


] 
=> т 


т>0 " 


п —1 
х › К1К>... Ка к. к,... 
нь т пе СК! Ка К т 
К, + К2 +.--+К.=т—1 


при любом п > 1. Действительно, имеется (+ И, К ) спосо- 
, ....у и 


бов представить п — 1 элементов в виде последовательности из 
т компонент размеров, соответственно, Ку, К)2, ..., Ка; имеется 
фк, к, ...№к„ способов соединить вершины внутри этих компонент 
какими-то остовными деревьями; имеется К1К)›... Ки способов со- 
единить вершину п с этими компонентами; и мы делим на |, 
поскольку не должны учитывать порядок компонент. Например, 
для п = 4 это рекуррентное соотношение дает 


— 1 3 3 1 3 3 
44 = 3% + (о) 2+ (не) - (тт) 


= 343 +64 +. 


Рекуррентное соотношение для 1. выглядит на первый взгляд 
устрашающе, на самом же деле оно не столь уж плохо, только 
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слегка свернуто. Обозначим 
и = Па 


и тогда все существенно упростится: 





Ми _ у 1 Мк, Мк, Мк» 


К! К! °°°Ка!, 
т>0 “КК +. Кит -т 1" 2 т 


если п > 1. — (7.83) 


Внутренняя сумма представляет собой коэффициент при 2"! в 
эпФ Ц(2), возведенной в т-ю степень; формула будет правильной 


и для п = 1, если добавить слагаемое Ц(2)°, отвечающее случаю 
т = 0. Итак, 


1 - - — 
т = > — Ща" = Че = в] ве 
" т>0 " 


при любом п > 0, и мы получаем уравнение 


((2) = се ®. (7.84) 


Это прогресс! Уравнение (7.84) выглядит почти так же, как урав- 
нение 


8(2) = е*®, 


определяющее обобщенный экспоненциальный ряд (2) = &1(2) 
в (5.59) и (7.71); и действительно, имеется связь межлу этими 


функциями: 
(2) =26(2). 


Таким образом, мы можем просто прочитать ответ к нашей зада- 
че: 


= — = — 2] Ц = (п- 162) = пА-2. (7.85) 
п п 
При любом п > 0 полный граф с вершинами {1,2,...,п} имеет 


ровно п"? остовных деревьев. 


7.7 ПРОИЗВОЛЯЩИЕ ФУНКЦИИ 
ЛИРИХЛЕ 


Помимо рассмотренных, возможны многие другие способы 
порождения последовательностей по рядам; здесь можно исполь- 
зовать, по крайней мере, в принципе, любую систему „ядер“ Ки (2), 
обладающих тем свойством, что 


У. 9" К«(2) =0 =>» 9. =0 при любом п. 
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Для обычных производящих функций мы использовали ядра 
К, (2) = 2", а для экспоненциальных производящих функций 
К, (2) = 2'/п!; можно попробовать также убывающие фактори- 
альные степени 2% или биномиальные коэффициенты 2%“/п! = 
7. 
(=) ° 

Наиболее важная альтернатива производящим функциям и 
ЭПФ получается, если использовать ядра |/п”; они рассчитаны 
на последовательности (91,492,...), начинающиеся с п = 1, анес 
п, = 0: 


6) ==. (7.86) 
п>1 


Эта функция называется производящей функцией Дирихле 
(ПФд), поскольку немецкий математик Густав Дирихле (1805- 
1859) внес большой вклал в ее изучение. 


Например, для постоянной последовательности (1,1,1,...) 
ПФА равна 
1 
> ==48. (7.87) 
п>1 


Это дзета-функиия Римана, которую мы называли также обоб- 


щенным гармоническим числом не) для 2 > 1. 
Произведение производящих функций Дирихле отвечает спе- 
циальному виду свертки: 


лк —_ Ё 9 _ 1 — 
Е(2)С(2) = 12 ие = У 2 2 дм | т=п). 


1, т>1 и>] ‚м1 


Таким образом, Е(2)С(2) = Н(2) есть ПФд последовательности 





Пл — у Та Оп/а. (7.88) 
а\п. 

Например, мы знаем из (4.55), что ап и(а) = п =1]; это 
свертка Дирихле последовательности Мёбиуса (и(Т), ц(2), 
и(3),...) с последовательностью (1,1,1,...), следовательно, 

— [м =1] 

м = =1. 

(2) (2) = > (7.89) 


п>21 


Иначе говоря, ПФД последовательности (и(1), ц(2), в(3},...) рав- 
на ((2)-'. 

Производящие функции Дирихле особенно полезны, когда 
последовательность (91,92,...) является мультипликативной 
функичей, т.е. 


Отт = дм 9 при т | п. 
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В таких случаях значения 0и для всех п определяются значени- 
ями для п, являющихся степенями простых чисел, и мы можем 
разложить ПФА в произведение по простым числам: 


> Ор2 Орз 
6(2) = || ееинеин...). (7.90) 


р простое 


Если, например, положить д. = |] для всех п, то получим пред- 
ставление дзета-функции Римана в виде произведения: 


= П (=). (7.91) 


р простое 


Аля функции Мёбиуса и(р) = —-1 ин(р") = 0 при К > 1, следова- 
тельно, ее ПФД равна 


М() = [] П-рэ, (7.92) 


р простое 


что, разумеется, согласуется с (7.89) и (7.91). Для функции Эй- 
лера ф имеем ф(р") =рк—р"`', поэтому ее ПФД имеет вид 


—^ —] —_ 4—2 
Ф(2) = [| (1+2) = Г НА (7.93) 


р простое р простое 





Отсюда мы заключаем, что Ф(2) = С((2— 1)/С(2). 


Упражнения 
Разминочные упражнения 


1 Олин эксцентричный коллекционер покрытий при помощи 
домино 2х п-прямоугольника платит 4 доллара за кажлую 
вертикально расположенную костяшку и 1 доллар — за гори- 
зонтальную. Сколько покрытий будут оценены по этому спо- 
собу ровно в т долларов? Например, для т = 6 имеем три 
решения: (3, Ы}] и ЕЕВ. 


2 Выпишите в замкнутой форме производящую функцию и экс- 
поненциальную производящую функцию для последователь- 
ности (2,5, 13,35,...) = (2 +3"). 


Чему равна > „> Н»/10“"? 


4 Общая теорема о разложении рациональной функции 
Р(2)/О (2) не вполне общая, поскольку степень Р в ней долж- 
на быть меньше степени О. Что произойдет, если степень Р 
окажется больше? 
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5 


Найдите произволящую функцию 5(2), такую, что 


[2"] $(2) = У. (;) [”) 


К 


Обязательные упражнения 


6 Покажите, что рекуррентное соотношение (7.32) можно ре- 
шить репертуарным методом, не используя производящих 
функций. 

7 Решите рекуррентное соотношение 

90 =Т; 
и = ди-1 + 29-2 +... +190 припт >0. 

8 Вычислите [2"] (№(1 — 2))"/(1 — 2)". 

9 Используйте результат предыдущего упражнения для вычи- 
сления У хо НкНи-к. 

10 Положите в тождестве (7.62) т = $ = —1/2 и затем избавьтесь 


от всех вхождений 1/2 с помощью трюков, подобных (5.36). К 
какому замечательному тождеству вы пришли? 


11 Эта задача, состоящая из трех независимых частей, позволяет 


попрактиковаться в манипуляциях с производящими функци- 
ями. Пусть А(2) =) „анг“, В(2) =) 6-2“, С(2) =) сиг”, 
причем все коэффициенты равны нулю для отрицательных п. 
а Выразите С через А и В, если с. = > кои а;бк. 


Ъ Выразите А через В, если пЪ, = У к о2Как/(п-—К)!. 


с Выразите А через В, если а, = Ув о ("+ к, гает— 


вещественное число: затем используйте вашу формулу, 
чтобы отыскать коэффициенты (т), такие, что Би = 


У ко к (т) ан-к. 


12 Сколько существует способов разместить числа {1,2,...,2м}в 


виде массива размера 2 х п так, чтобы и строки и столбцы 
массива были упорядочены по возрастанию слева направо и 
сверху вниз? Например, для п. = 5 одним из решений будет 


1245 8 
3679 1/` 


13 Докажите обобщенную лемму Рени, сформулированную непо- 


средственно перед (7.70). 


14 Используя экспоненциальную производящую функцию, реши- 


те рекуррентное соотношение 
90 =0, 91 =Т, 


п 
9и = —20 9—1 + ) (;) Чк9и—к при п > |. 
к 


От чего ушел, к 
тому и пришел. 
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15 Число Белла ©. есть число способов разбиения п предметов 
на подмножества. Например, @:; = 5, поскольку множество 
{1,2,3} можно разбить на такие подмножества: 


{1,2,3}; {1,2}44{3}; {1,3} 942}; {1} 442,3}; {1} 442} 943}. 
Докажите, что ®.+1 =), ()уатр-к, и используйте это ре- 
куррентное соотношение для нахождения в замкнутом виде 
экспоненциальной производящей функции Р(2) =) „ @,2“/п|. 

16 Две последовательности (а„) и (5) связаны между собой 
формулой свертки 


Ъ. — У (ее) (" 
п = ... ) 
К, +2К2-+ --мКа =и, к К? К 


кроме того, ад = би Бо =1. Докажите, что соответствующие 
производящие функции удовлетворяют уравнению шВ(2) = 


А(2) + 1А(22) +3А(2)-+.... 
17 Покажите, что экспоненциальная производящая функция 


С(2) связана с обычной производящей функцией той же по- 
следовательности соотношением 


со —^ 
| С(24)е "44 = С(2), 
0 

если этот интеграл существует. 


18 Найдите производящие функции Дирихле для последователь- 


ностей 
а фт -уп, 
Ь 9“ =Шмп, 


С 0. = [п свободно от квадратов]. 


Выразите ответы в терминах дзета-функции. (Свойство сво- 
боды от квадратов определено в упр. 4.13.) 


19 Любой степенной ряд Ё(2) = > п>о 2” с К = 1 определяет 
последовательность многочленов 1. (х) по правилу 


Р(=)* = }_ (2; 


%>0 
Что означает это при этом 1.(1) = щ и (0) = п=0]. В общем случае +; (х) 
„в общем случае"? имеет степень п. Покажите, что эти многочлены удовлетворя- 
Если Н = $ = ют формулам свертки: 
= Фит = 0, 
то степень #„(х) п 
не превосходит У. к (х)и-к(У) = (ху), 
[п/ т. . К—0 


(ху) > К) ,-к (у) = хх +У). 
К=0 


(Тождества в табл. 229 и 302 — частные случаи этого приема.) 
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20 


Степенной ряд С(2) называется дифференцируемо конеч- 
ным, если найлутся многочлены (в конечном числе) Ро(2), 
., Рщ(2), не все равные нулю и такие, что 


Ро(2) С (2) + Р1(2)6'(2) +---+Ри(2)6 ("9 (2) =0. 


Последовательность чисел (90, 91, 92,...) называется полино- 
миально рекурсивной, если найдутся многочлены (в конеч- 
ном числе) ро(2),..., Рш(2), не все равные нулю и такие, что 


Ро(п) 9, +Р1 (п) ди +... + Ри (п) 9л-т = 0 


для всех целых п > 0. Докажите, что производящая фун- 
кция дифференцируемо конечна тогда и только тогда, когда 
ее последовательность коэффициентов полиномиально рекур- 
сивна. 


Домашние задания 


21 


22 


23 


Грабитель врывается в банк и требует 500 долларов десяти- и 
двадцатидолларовыми банкнотами. Он также желает знать, 
сколькими способами кассир может дать ему эти деньги. Най- 
дите производящую функцию С(2), содержащую это число в 
коэффициенте [270] С(2), а также более компактную Ффунк- 
цию С(2), в которой это число равно [250] С(2). Используйте 
для решения (а) элементарные дроби; (Ъ) метод, аналогичный 


(7.39). 


Пусть Р есть сумма всех возможных способов ‚триангуляции“ 
многоугольников: 


Р=_+ЛА+М+[ 
+ \+<©7-+0\ +++... 


(Первое слагаемое представляет вырожденный многоуголь- 
ник всего с двумя вершинами; все остальные слагаемые изо- 
бражают многоугольники, разбитые на треугольники. Пяти- 
угольник, например, можно триангулировать пятью способа- 
ми.) Определите операцию „умножения“ АДВ триангулиро- 
ванных многоугольников А и В так, чтобы было справедливо 
уравнение 


Р= _ + РАДАР. 


Затем замените каждый треугольник на ‘2’; что вы тогда смо- 
жете сказать о числе разбиений п-угольника на треуголь- 
ники? 


Сколько существует способов построить 2х 2. х п-колонну из 
кирпичей размера 2 х 1х1? 


Не собирается 
ли он сыграть в 
домино 2 хп? 


(Дело в другом — 
он боится обмена 


СТо- И ПЯТИДЕ- 
сятидолларовых 


купюр. 
УКР — Перев.) 


Столько, сколько 
вы сможете по- 
зволить себе по 
нынешним ценам, 
и еще чуть-чуть. 
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24 Сколько имеется остовных деревьев в п-колесе (т.е. графе с 
циклом из п „внешних“ вершин, каждая из которых соединена 
с (п-+1)-й вершиной „осью“) при п > 37 


25 Пусть т > 2 — целое число. Выразите в замкнутом виде, как 
функцию 2 и т, произволящую функцию последовательно- 
сти (п шо т). Используя эту производящую функцию, вы- 


разите ‘п. шо@ т’ в терминах комплексного числа « = ет. 
(Например, для м = 2 будем иметь & = Ти п шоа2 = 


И". 


26 Числа Фибоначчи второго порядка ($,) определяются рекур- 
рентным соотношением 


$0 — 0, $1 — 1 › 
Зп = Яи_1 + Я—2-+Ё прип > 1. 
Выразите $„ через обычные числа Фибоначчи Е, и Ё, +1. 


27 Кажлое покрытие 2 х п-прямоугольника костяшками домино 
можно рассматривать также как некоторый способ нарисовать 
п несоприкасающихся отрезков в массиве точек размера 2 хп: 


Если наложить друг на друга две подобные схемы, то мы полу- 
чим несколько циклов, так как с кажлой точкой связаны два 
отрезка. Если, например, приведенная выше картинка объеди- 
няется с 


р... 


о ох + у, 


то в результате получится 


РЕН. 


Такой же набор циклов получается при объединении 


1..1] ее 


С 


эю о эФ® о. о 


Однако мы сможем однозначно восстановить исходные схе- 
мы по результату их наложения, если припишем каждому 
вертикальному отрезку некоторую ориентацию при помощи 
стрелок. Стрелки расставим поочередно вверх/вниз/вверх/ 
вниз/... в первой схеме и поочередно вниз/вверх/вниз/ 
вверх/... —во второй. Например, 
э—$ © 9—9 © © о ®—о =— 
Число таких ориентированных циклических схем должно 
2 |2 

быть, следовательно, равно Т. =Ё.,1, и мы должны уметь до- 
казывать это с помощью алгебры. Пусть О„ будет числом ори- 
ентированных циклических схем размера 2 х п. Найдите ре- 
куррентное соотношение для О„, решите его с помощью про- 
изводящих функций и получите алгебраическое доказатель- 


ство того, что Ок = т. 
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28 Коэффициенты А(2) в (7.39) удовлетворяют соотношению Ат+ 
Аз+1о + А:-20 + АИ = 100 для 0 < т< 10. Дайте ‚простое“ 
объяснение этому факту. 


29 Чему равна сумма фибоначчиевых произведений 


У У Рк Ею, ...Еки ? 


т>0 К, +К) +-.-+Ки =\ 
К, К2,...,Кт >0 
30 Если производящая функция С(2) = 1/(1 — <2)(1 — В2) имеет 
разложение на элементарные дроби а/(1 — х2) + Ъ/(1 — В2), 
то каким будет разложение на элементарные дроби функции 
С(2)"? 


31 Какая функция 09(п), определенная на положительных це- 
лых п, удовлетворяет рекуррентному соотношению 


У ва) ф п/а) = 


а\п 
Здесь ф — функция Эйлера. 


32 Арифметическая прогрессия — это бесконечное множество 
целых чисел 


{ап Е 5} = {В а+Ъ,2а-+ Ъ, За-+ъ....}. 


Множество арифметических прогрессий {аи п-Ъ1},...,{ашп- 
и} называется точным покрытием, если всякое неотри- 
цательное целое встречается в одной и только в одной про- 
грессии. Например, точное покрытие образуют три прогрес- 
сии {2}, {4п + 1}, {4п - 3}. Покажите, что если {а1п. + 61}, 

., {ап + 6} — точное покрытие, причем 2 < а! < .--: < ам, 
То аш_1 = аж. Указание: используйте производящие функ- 
ции. 


Контрольные работы 
33 Чему равно [м№"2“] (ш(1 + 2))/(1 — м2)? 


34 Найдите замкнутое выражение для производящей функции 
> н>о би (2)м/", если 


ее (— у ( и уток. 


К<п/т 
(Здесь т — фиксированное положительное целое.) 


35 Вычислите сумму > ока 1/К(п — К) двумя способами; 
а Разложите слагаемые в простейшие дроби. 
Ъ Представьте сумму как свертку и используйте производя- 
щие функции. 


36 Пусть А(2) — производящая функция для (а 0, ат, а2, аз,...). 
Выразите ) „а/м! 2“ через А, дит. 
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37 Пусть а, обозначает число способов записать положительное 
целое п в виде суммы степеней 2, без учета порядка. Напри- 
мер, ад = 4, поскольку 4 =2+2 =2+1-+1 = 1+1+1-+1Т. Поло- 
жим, по определению, ао = 1. Обозначим через Ъ = У к_оак 
частичные суммы последовательности а. 

а Составьте таблицу чисел ап и 5. до п = 10. Какое заме- 
чательное соотношение можно усмотреть в таблице? (Пока 
не доказывайте его.) 

Ъ Выразите производящую функцию А(2) в виде бесконеч- 
ного произведения. 

с Используйте выражение из части (Ъ) для доказательства 
результата части (а). 


38 Найдите замкнутое выражение для двойной производящей 
функции 


М (м, 2) = У пип(т, п) "2". 


т,\>0 


Обобщите ваш ответ так, чтобы для фиксированного т > 2 
получить замкнутое выражение для 


М(21,...,2щт) = У. пип(пл,...,Пт)21'...20". 


п! Пт >20 


39 Для заданных положительных целых т и п найдите замкну- 
тые выражения для 


У К. К....Кт и У. К. К....Ки. 


1<К, <К) <... <Ка < п 1<К, <К2<. ЗК ЗИ 


(Например, для т =2 и п = 3 суммы, соответственно, будут 
1.2+1.3+2.3и1.1+1.2-+1.3+2.2+2.3-+3.3.) Указание: 
какие коэффициенты при 2" будут в производящих функциях 
(1 +а12)... (1+ ал2) и 1/1 - а12)...(1 — ал2)? 


40 Выразите >, (1) (КРь-1 — Ек) (п — К); в замкнутом виде. 


41 Возрастающе-убывающей перестановкой порядка п. назы- 
вается перестановка ата)... ап чисел {1,2,...,п}, которая по- 
очередно возрастает и убывает: 


а1 <а)2 >2а: < а4 > -.:. 


Например, 35142 есть возрастающе-убывающая перестановка 
порядка 5. Пусть Ах обозначает число возрастающе-убываю- 
щих перестановок порядка п. Покажите, что экспоненциаль- 
ной производящей функцией (Аз) будет (1 + з1п 2) /с0$ 2. 


42 Космический зонд обнаружил, что органическое вещество на 
Марсе имеет ДНК, в состав которой входят пять символов, 
обозначаемых (а, 5, с,4,е), вместо четырех символов в зем- 
ных ДНК. Четыре пары символов — са, се, е4 и ее — никогда 
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не встречаются в марсианских ДНК, однако любая цепочка, 
не содержащая этих запрещенных пар, возможна. (Запреще- 
на, таким образом, цепочка Бфс4да, а 5Ъ4са вполне возможна.) 
Сколько цепочек ДНК длины п может существовать на Мар- 
се? (Для п = 2 ответ 21, поскольку мы различаем левый и 
правый концы цепочки.) 


43 Производящая функция Ньютона последовательности (ди) 
есть, по определению, 


= (1). 


Найдите формулу свертки, которая устанавливает соотноше- 
ние между последовательностями ({„), (ди) и (На) с произво- 
дящими функциями Ньютона, удовлетворяющими уравнению 
Е(2)С (2) = Н( 2). Постарайтесь, чтобы ваша формула была воз- 
можно более простой и симметричной. 


44 Пусть аи означает число возможных исходов при попарном 
сравнении п чисел {х1,..., хи}. Например, аз = 13, поскольку 
возможны следующие исходы 


Х<хХ2<хХз, Х1<х2=Хз, Х1<Хз<Х2, Х1=Х)<Х}, 
Х=хХ2=Хз, Х1=Хз<Х2, Х2<Х1<хХз, 
Х2<Х1=Х3, Х2<Хз<Х|1, Х2=хХз<Ху, 
Хз <Х1<хХ)2; Х3<Х1=Х2, Х3<х2<х|, 


Найдите выражение в замкнутом виде для эпФ 0(7) = 
> „Ч"2“/п!. Найдите также последовательности (аи), (5), 
(с„), такие, что 


ап = У к’ак= — 2 и = У. (= при любом п > 0. 
к 


к>0 


45 Вычислите > и пьо[т Е п]Ит/п^. 


46 Вычислите 


(" — ”) (5) 
> К 27 
о<К<п/2 


в замкнутом виде. Указание: 22 


У = (2+1) (2- =)?. 


47 Покажите, что приведенные в (7.34) числа Иа и У) из задачи 
о покрытии домино 3 х п-прямоугольника, тесно связаны с 


дробями в дереве Штерна—Броко, схолящимися к \/3. 
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48 Некоторая определенная последовательность (9) удовлетво- 
ряет соотношению 


адт + Бди-т + Сди-+2 +4 =0, целое п > 0, 


для каких-то целых чисел (а, 5, с, а) с нод(а, 5, с, а} =1Т. Она 
также имеет замкнутый вид 


9" = |©(1+ У2)"| целое п > 0, 
для какого-то вещественного числа х между 0 и 1. Найдите а, 
Ъ, с, их. 
Если о степенях, 49 Задача о степенях и четности. 
то о почетных. а Рассмотрите последовательность (ао, а1,а2,...)=(2,2,6,...), 


определяемую формулой 
ат = (1+ 2)" + (1 2)". 


Найдите простое рекуррентное соотношение, которому улдо- 
влетворяет эта последовательность. 

Ъ Локажите, что [(1 + 2 "| = п (по4 2) для любых целых 
п > 0. 

с Найдите число © вида (р + \/4)/2, глер и а— положитель- 
ные целые, такие, что |[х"“| = п (шоа 2) для любых целых 
п, > 0. 


Конкурсные задачи 


50 В продолжение упр.22 рассмотрим сумму всех способов раз- 
биения многоугольников на многоугольники: 


9=_+Л-+|_ ++ 
++ че +++ +... 


Найдите символическое уравнение для О и постройте с его по- 
мощью производящую функцию для числа способов проведе- 
ния непересекающихся диагоналей в выпуклом п-угольнике. 
(Дайте выражение в замкнутом виде для производящей фун- 
кции как функции от 2; не требуется находить замкнутое вы- 
ражение для коэффициентов.) 


51 Докажите, что произведение 


тт/2 2 п _\ 2 2_Кл 2 м 
2 П ( (< —т)0 + (сов «ет 


1<)<т 
]1<К<ц 





является производящей функцией для покрытий домино 
т, х п-прямоугольника. (Входящие в формулу тп сомножи- 
телей можно представлять себе выписанными в тм клетках 
прямоугольника. Если тпп. нечетно, то средний сомножитель 
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нулевой. Коэффициентом при П} =“ является число способов 

покрытия прямоугольника с помощью ) вертикальных и К го- 

ризонтальных костяшек домино.) Указание: это трудная за- Что это — указание 
дача, выходящая за рамки данной книги. Возможно, вы огра- Или предостереже- 
ничитесь простой проверкой справедливости формулы в слу- НИ? 

чае т = 3, п =4. 


52 Локажите, что многочлены, определяемые рекуррентным со- 
отношением 


1" п! —1 п-К 
р" (у) = (у-2) -> (>) (=) рк(у), целое п > 0, 


к=0 


имеют вид ри (у) = У по | ыт, где |" — целое число для 1 < 
т < п. Указание: это упражнение очень поучительно, но не 
очень просто. 


53 Последовательность пятиугольных чисел (1,5,12,22,...) яв- 
ляется очевидным обобщением треугольных и квадратных чи- 
сел: 


Пусть Т. = п(п + 1)/2 есть п-е треугольное число; Ри = 
п(3Зп — 1}/2 —п-е пятиугольное число; и, наконец, пусть Ш 
означает число покрытий домино 3 х п-прямоугольника, 
определенное в (7.38). Докажите, что треугольное число 
Теи„+2—1)/2 Является также пятиугольным числом. Указа- 
„2112 — 2 
ние: ЗИ, = (Ми -+ М?и+1) 2. 
54 Рассмотрим слелдующую курьезную конструкцию: 


23456178910 П 12 13 1415 16 


1 

1234 6 789 11 12 13 14 16 ... 
136 10 16 23 31 40 51 63 76 90 106 ... 
136 16 23 31 51 63 76 106 ... 
14 10 26 49 80 131 194 270 376 ... 
т 4 26 49 131 194 376 ... 
| 31 80 211 405 781... 
1 31 211 781... 
1 32 243 1024... 


(Начните со строки, содержащей все положительные целые. 
Затем удалите каждый т-й столбец; здесь т = 5. Затем за- 
мените оставшиеся элементы на их частичные суммы. Затем 
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удалите кажлый (т-—1)-й столбец. Затем вновь замените эле- 
менты на частичные суммы и т.д.) Используя производящие 
функции, покажите, что в конце концов получится последова- 
тельность т-х степеней. Так, для т = 5 получаем, как здесь 
показано, последовательность (1, 2? 3°,4?,...). 


55 Локажите, что если степенные ряды Е(2) и С(2) обладают 
свойством дифференцируемой конечности (определенным в 
упр. 20), то тем же свойством обладают Ё(2) + С(2) иЁ(2)С(2). 


Исследовательские проблемы 


56 Локажите, что в некотором широком классе ‚простых замкну- 
тых выражений" не существует „простого замкнутого выраже- 
ния“ для коэффициента при 2" в (1+2+ 27)", как функции 
от п. 


57 Докажите или опровергните: если все коэффициенты ряда 
С(2) равны либо 0, либо 1 и при этом все коэффициенты С(2)2 
меньше некоторой константы М, то бесконечно много из ко- 
эффициентов С(2)? равны нулю. 


Лискретная вероятность 


ЭЛЕМЕНТ СЛУЧАЙНОСТИ привлекается практически всегда, 
когда мы пытаемся объяснить окружающий нас мир. Математи- 
ческая теория вероятностей позволяет вычислять вероятно- 
сти сложных событий, если мы предположим, что эти события 
подчиняются определенным аксиомам. Эта теория имеет важные 
приложения во всех областях науки, и к тому же она тесно свя- 
зана с методами, изученными нами в предыдущих главах. 

Прилагательное „лискретная“ означает, что вероятности всех 
событий можно вычислить при помощи суммирования, а не ин- 
тегрирования. Мы уже хорошо знакомы с суммами, поэтому нет 
ничего уливительного в том, что наши знания можно приме- 
нить к вычислению ряда интересных вероятностей и средних зна- 
чений. 


8.1 ОПРЕЛЕЛЕНИЯ 


Теория вероятностей начинается с идеи вероятностного 
пространства, которое представляет собой множество () все- 
го, что может случиться в рассматриваемой задаче, в совокуп- 
ности с правилом, приписывающим каждому элементарному со- 
бытию & Е О его вероятность Рг(а). В любом дискретном ве- 
роятностном пространстве вероятность Рг(%) должна быть нео- 
трицательным целым числом и, кроме того, должно выполняться 
условие 


У Риш) = 1. (8.1) 


«ео 


Таким образом, все значения Рг(%) должны быть заключены в 
диапазоне [0, 1]. Мы называем Рг распределением вероятмо- 
стей, поскольку функция Рт распределяет суммарную вероят- 
ность | между событиями <. 

Вот пример. Если мы бросаем пару игральных кубиков, то 
множество () элементарных событий представляет собой 0? = 


(Читатели, не зна- 
комые с теорией 
вероятностей, с 
большой вероят- 
ностью получат 
пользу от изучения 
классического 
введения Феллера 
в этот предмет 


[810].) 
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[4], 14,..., ВНЕ Ъ где 
О ={[.], [.*), |", [3], [+3], #3} 


— множество всех шести возможностей падения одного опреде- 


ленного кубика. Два таких исхода, как [+ ||. `] и |.*|[-|, считаются 
различными; следовательно, это вероятностное пространство со- 
держит всего 6? = 36 элементов. 


Обычно мы предполагаем, что кубики ‚правильные! т.е. все 


шесть Вариантов для одного кубика имеют вероятности : и все 


Осторожно: начин- 36 возможных исходов в () имеют вероятность ЗЕ. Но можно рас- 

ка может оказаться смотреть также и кубики, содержащие в некоторых местах какую- 

взрывоопасной. либо „начинку“ из-за чего центр тяжести кубика перемещается и 
распределение вероятностей меняется. Положим, например, 


Ри! ([+]) = Ри () = 1; 
Ри! ([)) = Рг([7']) = Ри (Е) = Ри ($) = 3. 


Тогла > ар Рг1 (а) = 1, так что Рг: является распределением ве- 
роятностей на множестве О, и мы можем приписать вероятности 
элементам О = О? при помощи правила 


Ри (а а’) — Рг1 (а) Рг1(а'). (8.2) 


Например, Рг11 (|) = 1.3 = 35. Это правильное распределе- 
ние, поскольку 


>» Риш) = } Рицаа)= >) Река) Рг(а,) 


«ЕО 4а’'ЕО? а,4’'Е0 
= } Рг(а) У} Рг(а’) =1.1=Т1. 
аЕо а’ЕО 


Можно рассмотреть также случай, когда один кубик правильный, 
а другой — с начинкой, 


Рго(4а’) = Рго(@) Рг1(4'), где Рго(а) = 5; (8.3) 


в этом случае Рго([]|.*'|) = т. = д. Разумеется, у реальных 
Если бы все грани „физических“ кубиков грани выпадают не в точности одинаково 
кубика были абсо- часто, поскольку любой кубик не вполне симметричен; однако 
лютно одинаковы, значение т обычно весьма близко к истинной вероятности. 
то как бы мы узна- Подмножество множества () называется событием. В игре в 
ли, какая грань кости, например, множество 


| {7С1, 90, ©, 23, 93, 1) 


есть событие — ‚выпадение лублета“ Инливилуальные элементы 
и множества О называются элементарными событиями, по- 
скольку их нельзя разложить на меньшие подмножества. Один 
элемент & можно рассматривать как одноэлементное событие {и}. 
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Вероятность события А определяется формулой 


Рг(хеА) = ) Рио); (8.4) 
ФЕА 


и, в общем случае, если К(&) — любое утверждение относительно 
4, то будем писать ‘Рг(К(4>))’ для обозначения суммы всех тех 
Рг(%), Аля которых К(4) истинно. Так, например, вероятность 
лублета с правильными кубиками равна Е + Е + Е + Е + 36 + 6 = 
т; но если оба кубика несимметричны и имеют распределение 
вероятностей Рг1, то вероятность дублета будет 16 + =л -- 54 + 
т -- 21 + 15 = 8 > г. Смещение центра тяжести кубиков делает 
событие ‚выпадение дублета“ более вероятным. 

(Здесь мы использовали обозначение )_ в более общем смысле, 
чем было определено в гл. 2: суммы в (8.1) и (8.4) распространя- 
ются на все элементы & произвольного множества, а не только 
на целые числа. Однако это расширение в действительности не 
вызывает никаких проблем; мы можем условиться использовать 
под знаком ) специальное обозначение, когда подразумеваются 
не целые числа, и никаких коллизий с нашими обычными согла- 
шениями не будет. Остальные определения из гл. 2 сохраняются 
в силе; в частности, определение бесконечной суммы в гл.2 дает 
подходящую интерпретацию для наших сумм в случае бесконеч- 
ного множества (©). Все вероятности неотрицательны, а сумма их 
всех ограничена, поэтому вероятность события А в (8.4) коррект- 
но определена для всех подмножеств АС О.) 

Функция, определенная на элементарных событиях а из ве- 
роятностного пространства, называется случайной величиной. 
Если, например, О = 02, то можно определить 5(%) как сумму 


очков на выпавших гранях для события а), так что $([!|.7]) = 
6 { 3 = 9. Вероятность того, что сумма очков составит 7, есть 
вероятность события $(4) = 7, а именно, 


Рг([+] 3) + Рг(|.* [2] ) + Рг([7 2) 
+ Рг([ {[*]) + РЕ.) + РЕ]. 


Для правильных кубиков (Рг = Ргоо) это событие происходит 


с вероятностью 5; в случае смещения центра масс (Рг = Рги) 


вероятность будет 16 + 54 + 54 + аа + 54 + 16 = 8 — та же, что мы 


ранее нашли для дублета. 

В рассуждениях о случайных величинах принято опускать 
обозначение ‘(%)’, поскольку обычно в каждой конкретной за- 
даче имеется только одно вероятностное пространство. Так, мы 
будем говорить просто ‘5 = 7’ для обозначения того, что выпало 7 


очков, или ‘5 = 4’ для обозначения события { |. ||.*|, [.]|[.°], [$ ]}. 
Случайную величину можно охарактеризовать распределени- 


ем вероятностей ее значений. Так, например, 5 принимает 1] воз- 
можных значений {2,3,...,12}, имы можем выписать вероятность 
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события $ = $ для всех $ из этого множества: 





Если мы решаем задачу, включающую только случайную вели- 
чину 5, но не другие характеристики кубиков, то мы можем по- 
лучить ответ, основываясь только на этих вероятностях, не вни- 
кая в детальное строение множества 0 = 0^. Фактически мы 
могли бы определить вероятностное пространство как меньшее 
множество () = {2,3,...,12} с желаемым распределением вероят- 
ностей Рг($). Тогла ‘$ = 4’ будет элементарным событием. Таким 
образом, мы часто можем игнорировать вероятностное простран- 
ство () и работать непосредственно со случайными величинами и 
их распределениями. 

Если на одном вероятностном пространстве (> определены две 
случайные величины Х и \, то, чтобы охарактеризовать их пове- 
дение, не зная ничего об (), нам требуется знать их „совместное 
распределение“ 


Рг(Х=хи\У=чу) 


для всех х в диапазоне изменения Х и всех у в диапазоне измене- 
ния \. Мы будем говорит, что Х и У— независимые случайные 
величины, если 


Рг(Х=хи\У=у) = Рг(Х =х). РкУ=у) (8.5) 


для всех хи ц. Интуитивно это означает, что значение Х не ока- 
зывает влияния на значение \. 

Так, если О есть множество бросаний кубиков О^, то мы мо- 
жем определить $1 как число очков на первом кубике и $) — как 
число очков на втором. Тогда случайные величины $1 и $2 булут 
независимыми по отношению к каждому из рассмотренных ра- 
нее распределений вероятностей Ргоо, Рг11 и Рго1, поскольку мы 
определяли вероятность каждого элементарного события аа’ как 
произведение вероятностей событий $1 =4и $2 = 4'. Мы могли 
бы определить вероятности иначе, так, чтобы, скажем, 


Неравенство на Рг([+] =] / Рг([+ |) Рг([. [3 / Рг([. 1); 


костях. но мы так не сделали, поскольку обычно кубики не влияют 
друг на друга. В наших обозначениях оба эти отношения равны 
Рг($2 =5)/Рг($2 =6). 

Мы определили $ как сумму двух чисел очков, $1+52. Рассмо- 
трим другую случайную величину Р: произведение $152. Явля- 
ются ли $ иР независимыми? Рассуждая неформально, нет; если 
нам сказали, что $ =2, то мы знаем, что Р должно равняться 1. 
Если действовать формально, снова нет, поскольку мы можем 
эффектно опровергнуть условие независимости (8.5) (по крайней 
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мере для правильных кубиков): для всех допустимых значений 


бир имеем 0 < Рго($ =$).Рго(Р=р) < т. 5, что не может 


равняться значению Ргоо($ =5иР=р)}, которое кратно 36. 


Желая выяснить типичное поведение какой-либо случайной 
величины, мы часто интересуемся ее „средним“ значением. Одна- 
ко понятие „среднего“ неоднозначно; обычно, говоря о последова- 
тельности чисел, подразумевают три разновидности средних: 


е среднее арифметическое (это сумма всех значений, деленная 
на их количество); 

е медиана (это средний элемент последовательности, если упо- 
рядочить значения); 

е мода (значение, встречающееся чаще других). 


Например, среднее арифметическое значение последовательности 
(3,1,4,1,5) равно НЕ —= 2.8, ее медиана равна 3, а мода 1. 

Однако объектами, с которыми имеет дело теория вероятно- 
стей, являются случайные величины, а не последовательности 
чисел, так что нужно определить понятие „среднего“ и для слу- 
чайных величин. Предположим, что мы многократно повторяем 
эксперимент, производя независимые испытания таким образом, 
чтобы каждое значение Х появлялось с частотой, приблизитель- 
но пропорциональной его вероятности. (Например, мы могли бы 
много раз бросать пару кубиков, наблюдая за значениями 5 или 
Р.)} Мы бы хотели так определить среднее значение случайной ве- 
личины, чтобы последовательность чисел, полученная в резуль- 
тате таких экспериментов, имела бы, как правило, приблизитель- 
но те же значения среднего арифметического, медианы и моды, 
что и соответствующие значения для случайной величины Х, как 
мы их определим. 

Вот как можно этого достичь. Среднее случайной величины Х 
с вещественными значениями на вероятностном пространстве 0) 
есть, по определению, 


у х.Рг(Х=х), (8.6) 
хЕХ(О) 


если эта, потенциально бесконечная, сумма существует. (Здесь 
Х(О) обозначает множество всех значений, которые может при- 
нимать Х.) Медиана Х определяется как множество всех х, для 


которых 
Рг(Х <х) > . и РЕх>х) > . (8.7) 
Наконец, мода Х определяется как множество всех таких х, что 
Рг(Х=х) > Рг(Х=х') для всех х' Е Х(О). (8.8) 


В нашем примере с парой кубиков среднее значение величины 
$ оказывается равным 2-36 +3. = +... +12. Е = 7 для рас- 
пределения Ргоо; для распределения Рг1! оно также равняется 7. 
Медианой и модой в обоих распределениях также оказывается {7}. 


8.1 ОПРЕДЕЛЕНИЯ 423 


Таким образом, 5 имеет одно и то же среднее значение по всем 
трем определениям. С другой стороны, случайная величина Р при 
распределении Ргоз имеет среднее арифметическое 1 = 12.25; ее 
медианой является {10}, а модой {6, 12}. При переходе к кубикам 
с распределением Рг11 среднее арифметическое Р не изменяет- 
ся, однако медиана уменьшается до {8}, а модой становится един- 
ственный элемент {6}. 

В теории вероятностей используется специальное название и 
обозначение для среднего арифметического случайной величины: 
среднее арифметическое называют математическим ожида- 
нием и пишут 


ЕХ = ) Х(а)Рг(). (8.9) 
«ЕО 


В нашем примере эта сумма содержит 36 слагаемых (по одному 
для каждого элемента ()), тогда как (8.6) есть сумма всего один- 
надцати чисел. Однако обе суммы имеют одинаковое значение, 
поскольку обе они равны 


У хРка)[х=Х(0]]. 


«ЕО 
хЕХ(О) 


В приложениях среднее арифметическое случайной величи- 
Я понял: в среднем ны оказывается более полезным, чем другие виды средних, по- 


можно ожидать, этому мы впредь практически забудем о медианах и модах и до 
й 

ЧТо „среднее озна- конца главы будем употреблять термины „ожидаемое значение“ 

чает „ожидаемое „математическое ожидание" и „среднее“ как равнозначные. 

значение. 


Если Х и У — две произвольные случайные величины, опреде- 
ленные на одном и том же вероятностном пространстве, то Х+У 
также является случайной величиной на этом пространстве. По 
формуле (8.9) среднее суммы случайных величин есть сумма их 
средних: 


Е(Х-+У) = > (Х(%) +У(4)) Рг(&) = ЕХ+ЕУ. (8.10) 
«ЕО 


Аналогично, если х — любая константа, то имеет место простое 
правило 


Е(хХ) = <ЕХ. (8.11) 


Однако для умножения случайных величин соответствующее 
правило в общем случае будет более сложным: математическое 
ожидание определяется как сумма по элементарным событиям, а 
сумма произведений обычно не имеет простого выражения. Не- 
смотря на эту трудность, имеется прекрасная формула для мате- 
матического ожидания произведения в специальном случае неза- 
висимых случайных величин: 


Е(ХУ) = (ЕХ)(Е\У), если Х и \ независимы. (8.12) 
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Мы можем доказать это равенство при помоши дистрибутивного 
закона для произведений: 


Е(ХУ) = > Х(%)У(%) РЕ) 
«ЕО 
= у ху-Рг(Х=хи\У=у) 


хЕХ(0) 
уЕУ(О) 


= У ху -Рт(Х =х) Рг(У =ч) 
хЕХ( 0) 
УЕУ(О) 


у хРг(Х =х) . У уРг(У=у) = (ЕХ)(ЕУ). 
хЕХ(О) УЕУ(О) 


Например, мы знаем, что $ = $1 +52 иР = $152, где $1 и 5) — 
числа очков на первом и втором кубике. Мы знаем также, что 
Е$1 = Е$2 = 2, следовательно, Е$ = 7; кроме того, $1 и $) не- 


— 7.7 _ 49 
зависимы и поэтому ЕР = 5.5 = 4-^, как и утверждалось вы- 


ше. Имеем также Е($ +Р) = Е + ЕР = 7+ 12. Однако $ иР 
не являются независимыми, так что мы не можем утверждать, 


что Е($Р) = 7. г = 343. Фактически, ожидаемое значение 5Р 


637 
оказывается равным °=^ в распределении Ргоо, 112 (ровно) —в 


распределении Рт11. 


8.2 МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ 
И ЛИСПЕРСИЯ 


Следующим по важности свойством случайной величи- 
ны вслед за математическим ожиданием является ее дисперсия, 


определяемая как средний квадрат отклонения от среднего: \У от английского 
. слова Уапапсе — 
УХ = Е((Х — ЕХ)?) (8.13) дисперсия. В 
отечественной 


Если обозначить ЕХ через и, то дисперсия УХ будет ожидаемым — литературе при- 

значением (Х — ц)?. Это характеристика ‚„разброса“ распределе-  НЯТо обозначать 

ния Х. дисперсию вели- 
В качестве простого примера вычисления дисперсии предпо- “ИЁЫ И как ОХ. 

ложим, что нам только что сделали предложение, от которого мы Аля обозначения 

не в силах отказаться: некто подарил нам два сертификата для ожидания, наряду 

участия в одной лотерее. Устроители лотереи продают каждую с ЕХ, использует- 

неделю по 100 билетов, участвующих в отдельном тираже. В ти- ся запись МХ. 

раже выбирается один их этих билетов посредством равномер- — Перев. 

ного случайного процесса — каждый билет имеет равные шансы 

быть выбранным — и обладатель этого счастливого билета полу- 

чает сто миллионов долларов. Остальные 99 владельцев лотерей- 

ных билетов не выигрывают ничего. 


(Тонкое место: 

в зависимости от 
нашей стратегии 
МЫ ДОЛЖНЫ ИС- 
пользовать разные 
вероятностные 
пространства, 

НО ЕХ, И ЕХ, 
одинаковы в обоих 
случаях.) 


Интересно, что 
дисперсия дол- 
ларовых сумм 
выражается в ква- 
дратных долларах. 
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Мы можем использовать подарок двумя способами: купить 
или два билета в одной лотерее, или по одному для участия в двух 
разных лотереях. Какая стратегия лучше? Попытаемся провести 
анализ. Аля этого обозначим через Х!1 и Х› случайные величины, 
представляющие размер нашего выигрыша по первому и второму 
билету. Ожидаемое значение Х!, в миллионах, равно 


ЕХ1 = 2% 0+5 100 =Т, 


и то же самое справедливо для Х›. Ожидаемые значения адди- 
тивны, поэтому наш средний суммарный выигрыш составит 


Е(Х +Х?) = ЕХ! + ЕХ) = 2 миллиона долларов, 


независимо от принятой стратегии. 

Тем не менее, две стратегии выглядят различными. Выйдем за 
рамки ожидаемых значений и изучим полностью распределение 
вероятностей Х1 + Х.: 


выигрыш (миллионы) 





0 100 200 
один тираж .9800 .0200 
разные тиражи 980] .0198 — .0001 


Если мы купим два билета в одной лотерее, то наши шансы не вы- 
играть ничего составят 98% и 2% — шансы на выигрыш 100 мил- 
лионов. Если же мы купим билеты на разные тиражи, то цифры 
будут такими: 98.01% — шанс не выиграть ничего, что несколько 
больше, чем ранее; 0.01% — шанс выиграть 200 миллионов, так- 
же чуть больше, чем было ранее; и шанс выиграть 100 миллионов 
теперь составляет 1.98%. Таким образом, во втором случае рас- 
пределение величины Х1 | Х) несколько более разбросано; среднее 
значение, 100 миллионов долларов, несколько менее вероятно, то- 
гда как крайние значения более вероятны. 

Именно это понятие разброса случайной величины призвана 
отразить дисперсия. Мы измеряем разброс через квадрат откло- 
нения случайной величины от ее математического ожидания. Та- 
ким образом, в случае 1 дисперсия составит 


98 (0М —2М)? + .02(100М —2М)? = 196М2?; 
в случае 2 дисперсия равна 


9801(0М —2М)? + .0198(100мМ —2М)? + .0001(200м —2м)2 
— 198М>. 


Как мы и ожидали, последняя величина несколько больше, по- 
скольку распределение в случае 2 несколько более разбросано. 
Когда мы работаем с дисперсиями, то все возводится в ква- 
драт, так что в результате могут получиться весьма большие чи- 
сла. (Множитель М? есть один триллион, это должно впечатлить 
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даже привычных к крупным ставкам игроков.} Для преобразо- 
вания величин в более осмысленную исходную шкалу часто из- 
влекают квадратный корень из дисперсии. Полученное число на- 
зывается стандартным отклонением и обычно обозначается 
греческой буквой о: 


о = МУХ. (8.14) 


Стандартные отклонения величины Х\1 + Х) для наших двух ло- 
терейных стратегий составят У196М? = 14.00М и \У198М? = 
14.071247М. В некотором смысле второй вариант примерно на 
71247 долларов рискованнее. 

Каким образом дисперсия помогает в выборе стратегии? Это 
не ясно. Стратегия с большей дисперсией рискованнее; но что 
лучше для нашего кошелька — риск или безопасная игра? Пусть 
у нас есть возможность купить не два билета, а все сто. Тогла мы 
могли бы гарантировать выигрыш в одной лотерее (и дисперсия 
была бы нулевой); или же можно было сыграть в сотне разных ти- 
ражей, ничего не получая с вероятностью .99100 5х .366, зато имея 
ненулевой шанс на выигрыш вплоть до 10 000 000 000 долларов. 
Выбор одной из этих альтернатив лежит за рамками этой книги; 
все, что мы можем сделать здесь, — это объяснить, как произвести 
подсчеты. 

В действительности имеется более простой способ вычисления 
дисперсии, чем прямое использование определения (8.13). (Есть 
все основания подозревать здесь какую-то скрытую от глаз мате- 
матику; иначе с чего бы дисперсия в лотерейных примерах ока- 
залась целым кратным М2?.) Имеем 


Е((Х—ЕХ)?) = Е(Х? — 2Х(ЕХ) + (ЕХ)?) 
= Е(Х?) — 2(ЕХ)(ЕХ) + (ЕХ)?, 


поскольку (ЕХ) — константа; следовательно, 


УХ = Е(Х*) — (ЕХ)?. (8.15) 
„Дисперсия есть среднее значение квадрата минус квадрат сред- 
него значения“ 

Например, в задаче про лотерею средним значением (Х1 + Х.)? 
оказывается .98(0М)? + .02(100М)2 = 200М? или .9801(0М)? + 
.0198(100М)? + .0001(200М)? = 202М-?. Вычитание 4М? (квадрата 
среднего) дает результаты, которые мы уже получили ранее более 
трудным путем. 

Есть, однако, еще более простая формула, применимая, когда 
мы вычисляем У(Х + У) для независимых ХиУ. Имеем 


Е((Х+У)2) = Е(Х? + 2ХУ + У?) 
= Е(Х2) + 2(ЕХ)(ЕУ) + Е(У2), 


Еще один способ 
снизить риск — 
подкупить тираж- 
ную комиссию. Я 
думаю, это как 
раз тот случай, 
когда вероятность 
Из дискретной 
превращается в 
дискредитирую- 
Щую. 


(Замечание: 
высказанные на 
этих полях мнения 
не обязатель- 

но совпадают с 
точкой зрения 
администрации. } 


8.2 МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ И ДИСПЕРСИЯ 427 


поскольку, как мы знаем, для независимых случайных величин 
Е(ХУ) = (ЕХ)(ЕУ). Следовательно, 


У(Х+У) = Е((Х+У)^) -— (ЕХ+ЕУ)- 
= Е(Х2) + 2(ЕХ)(ЕУ) + Е(У?) 
— (ЕХ)? — 2(ЕХ)(ЕУ) — (ЕУ)? 
= Е(Х?) — (ЕХ)? +Е(У^) — (ЕУ)? 
= Ух+ У. (8.16) 


„Аисперсия суммы независимых случайных величин равняется 
сумме их дисперсий: Так, например, дисперсия суммы, которую 
можно выиграть на один лотерейный билет, равняется 


Е(Х?) — (ЕХ!)? = .99(0М)? + .01(100мМ)? — (1М)? = 99М-. 


Следовательно, дисперсия суммарного выигрыша по двум лоте- 
рейным билетам в двух различных (независимых) лотереях со- 
ставит 2 х 99М? = 198 М2. Соответствующее значение дисперсии 
для п независимых лотерейных билетов будет п х 99М2. 

Дисперсия суммы $ очков, выпавших на двух кубиках, может 
быть получена по той же формуле, поскольку $ = $1 + $) есть 
сумма двух независимых случайных величин. Имеем 


1.2 2 2 2 2 2 7\°_ 35 
—_ 4 — — — — 
\У$1 ЕЙ + 27 +37 +47 +57 + 6°) 5 т 
— 35; 35 _ 35 
для правильного кубика; следовательно, \5 = 15 + 15 = =. В 


случае смещенного центра масс 


2 
У$1 = 52-17 +22 +3447 +5*+2.62) — (5) — 12' 


о°| — 


следовательно, У$ = > = 7.5, если у обоих кубиков центр масс 
смешен. Заметьте, что в последнем случае дисперсия $ больше, 
хотя 5 принимает среднее значение 7 чаще, чем в случае правиль- 
ных кубиков. Если наша цель — выбросить побольше приносящих 
удачу семерок, то дисперсия — не лучший показатель успеха. 

Ну хорошо, мы установили, как вычислить дисперсию. Но мы 
пока не дали ответа на вопрос, почему надо вычислять именно 
дисперсию. Все так делают, но почему? Основная причина за- 
ключается в неравенстве Чебышёва ([43] и [345], которое уста- 
навливает важное свойство дисперсии: 


Рг((Х-ЕХ)? 2) < УХ/х при любом х> 0. (8.17) 


(Это неравенство отличается от неравенств Чебышёва для сумм, 
встретившихся нам в гл. 2.) На качественном уровне (8.17) утвер- 
ждает, что случайная величина Х редко принимает значения, да- 
лекие от своего среднего ЕХ, если ее дисперсия \Х мала. Доказа- 


428 ЛИСКРЕТНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ 
тельство необычайно просто. Действительно, 


Ух = > (Ха) -ЕХ)' РК) 
шЕО 


> \) (ХХ -ЕХ) РЦа) 
«ЕО 
(Х(%)-ЕХ)* 2“ 
> у хРг(%) = х-Рг((Х-ЕХ)? 2“); 
«ЕО 
(Х(&«)-ЕХ)?2а 
деление на сх завершает доказательство. 

Если мы обозначим математическое ожидание через и, а стан- 
дартное отклонение — через о и заменим в (8.17) х на с?\УХ, то 
условие (Х — ЕХ)? > с?\Х превратится в (Х— и)? > (со)?; следо- 
вательно, мы получим из (8.17) 


Рг(|Х-н| > сб) < 1/с?. (8.18) 


Таким образом, Х будет лежать в пределах с-кратного стандарт- 
ного отклонения от своего среднего значения за исключением слу- 
чаев, вероятность которых не превышает 1/с^. Случайная вели- 
чина будет лежать в пределах 20 от и по крайней мере для 75% 
испытаний; в пределах от и—100 до и-+ 100 — по крайней мере для 
99%. Это случаи сх = 4УХ и сх = 100\Х неравенства Чебышёва. 

Если бросить пару кубиков п раз, то общая сумма очков во 
всех п бросаниях почти всегда, при больших п, будет близка к 7п. 
Причина этого следующая: дисперсия п независимых бросаний 
составит п. Дисперсия в п означает стандартное отклонение 
всего 

35. 

Поэтому из неравенства Чебышёва получаем, что сумма очков 


будет лежать между 


п. — 10 п, и 7п, + 10/2 п 


по крайней мере для 99% всех бросаний п правильных кубиков. 
Например, итог миллиона бросаний с вероятностью более 99% 
будет заключен между 6.976 млн и 7.024 млн. 

В общем случае, пусть Х — любая случайная величина на ве- 
роятностном пространстве (), имеющая конечное математическое 
ожидание ц и конечное стандартное отклонение о. Тогда можно 
ввести в рассмотрение вероятностное пространство ()", элемен- 
тарными событиями которого являются п-последовательности 
(ют, 62,..., п), где каждое к Е О, а вероятность определяется 
как 


Рг(1, 62,..., п} = Рг(®1) Рг(922)...Рг(ажщ). 


(То есть среднее 
попадет в указан- 
ные границы по 
крайней мере в 
99% случаев, когла 
мы наблюдаем 
набор из п. неза- 
висимых реализа- 
ЦИЙ, для любого 
фиксированного 
значения п.. Не 
следует переносить 
это утвержде- 

ние на среднее 
бесконечной после- 
довательности Ху, 
Х;, Хз,... при 
меняющемся п.) 
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Если теперь определить случайные величины Хк формулой 
Хк(@1, 62,..., п) = Х(к), 

то величина 
Х+Х2 +... + Хь 


будет суммой п независимых случайных величин, которая соот- 
ветствует процессу суммирования п независимых реализаций ве- 
личины Х на 0). Математическое ожидание Х! +Х.›-+...-+{Х. будет 
равно пи, а стандартное отклонение — \/п. 0; следовательно, сред- 
нее значение п. реализаций, 


о + Х2 +... +Хн), 
будет лежать в пределах от и—100/\/п, до и+100/\/п по крайней 
мере в 99% временного периода. Иными словами, если выбрать 
достаточно большое п, то среднее арифметическое п независимых 
испытаний будет почти всегда очень близко к ожидаемому зна- 
чению ЕХ. (В учебниках теории вероятностей доказывается еще 
более сильная теорема, называемая усиленным законом больших 
чисел; но нам достаточно и простого следствия неравенства Че- 
бышёва, которое мы только что вывели.) 

Иногда нам не известны характеристики вероятностного про- 
странства, но требуется оценить математическое ожидание слу- 
чайной величины Х при помощи повторных наблюдений ее значе- 
ния. (Например, нам могла бы понадобиться средняя полуденная 
температура января в Сан-Франциско; или же мы хотим узнать 
ожидаемую продолжительность жизни, на которой должны осно- 
вывать свои расчеты страховые агенты.) Если в нашем распоря- 
жении имеются независимые эмпирические наблюдения Х\, Х,, 

.., Хл, ТО мы можем предположить, что истинное математиче- 
ское ожидание приблизительно равно 


Х + Х» +. --+Х, 


ЕХ = 
— (8.19) 
Можно оценить и дисперсию, используя формулу 
—. Х2 + Х2 +... + Х2 Х.+Х. +... 2 
УХ = ХЕ ХХ _ (ХХ). (8.20) 


п —1 пп 1) 
Глядя на эту формулу, можно подумать, что (п — 1) в ней — ти- 
пографская ошибка; казалось бы, там должно стоять п, как в 
(8.19), поскольку истинное значение дисперсии определяется в 
(8.15) через ожидаемые значения. Однако замена здесь п нап-—1 
позволяет получить лучшую оценку, поскольку из определения 
(8.20) вытекает, что 


Е(УХ) = УХ. (8.21) 


430 ЛИСКРЕТНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ 


Вот доказательство: 


Е(УХ) = «(Уж _ ту Ух») 


Я 


_ т ( Ту > ЕбУХь) 





(В этой выкладке мы опираемся на независимость наблюдений, 
когда заменяем Е(Х,Хк) на (ЕХ)? [7 #К] +Е(Х?)0 =К].) 

На практике для оценки результатов эксперимента со слу- 
чайной величиной Х обычно вычисляют эмпирическое среднее 


д = ЕХ и эмпирическое стандартное отклонение б = \ УХ, после 
чего записывают ответ в виде ‘д 0/\/п’. Вот, например, резуль- 
таты бросаний пары кубиков, предположительно правильных: 


ны 5 9 НН И 
ее в 2 ЕЯ 


эмпирическое среднее суммы очков $ равняется 

й = (7+11+8+5+4+6+10+8+8+7)/10 = 7.4; 
эмпирическая дисперсия равна 

(72 +112 +82 +52 +42 +62 +1024 82 +82 +72—1042)/9 =2.1?. 


Таким образом, из этого эксперимента мы получаем оценку сум- 
мы очков для этих кубиков 7.4 + 2.1/\/10 = 7.4 + 0.7. 


Разберем еше один пример, чтобы показать, как вычислять 
среднее и дисперсию теоретически, а не эмпирически. Одной из 
задач, рассматривавшихся в гл. 5, была „задача о футбольной по- 
беде"; в ней п шляп подбрасывалось в воздух, в результате чего 
проистекала их случайная перестановка. Мы показали в (5.51), 
что с вероятностью п/п! & Т/е никто не получит обратно свою 
шляпу. Мы вывели также формулу 


1 ] 
Р(п,К) = т (|) (п-— К); = а р И! (8.22) 


вероятности того, что ровно к К болельщикам вернутся их шляпы. 
Аля переформулировки этих результатов с использованием 
только что изученного формализма рассмотрим вероятностное 


Не путать с числом 
Фибоначчи. 


Срелняя шляпа. 
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пространство Пи, состоящее из всех п! перестановок д чисел 
112,.... п и этом Рт(п) = 1/п! для всех д Е Па. Случайная 
› ) › } пр 

величина 


Е, (п) = число „неподвижных точек“ в перестановке л Е Пл, 


отвечает числу правильных „шляпопопаданий“ в задаче о фут- 
больной победе. Уравнение (8.22) дает Рг(Ё, =К); но мы пока за- 
будем, что нам известны формулы вроде этой; мы хотим только 
изучить ожидаемое значение величины Г, и ее стандартное от- 
клонение. 

Вычислить ожидаемое значение, обойдя при этом все сложно- 
сти гл.5, оказывается очень легко. Достаточно просто заметить, 
что 


| (7) — Е, (п) - | (п) ..-- Е, и (п) › 
Ек к(ж) = [позиция К перестановки п — неподвижная точка|, 
пе Пл. 
Следовательно, 


ЕН, — ЕН, 1 + ЕН, 2 + ЕН, п . 


Однако ожидаемое значение Г, к есть просто вероятность собы- 
тия РЕ. к = Т, которая равна 1/п, поскольку ровно (п — 1)! из п! 
перестановок п = 717)... Ли Е П. имеют лк = К. Следовательно, 


ЕР, = п/п =] при п > 0. (8.23) 


В среднем одна шляпа попадет на свое место. „Случайная пере- 
становка имеет в среднем одну неподвижную точку. 

Теперь попытаемся найти стандартное отклонение. Этот во- 
прос труднее, поскольку величины Г; к не являются независимы- 
ми друг от друга. Однако дисперсию можно вычислить, проана- 
лизировав их взаимозависимость: 


п 


Е(Е?) = :((> =...) = (У у +, ых) 
к=1 =1 К=1 
=) > ЕЕ, Еьк) 


}=1 К=1 
= у ЕЕ к) +2 У Е(Е ; лк) . 
1<К<и 1<)<К<п 


(При выводе (2.33) в гл. 2 мы уже использовали подобный трюк.) 
Далее, Рок —= РЁ» к, поскольку Г, к равняется 0 или 1; следователь- 
но, ЕР к) = ЕР к = 1/п, как и ранее. Кроме того, если } < К, 
то Е(Р,; Е. к) = Рг(в перестановке л точки } и К неподвижные) = 
(м—2)!/п! = 1/п(п — 1). Следовательно, 


2 п п 2 
— —_ = > 
Е(Е2) + (°) т 2 при п > 2. (8.24) 
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(Проверим для п = 3: 202 + $12 + с22 + 132 = 2.) Дисперсия 
равна Е(Е2) — (ЕЁ‚)^ = 1, поэтому стандартное отклонение (как 
и среднее) равно 1. „Случайная перестановка п > 2 элементов 
имеет | + |] неподвижных точек* 


83 ПРОИЗВОЛЯЩИЕ ФУНКЦИИ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 


Если Х— случайная величина, принимающая только це- 
лые неотрицательные значения, то мы можем компактно пред- 
ставить ее распределение вероятностей, используя методы гл. 7. 
Производящей функичей случайной величины (ПФСВ) Х назы- 
вается ряд 


Сх(2)) = У РЕХ=Кк) 2. (8.25) 
к>0 


Этот степенной ряд по степеням 2 содержит всю информацию о 
случайной величине Х. Его можно записать еще двумя способами: 


Сх(2) = У Ртг(4) 2) = Е(2Х). (8.26) 
«ЕО 


Коэффициенты Сх(2) неотрицательны и их сумма равна 1; 
последнее условие можно записать как 


Сх(1) =1. (8.27) 


Обратно, любой степенной ряд С (2) с неотрицательными коэффи- 
циентами и со свойством С(1} = 1 является ПФСВ для некоторой 
случайной величины. 

Самое приятное свойство производящих функций случайных 
величин — то, что они обычно упрощают вычисление средних и 
дисперсий. Вот как просто выражается, например, математиче- 
ское ожидание: 


ЕХ = ) К-РЕ(Х=К) 
К>0 
=) Ре(х=К)-к=“”' | _, = 6х1). (8.28) 
К>0 


Надо просто продифференцировать ПФСВ по 2 и подставить 2 = 1. 
Вычислить дисперсию лишь немногим сложнее: 


Е(Х^) —= У к.РЕХ=Ю) 
к>0 
— У РЕ(Х =К). (К(К-—1)2°^+К=') | 
к>0 
= 6у(1) + Сх(1). 


2=1 
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Следовательно, 
УХ = 6и(1) + 6% (1) — 6х (1)2. (8.29) 


Мы видим из уравнений (8.28) и (8.29), что для нахождения ма- 
тематического ожидания и дисперсии нам достаточно суметь вы- 
числить значения двух производных, Су(1) и Су (1). Нет необхо- 
димости в замкнутом выражении для вероятностей; нам даже не 
требуется знать саму функцию Сх(2) в замкнутом виде. 

Удобно ввести обозначения 


Меап(С) = С'(1), (8.30) 
Уаг(С) = 6”(1) +6'(1) - 6'(1)? (8.31) 


для произвольной функции С, поскольку нам часто придется вы- 
числять именно эти комбинации производных. 

Следующее хорошее свойство ПФСВ — то, что во многих важ- 
ных случаях произволящие функции оказываются относительно 
простыми функциями 2. Рассмотрим в качестве примера равно- 
мерное распределение порядка п, т.е. случайную величину, при- 
нимающую каждое из значений {0,1,...,п — 1} с вероятностью 
1/п. В этом случае ПФСВ равна 





— 11-2 


> 1. 
ПР | (8.32) 


1 
Чт (2) = 1 +2+...+2°') 


Мы получили замкнутый вил для Ч, (2), поскольку это — геоме- 
трическая прогрессия. 

Это замкнутое выражение, однако, несколько обманчиво: если 
подставить в него 2 =1 (наиболее важное для ПФСВ значение 2), 
то получится неопределенное отношение 0/0, хотя сама функция 
Ч». (2) является многочленом и вполне определена для любых 2. 
То, что Ин (1) = 1, очевидно из исходного, незамкнутого выраже- 
ния (1+27+...+27_')/п, хотя, по всей видимости, мы можем 
определить Ц, (1) и из его замкнутого выражения, обратившись 
к правилу Лопиталя и вычислив с его помощью Шшт,_,1 Иа (2). 
Вычисление 1! (1) по правилу Лопиталя будет еще сложнее, по- 
скольку в знаменателе окажется множитель (2 — 1)2; Ш!(1) со- 
здаст еще большие трудности. 

К счастью, есть простой выход из этого затруднения. Если 
степенной ряд С(2) = > п>о "2" сходится по крайней мере для 
одного 2 с |2| > 1, то тем же свойством обладает и ряд С'(2) = 
> п>о п9"2"_\, и то же верно для С"(2), С""(2) ит. д. Поэтому по 
формуле Тейлора можем записать 

С (1) "(1 


С” (1) 
—_ о ) Я 7.2 
С(1+% = С(1) + т + 5 + 3 


и все производные С(2) при 2 = 1 появятся в качестве коэффици- 
ентов, если разложить С (1 + +) по степеням +. 





Р+...; (8.33) 
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Например, этим способом легко находятся производные для 
равномерной пхсв Ци (2): 


т (1+1 
= 


Т (п 1 (п Т(м\.2 Тм и1 
= - [ее т ". 
м \ 1 м \ 2 п \3 п\п 


Сравнение с (8.33) дает 


п — 1 п-—1)(п- 2) 
ци ще тт; ми) = ПАЯ, (834 
и, в общем случае, и“ (1) = (п-1)7/(т + Т), однако для вычи- 
сления среднего и дисперсии нам понадобятся лишь случаи т = |] 
и т = 2. Математическое ожидание равномерного распределения 
равно 
п — 1 

Ч, (1) = > (8.35) 

а дисперсия равна 


щим 


п—1)(п—2) 6 п—1) 3 (п— 1)? _ п2-—1 6 
2 р р-р‘ 836) 
‘Третье место в реестре удобств занимает то свойство ПФСВ, 
что произведение ПФСВ отвечает сумме независимых случайных 
величин. В гл.5 и 7 мы выяснили, что произведение производя- 
щих функций соответствует свертке последовательностей; однако 
для приложений даже более важно то, что свертка вероятностей 
отвечает сумме независимых случайных величин. Действительно, 
если Х и \ — случайные величины, принимающие только целочи- 
сленные значения, то вероятность события Х + У = п составляет 


Рг(Х +У=п) =) РКХ=к и У=п-КЮ. 
к 








—=4 


Если Х и \У независимы, то получаем 
РЕХ+У=п) = ) РЕХ=К) Р(У=п-Ю), 
к 
а это не что иное, как свертка. Следовательно, мы получаем эф- 
фектную формулу 
Сх-+у(2) = Сх(2) Су(2), если Хи \ независимы. (8.37) 


Ранее в этой главе мы видели, что У (ХУ) = УХ-+ \УУ, если Хи\У 
независимы. Пусть ЁЕ(2) и С(2) — ПФСв для Хи \, а Н( 2) — ПФСв 
для Х-У. Тогда 


Н(2) = Н2)6(2), 
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и из формул (8.28)-(8.31) для среднего и дисперсии мы можем 
сделать вывод, что должны выполняться равенства 


Меап(Н) = Меап(Р) + Меап(С); (8.38) 
\Уаг(Н) = Уаг(ЕЁ) + Уаг(С). (8.39) 


Эти формулы, выражающие некоторые свойства производных 
Меап(Н) = Н’(Т) и Уаг(Н) =Н"”(1) +Н’(1) -Н’(1)?, не выполня- 
ются для произведения произвольных функций Н(2) = Е(2)С(2); 
вместо этого имеем 


Н'(2) =Е(2)6(2) +ЁЕ(2)6'(2), 
Н”(2) =Е"'(2)6(2) +2Е'(2)6 '(2) + Е2)С6"(2). 


Однако, подставив 2 = 1, можно увидеть, что (8.38) и (8.39) будут 
справедливы в общем случае, если выполнено условие 


Е(1) = С(1) =1 (8.40) 


и требуемые производные существуют. Для справедливости этих 
формул не требуется, чтобы ‚вероятности“ лежали в диапазоне 
[0, 1]. Чтобы удовлетворить условию (8.40) мы можем нормали- 
зовать функции ЁЕ(2} и С(2), поделив их всюду наЕ (1) и С(1Т), если 
только Е (1) и С(1) не равны нулю. 

Математическое ожидание и дисперсия — это еще не все. Эти 
характеристики всего лишь два первых члена из бесконечного ря- 
да так называемых кумулянтов (или семиинвариантов), вве- 
денных датским астрономом Торвальдом Николаи Тиеле [293] в 
1903 г. Первые два кумулянта к! и к) случайной величины — это 
то, что мы до сих пор называли математическим ожиданием и 
дисперсией; вдобавок к ним имеются и кумулянты более высоко- 
го порядка, выражающие более тонкие свойства распределения. 
Если С(2) — ПФОВ, то ее кумулянты любого порядка выражаются 
с помошью общей формулы 


К4 


ш С(е“) = "+ 2 + + де +. (8.41) 


| о 3! 


Приглядимся к кумулянтам внимательнее. Если С(2) — пФСв 
для Х, то 





= > РИХ=Юе“ = } РЕКХ= юк . 
т! 
К>0 К,т>0 
—2 2 МЗ ‚3 
=1+ т +51 НЕ +. | (8.42) 
где 
№® = )_К"РЕХ=К) = Е(Х"). (8.43) 


К>0 
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Эта величина ии называется „т-м моментом“ случайной вели- 
чины Х. Мы можем взять экспоненту от обеих частей (8.41) и 


получим другую формулу для С(е'}: 


кт + 1к2+2 +... к1& + 1к242 +... 2 
(ет КИК +) 7 ЕЕ + — 


= 1+ к + 5 (ко + к? +... 


Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях + дает 
следующий ряд формул: 


=, (8-44) 
ка = м2 — м, (8.45) 
кз = из — Зы +2, (8.46) 
ка = ца — 4рлиз + 1222 — 32 — бий, (8.47) 
к5 = 5 — былина + 202 из — ТОр2нз 

+ ЗОили2 — быти + 241. (8.48) 


Эти формулы выражают кумулянты через моменты. Заметьте, 
что к) действительно совпадает с дисперсией Е(Х?) — (ЕХ)^, как 
утверждалось выше. 

Из уравнения (8.41) ясно, что кумулянты, порождаемые про- „Для этих семиин- 
изведением ЁЕ(2)С (2) двух пхсв, будут суммами соответствующих вариантов более 
кумулянтов Е (2) и С(2), поскольку логарифм произведения есть Высокого порядка 
сумма логарифмов. Следовательно, все кумулянты суммы неза- МЫ Не предлагаем 
висимых случайных величин являются аддитивными, так же, как  МИКАКИХ специаль- 
математическое ожидание и дисперсия. Это свойство делает ку- ТН Теле [293] 
мулянты более важными, чем моменты. о 

Если пойти несколько иным путем и записать 

В = 1+ + В +..., 

и 2! 3! 
то уравнение (8.33) показывает, что числа х— это „факториаль- 
ные моменты“ 


о" = 6 (1) = ) РХ=ЮК 2" | 
к>0 


= > к"РЕ(Х=К) = Е(Х"). (8.49) 
К>0 


Кроме того, 


+ 2+ 2 
ти(е' - +5 (е' — 02+... 
РЕ +. +В.) +. 


= 1+ 0+ 5 (2 + 1)? + ---, 


С(е!) =1+ 
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и мы можем выразить кумулянты через производные С(" (1): 


к1 = “1, (8.50) 
к = “2+0 -— 041, (8.51) 
кз = 3 + За> + “1 — За20 — Зо + 207 (8.52) 


Эта последовательность формул порождает „аддитивные" тожде- 
ства, которые продолжают (8.38) и (8.39) на все кумулянты. 

А сейчас спустимся с небес на землю и применим рассмотрен- 
ные идеи к простым примерам. Простейшей случайной величиной 
является ‚случайная константа“: случайная величина Х принима- 
ет одно фиксированное значение х с вероятностью 1. В этом слу- 
чае Сх(2) = 2х и шСх(е!) = х*; следовательно, математическое 
ожидание равно х, а все остальные кумулянты — нули. Отсюда 
следует, что операция умножения любой ПФСВ на 2` увеличивает 
ожидаемое значение на х, но оставляет неизменными дисперсию 
и другие кумулянты. 

Как применить производящие функции к кубикам? Распреде- 
лению числа очков на одном правильном кубике отвечает ПФСВ 


да + + 26 


С(2) = с 


— 21416 (2) , 
гле Ц — пФСв для равномерного распределения порядка 6. Мно- 
житель ‘2’ добавляет 1 к среднему, которое поэтому оказывается 


равным 3.5 вместо ">" = 2.5, как записано в (8.35); вместе с тем, 


этот ‘2’ не влияет на дисперсию (8.36), которая равняется 5. 


Производящая функция С5(2) суммы очков на двух независи- 
мых кубиках равна квадрату ПФСВ для одного кубика, т. е. 


224 223 +4 324 + 42? + 526 + 627 + 528 4 427 + 32104 2214212 
36 
— 226 (2)2 . 


Если пару кубиков бросают п раз, то вероятность получить в 
итоге К очков, аналогично предылущему, равна 


[2К] С5(2)" — [2К] 226 (2)7" — [2к-2"] Ив (2)? , 


В рассмотренной ранее задаче о подбрасывании шляп в честь 
Распределение победившей футбольной команды, известной также как задача 
шляп — это раз- подсчета неподвижных точек случайной перестановки, ПФСВ из- 
НОВИДНОСТЬ равно- вестна из (5.49): 
мерного распреде- 


ления. — к); 2 
У (Ку при п > 0. (8.53) 
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Следовательно, 
(пк) 2! п—1— К); 2 
Ри (2) = > - У 
1<К<п -К! (к— 1! О<К<п-1 (п — 1 К! К! 
= РЕ -1 (2) . 


Даже не зная никаких подробностей о коэффициентах, из рекур- 
т 
рентного соотношения ЕЁ, (2) = Е,_1(2) заключаем, что Ей } (=) = 


Е п (2); следовательно, 


Е" (1) = Е._м() = мм]. (8.54) 


п 


Эта формула упрощает вычисление математического ожидания 
и дисперсии; мы находим (как и раньше, но быстрее), что обе 
характеристики равны 1 при п > 2. 

На самом деле сейчас мы можем показать, что и т-й кумулянт 
кл, ЭТОЙ случайной величины равен 1 для любого п > т. Действи- 
тельно, т-й кумулянт зависит только от Е! (1), Е! (1),..., Е (1), 
а все эти производные равны 1; следовательно, ответ для т-го 
кумулянта не изменится, если мы заменим ЕЁ, (2) на предельную 
ПФСВ 


Роо(2) = е?', (8.55) 


такую, что ЕТ | (1) = 1 для всех порядков производной. Кумулян- 
ты же Ро тождественно равны 1, поскольку 
ев 


+) — еее... 
шРо(е’) = ше =е-—1 = Га + 
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Обратимся теперь к процессам, имеющим ровно два ис- 
хода. Если мы ставим монету на стол и шелчком закручиваем 
ее или подбрасываем монету с закруткой, то имеется некоторая 
вероятность р, что выпадет решка, и вероятность 4 — что орел, Виртуозы по 


причем подбрасыванию 
монет знают, что 
р+а4 =Т1. = 0.1, если 


закручивать новое 

(Мы считаем, что монета не останется стоять на ребре, не про- американское пен- 
валится в щель и т.п.) На протяжении этого раздела числа р НИ на гладком сто- 
и 4 всегда будут давать в сумме 1. Если монета правильная, то #1. (Распределение 
р =а = 57; в противном случае монета называется несимме-  М9Сс Таково, Что 

. голова Линкольна 
тричной. 

и перетягивает и 
Произволящая функция случайной величины для числа вы- падает вниз.) 

падений решки в результате одного бросания монеты есть 


Н( 2) = а+р2. (8.56) 


Решка — 

я выигрываю, 

орел — ты проигры- 
ваешь. 


Не идет? Ладно; 
орел — ты проигры- 
ваешь, решка — я 
выигрываю. 


Опять нет? Хорошо, 
тогда решка — ты 
проигрываешь, 


орел —я выигрываю. 
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Если монета брошена п раз (мы всегда будем предполагать, что 
различные бросания независимы), то число выпавших решек по- 
рождается функцией 


анвым — 5 (па, 
К>0 


в соответствии с биномиальной теоремой. Таким образом, ве- 
роятность выбросить ровно К решек в п бросаниях составляет 
(1)рка“-к. Эта последовательность вероятностей называется би- 
номиальным, распределением. 

Допустим, мы подбрасываем монету до тех пор, пока впервые 
не выпадет решка. С какой вероятностью нам потребуется ровно 
К бросаний? С вероятностью р мы будем иметь К =1 (поскольку 
это вероятность того, что в первый раз выпадет решка); событие 
К =2 произойдет с вероятностью ар (это вероятность того, что в 
первый раз выпадет орел, а во второй — решка); и для произволь- 
ного К вероятность равна аК'р. Таким образом, производящая 


функция есть 


Н( 2)" = (8.57) 


__Р2 _ 


р2- арг” + 4*р2? +. 


Повторение этого процесса до получения п решек дает произво- 
дяшую функцию 


рх \“ пл п+Кк-1 
те) ИУ (к) 


—_ к—1 п „К тк. 
= > (т Ч (8-59) 
к 
Это случайно совпадает с умноженной на 2” функцией 
п 
р и+к—1 
( — =) -2- к ча (в.6о) 
к 


производящей функцией для отрииательного биномиалъьного 
распределения. 

Вероятностное пространство в примере (8.59), где мы бросаем 
монету, пока не появится п решек, отличается от вероятностных 
пространств, с которыми мы имели дело в этой главе ранее. От- 
личие в том, что это пространство содержит бесконечно много 
элементов. Каждый элемент — это конечная последовательность 
решек и орлов, содержащая всего п решек и оканчивающаяся на 


решку; вероятность такой последовательности равна р"а"_", где 
К— п — количество орлов. Если, например, п =3 и мы условимся 
писать Р вместо решки и 0 вместо орла, то последовательность 
ОРОООРР является элементом рассматриваемого вероятностного 
пространства и имеет вероятность арааарр =р?3а*. 
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Пусть Х — случайная величина с биномиальным распределе- 
нием (8.57), а У— случайная величина с отрицательным биноми- 
альным распределением (8.60). Оба распределения зависят от па- 
раметров п ир. Математическое ожидание Х равняется пН'(1) = 
пр, поскольку ее пхсв есть Н( 2)"; дисперсия равна 


п(Н”( +Н’()-Н’а)^) = п(0+р- р") = пра. (8.61) 


Таким образом, стандартное отклонение составляет \/прд: если 
подбросить монету п раз, то можно ожидать выпадания решки 
примерно пр + \/пр4д раз. Математическое ожидание и дисперсию 
У можно найти аналогичным образом. Положим 





_ РР 
С(2) = т а2. 
Тогда имеем 
ил Р9 
С (2) — (1 — а2)2 › 
2ра* 
и —_ . 


следовательно, С'(1) = ра/р? = а/риС"(1) = 2ра?/р? = 247/р-. 
Поэтому математическое ожидание \У равно па/р, а дисперсия — 
п4/р-. 

Среднее и дисперсию \У можно получить более простым путем, 
если ввести в рассмотрение обратную производящую функцию 


Е(2) = 1 92 — 1 _ Я, (8.62) 
р р р 
и записать 
С(2)" = Е (2) т. (8.63) 


Этот многочлен ЁЕ(2) не является производящей функцией слу- 

чайной величины, поскольку у него есть отрицательный коэффи- 

циент. Однако он удовлетворяет главному условию Е(1Т} = 1. Та- 

ким образом, ЁЕ(2) формально есть бином, отвечающий монете, у 

которой ‚вероятность“ выпадания решки равна —д/р; а С(2) фор- 

мально соответствует подбрасыванию такой монеты —1 раз(!). Вот уж точно 
Таким образом, отрицательное биномиальное распределение с па-  отрицательна 
раметрами (п,р} можно рассматривать как обычное биномиаль- Вероятность того, 


ное распределение с параметрами (п’,р’} = (-п,—9/р). Дей- 1Т9Я становлюсь 
ствуя формально, получаем, что математическое ожидание долж-  “М0/Л0Же. 

но быть п’р' = (—п)(—4а/р) = па/р, а дисперсия должна рав- Неужели? Но тогда 
няться п'р'а’ = (—п)(—4а/р)(1+4/р) = па/р-. Этот формальный вероятность того, 


вывод, включающий отрицательные вероятности, тем не менее Что вы стареете 
справедлив, поскольку наши предыдущие рассуждения для обыч- ИЛИ остаетесь в 
ных биномиальных распределений были основаны на тождествах ТОМ Же возрасте, 
для формальных степенных рядов, в которых нигде не использо-  б0^ВШе 1. 
валось предположение 0 < р < 1. 
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Рассмотрим теперь другой пример. Вопрос будет формули- 
роваться так: сколько раз понадобится подбросить монету, что- 
бы решка выпала два раза подряд? В этой задаче вероятностное 
пространство состоит из всех последовательностей букв Р и 0, 
оканчивающихся на РР, но не содержащих двух подряд Р ранее: 


О = {РР, ОРР, ООРР, РОРР, ОООРР, ОРОРР, РООРР,...}. 


Чтобы получить вероятность любой определенной последова- 
тельности, достаточно заменить Р на р и 0 на 4; так, например, 
последовательность ОРОРР встречается с вероятностью 


Рг(ОРОРР) = арарр = р? 4?. 


Теперь можно поиграть с производящими функциями, как мы 
это делали в начале гл. 7, обозначив через 5 бесконечную сумму 


$ = РР + ОРР + О0РР + РОРР -- О0ОРР + ОРОРР + РООРР +... 


всех элементов из О. Если заменить кажлую букву Р на рр, а 
кажлую букву 0 на 42, то мы получим произволящую функцию 
случайной величины для числа бросаний до появления двух по- 
следовательных решек. 

Имеется довольно неожиданная связь между $ и суммой всех 
покрытий домино 


Т =!+0+0+8+0+09+9+... 


из уравнения (7.1). Оказывается, что можно получить $ из Т, 
если заменить каждое домино П на 0 и каждую пару НВ на РО, а 
затем приписать в конце РР. Не составляет труда доказать это. 
Действительно, любой элемент из О имеет вид (0 + РО)"РР для 
некоторого п > 0, а любое слагаемое в Т имеет вид (0+ В)". 
Следовательно, из (7.4) имеем 


$ = (1 -0—Р0)-"РР, 


а производящая функция для нашей задачи равна 


6(2) = (1- 92- (р2)(42)) '(р2)? 


2.2 
р”2 
==. (8.64) 
1—92-—р92 
Наш опыт работы с отрицательным биномиальным распреде- 
лением подсказывает, что проще всего подсчитать математиче- 
ское ожидание и дисперсию функции (8.64), если записать 


1— 42-— ра27 
Е(2) — Мм—_ды 
р 
и подсчитать „математическое ожидание“ и „дисперсию“ этой 
псевдо-ПФсв Е (2). (Вновь введенная функция обладает свойством 


› 
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ЕТ) =1.) Имеем 


Е'(1) = (-а-— 2ра)/р? =2-р'-р?; 
Е"(1) = —2р4/р* =2-—2р'. 


Теперь поскольку 2? = Е(2)С(2), Меап(27) = 2 и У\аг(27) = 0, то 
математическое ожидание и дисперсия С(2) таковы: 


Меап(С) = 2— Меап(Е) = р?+р-'; (8.65) 
\Уаг(С) = — Уаг(Е) = р +23 — р-р". (8.66) 
Для р = 7 математическое ожидание и дисперсия составляют, 


соответственно, би 22. (В упр. 4 обсуждается вычисление средних 
и лисперсий путем вычитания.) 

А теперь представим себе более хитроумный эксперимент: бу- 
дем бросать монету до тех пор, пока первый раз не встретится 
последовательность ОРООР. Сумма выигрышных позиций будет 
теперь 


5 = ОРООР -- РОРООР -- ООРООР 
+ РРОРООР + РООРООР -- ОРОРООР -- О00РОДР + -..; 


эту сумму сложнее описать, чем предыдушую. Вспоминая, как 
мы решали в гл. 7 задачи про домино, мы можем получить фор- 
мулу для 5, рассматривая множество слагаемых как „автоматный 
язык, определяемый следующим ‚конечным автоматом“: „Да вы просто 
автомат, вычисли- 
тельная машина,— 
воскликнул я.— 
Временами в 
вас есть что-то 
нечеловеческое:" 
Элементарными событиями в вероятностном пространстве явля- — Дж. Х. Ватсон [162] 
ются такие последовательности символов Р и 0, которые пере- 
водят автомат из состояния 0 в состояние 5. Пусть, например, 
только что выпало 0РО; автомат оказывается в состоянии 3. Если 
теперь выпадет орел, то автомат перейдет в состояние 4; решка, 
выпавшая в состоянии 3, переводит автомат в состояние 2 (не в 
самое начало, поскольку последние ОР могут быть продолжены 
последовательностью 00Р). 

При такой постановке задачи мы можем обозначить через $к 
сумму всех последовательностей, ведущих в состояние К; тогла 





50 =1+ 50 Р + 52Р, 
51 = $00+510-+ $40, 


52 = $1 Р+53ЗР, 
$3 = 520, 
54 = 530, 


$55 = 54Р. 
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Искомая сумма $ —это $55; мы можем найти ее, решая выписан- 
ную систему шести уравнений с шестью неизвестными $0, $1, 
..., 95. Заменив Р нарг и 0 на 42, получим производящую фун- 
кцию, причем коэффициент при 2” в $к равняется вероятности 
попадания в состояние К после п. бросаний. 

Подобным же образом любая диаграмма переходов между со- 
стояниями, в которой переход из состояния } в состояние К проис- 
ходит с заданной вероятностью р; к, дает систему линейных урав- 
нений, решениями которой являются производящие функции для 
вероятностей состояний после п переходов. Объекты такого типа 
называются марковскими процессами, и их теория тесно связа- 
на с теорией линейных уравнений. 

Однако задачу о бросании монеты можно решить гораздо про- 
ще, не прибегая к довольно сложной общей процедуре с построе- 
нием конечного автомата. Вместо шести уравнений с шестью не- 
известными 50, 51,..., 95 АЛЯ полного описания $ достаточно все- 
го двух уравнений с двумя неизвестными. Трюк состоит в том, 
чтобы ввести в рассмотрение сумму М = $5 + $1 +52 + $3 + $4 
всех последовательностей результатов бросания, не содержащих 
заданную подпоследовательность ОРООР: 


М = 1 Р+О-РР + . - - + ОРОРО + 0Р000 + .... 
Имеем 
1+ М(Р-+О) = М+5, (8.67) 


поскольку любое слагаемое из левой части либо оканчивается 
на ОРООР (и тогла принадлежит 5), либо нет (и тогла принал- 
лежит М); обратно, любое слагаемое из правой части либо пусто, 
либо принадлежит МР или МО. Кроме того, мы имеем еще одно 
важное уравнение 


М ОРООР = $+$00Р, (8.68) 


поскольку любое слагаемое из левой части содержит в себе член 5, 
оканчивающийся на первую Р или на вторую, а любое слагаемое 
из правой части принадлежит левой. 

Эта система легко решается. Из соотношения (8.67) получаем 
М = (1-$)(1-Р—0)-', следовательно, 


(1—5$)(1—0-—Р)-' ОРООР = $(1 + 00Р). 


Как и ранее, для получения производящей функции С(2) для 
числа бросаний монеты следует заменить Р на р2 и 0 на 42. 
Выполнив некоторые упрощения, проистекающие из тождества 
р + а = 1, получим 


—_ 243.5 
Ира Зе "= 6 +4222); 
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следовательно, нашим решением будет 


213.5 
р? 42 
О 8.6 
©(2) р2432? + (1 +ра?22) (1 - 2) (8.69) 


Заметьте, что С(Т) = 1, если рд 2 0; мы с вероятностью 1 до- 
ждемся когла-нибуль последовательности ОРООР, если только мо- 
нета не настолько несимметричная, что выпадает всегда одной 
стороной — всегла орлом или всегда решкой. 

Чтобы вычислить математическое ожидание и дисперсию рас- 
пределения (8.69), мы, как делали раньше, обратим С (2), записав 
С (2) = 2/Е 2), гле Е многочлен: 

_ Р2432? + (1+р9*2^)(1 — 2) 

— р2а3 

Соответствующие производные равны 
Е'(1) =5- (1+р9*)/р*а?, 

Е" (1) = 20 6р9'/р‘а?; 

и если Х — требуемое число бросаний, то будем иметь 
ЕХ = Меап(С) = 5 — Меап(Е) = ра 3 +р-'а-'; (8.71) 
УХ = Уаг(С) = — Уаг(РЕ) 

= —25 + ра 3+ тра! + Меап(Е)? 
= (ЕХ)* — Яр *9* —Зр'а”'. (8.72) 


2) (8.70) 


Для р = 5 среднее и дисперсия составят 36 и 996. 


Попробуем действовать более общо: уже решенная задача до- 
статочно ‚произвольная“ чтобы на ее примере можно было по- 
нять метод анализа в общем случае, когла мы ждем появления 
произвольной последовательности А решек и орлов. Вновь обо- 
значим через 5 сумму всех ‚выигрышных“ последовательностей 
букв Р и 0, а через М — сумму всех последовательностей, в ко- 
торых подпоследовательность А еще не встретилась. Уравнение 
(8.67) останется без изменений; уравнение (8.68) превратится в 


МА = $(1+ А) [А-П =А(и_1)1 + А [А “2 =А(т_2)] 
+. НАСТИ [АП) =А(л)]), — (8.73) 


гле п\— длина А, а А(®) и А(к) обозначают, соответственно, по- 
следние и первые К букв из А. Если, например, в качестве А взять 
уже рассмотренную последовательность ОРООР, то будем иметь 


АП) =Р, А“) = бр, Аб) = 00Р, А“) = РООР; 
А(1) =0, А (2) = ФР, А{з) = 0РО, А(4) = 0Р00. 


Елинственным точным совпадением здесь будет А{2) = А{2), по- 
этому уравнение (8.73) сводится к (8.68). 
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Обозначим через А значение, которое получится, если в по- 
следовательности А заменить все Р нар ', а все Т на 4`'. Тогда 
нетрудно будет обобщить наш вывод уравнений (8.71) и (8.72) и 
получить математическое ожидание и дисперсию в общем случае 


(упр. 20): 
т - 
ЕХ = у. А(к) [А(® =Ацк)|; (8.74) 
К=1 
т — 
МХ = (ЕХ)?-) (2Ж-ТАц [А =Ащ]. (8.75) 


г 
|} 


В частном случае р = . имеется особенно простая интерпре- 


тация этих формул. Если дана последовательность А решек и 
орлов длины т, то положим 


А:А = )_ 2" [А =Аць]. (8.76) 
К=1 


Очень легко выписать двоичное представление этого числа. Аля 
этого надо записать '1’под каждой позицией, обладающей тем 
свойством, что данная последовательность, если ее начало слви- 
нуть в эту позицию, в точности совпадет с первоначальной по- 
слеловательностью в их общей части: 


А = НТНТННТНТН 
А:А = (1000010101): = 512+ 16+4-+1 = 533 
РОРОРРОРОР У 
РОРОРРОРОР 
РОРОРРОРОР 
РОРОРРОРОР 
РОРОРРОРОР 
РОРОРРОРОР У 
РОРОРРОРОР 
РОРОРРОРОР У 
РОРОРРОРОР 
РОРОРРОРОР У 


Уравнение (8.74) утверждает, в сущности, что ожидаемое число 
бросаний до появления подпоследовательности А. есть в точно- 


сти 2(А:А) для правильной монеты, поскольку Ацк) = 2^ для 

„Чем больше пе- р = 9 = 7. Этот результат, найденный впервые советским ма- 

риодов у нашего тематиком А. Д. Соловьевым в 1966 г. [278], выглядит на первый 

слова, тем позже взгляд парадоксально: несамосовмещающиеся последовательно- 
в“ 

оно появляется. сти появляются раньше, чем самосовмещающиеся! Появления по- 


—А.А. Соловьев — следовательности РРРРР нам придется ждать почти вдвое дольше, 


чем послеловательностей РРРРО или ОРРРР. 
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Рассмотрим теперь забавную игру, которую изобрел Уолтер 
Пенни [234] в 1969 г. Алиса и Билл бросают монету до тех пор, 
пока не встретится РРО или РО0; Алиса выигрывает, если пер- 
вой появится последовательность РРО, Билл выигрывает, если РОО 
появится раньше. Эта игра — теперь ее называют „Реппеу ашфе" — 
определенно выглядит справедливой, если используется правиль- 
ная монета, ведь обе последовательности РРО и РО0 имеют оди- 
наковые характеристики, если рассматривать каждую из них по 
отдельности. Производящая функция случайной величины для 
времени ожидания последовательности РРО равна 


73 
23 —8(2—1)' 
Конечно, никако- 
и точно такая же ПФСВ для последовательности РО00. Следлова- го! Перед кем же 
тельно, ни Алиса, ни Билл не имеют никакого преимущества, ОНИ могут иметь 
если они будут играть каждый сам по себе. преимущество? 
Но если рассматривать обе подпоследовательности вместе, то 
между ними возникает интересное взаимодействие. Обозначим 
через $л сумму конфигураций, выигрышных для Алисы, а че- 
рез $в —сумму выигрышных позиций Билла: 


ЗА = РРО + РРРО +- ОРРО - РРРРО + РОРРО + ОРРРО + ...; 
бв = РОО + ОРОО + РОРОО + 00РОО + ОРОРОО + 000Р00 + .... 


С(2) = 


Вспоминая наш трюк, использованный в случае одной подпосле- 
довательности, снова обозначим через М сумму всех последова- 
тельностей, для которых пока ни один из игроков не выиграл: 


М = 1+Р-+0-+РР-РО + ОР + 00 + РРР + РОР - ОРР-.-.. (8.77) 
Легко проверить справедливость следующих уравнений: 


1+ М(Р+ О) = М+ 5$ +58; 
МРРО = $д; (8.78) 
МРОО = $А0-+5в. 


Если положить Р = 0 = т, то полученное значение $ будет веро- 
ятностью выигрыша Алисы, а $в — вероятностью выигрыша Бил- 
ла. Наши три уравнения сводятся к следующим: 


ТМ = №+5$^+58;  зМ=5д; ЗМ = 55 +58; 


и мы находим $д = 2, $в = 5. Алиса будет выигрывать примерно 
вдвое чаще Вилла! 

В обобщенной игре Алиса и Билл выбирают образцы А и В— 
некоторые последовательности решек и орлов — и бросают моне- 
ту ло тех пор, пока в последовательности результатов не встре- 
тится одна из подпоследовательностей А или В. Эти две подпо- 
следовательности не обязательно равной длины, однако мы булем 
считать, что А не входит в Ви В не входит в А. (В противном 
случае игра вырождается. Если, например, А = РО, а В = ОРОР, 
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то бедный Билл никогда не сможет выиграть; если же А = РОР, 
а В = ОР, то, возможно, оба игрока одновременно издадут побед- 
ный клич.) Тогла можно записать три уравнения, аналогичных 


(8.73) и (8.78): 
1+ М(Р+0) = М+5А +58; 


1 
МА = 5 ) А ® [А =Ац] 


К=1 
пип (т) 


- ЗВ у АПК) [809 =А(к]; 
К=1 
пп (т) 


м5 У ВАМ Ву 
к=1 т 
+ 5в у в" 9 [В® =В(к)]. (8.79) 
к=1 
Здесь | — ллина А, а т — длина В. Если взять А = РООРОРОР и 


В = ОРОРООР, то последние два уравнения, зависящие от А и В, 
запишутся как 


М РООРОРОР = $ ООРОРОР + $ + $в ООРОРОР + $в ОРОР; 
М ОРОРООР = $ ОРООР + $л ООР - $в ОРООР + 5в. 


Для нахождения вероятностей победы при игре правильной моне- 
той следует положить Р = 0 = 5; тогда два решающих уравнения 
превратятся в 


1 шп (т) 
М=$л > 2“[А® =А1+5в ) 2“ В®=Ац]; 
К=] К=1 
пп (1, т) т (8.80) 
м=5^ >» 2“[А® =В] +5в > 2“ [В® =Вь]. 
К=1 К=1 


Для дальнейшего нам надо будет обобщить операцию А:А из 
(8.76) на случай двух независимых последовательностей А и В: 


пт 


АВ = ) 2°'[А® =Ву]. (8.81) 
К=1 


Уравнения (8.80) упрощаются: 
ЗА (А:А) + $в(В:А) = $А(А:В) + $в(В:В); 
преимущество Алисы выражается отношением 
5А  В:В-В:А 


$$ АА-АВ’ (8.82) 
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(Эта красивая формула обнаружена Джоном Хортоном Конвеем 
[62].} 

Если, как выше, А = РООРОРОР и В = ОРОРООР, то А:А = 
(10000001)> = 129, А:В = (0001010)}› = 10, В:А = (0001001) =9 
и В:В = (1000010)› = 66; поэтому отношение $д/5в составляет 
(66 — 9) /(129 — 10) = 57/119. Алиса будет выигрывать в среднем 
57 раз из кажлых 176. 

В игре Пенни могут происходить странные вещи. Так, напри- 
мер, образец РРОР выигрывает у РОРР с преимуществом 3/2, а 
РОРР выигрывает у ОРРР с преимуществом 7/5. Тогда образец 
РРОР должен быть гораздо лучше, чем ОРРР. На самом же деле 
ОРРР выигрывает у РРОР с преимуществом 7/5! Отношение между  ОРРРигинально. 
образцами в этой игре нетранзитивно. В упр.57 доказывается, 
что какой бы образец т1т2...11 длины 1 > 3 ни выбрала Али- 
са, Билл всегла может добиться лучшего, чем чисто случайная 
победа, если он выберет образец Т›т1т....т1-—1, где т) — противо- 
положный к т› символ при замене решка +} орел. 


8.5 ХЕШИРОВАНИЕ 


Мы завершим эту главу приложением теории вероятностей 

к программированию. Ряд важных алгоритмов хранения и вы- 
борки информации в ЭВМ основаны на методе, который называ- 
ется „хеширование". Общая задача заключается в хранении неко- Как по волшеб- 
торого множества записей, каждая из которых содержит значение ству, глагол 
‚ключа“ К и некоторые данные О(К) об этом ключе; мы бы хотели  „хешировать“ в 
иметь возможность быстро находить О (К) по заданному К. Клю-  СеРедине 60-х годов 
чами могут, например, быть фамилии студентов, а связанными с (747 стандартным 
ключами данными — оценки за домашнее задание. и бразо ми я 

Реально используемые компьютеры не настолько вместитель- ры Хотя ИС 
ны, чтобы можно было выделить по отлельной ячейке для Ка- по  ЛЬЗОовАТЬ такое 
ждого возможного ключа; всего возможны миллиарды ключей, недостойное сло- 
но в каждом конкретном приложении их присутствует не так УЖ во в печати до 
много. Одно из решений состоит в том, чтобы хранить две табли- 1967 г. никто не 
цы, КЕУ []] — для ключей и ОВАТА[)] — для данных, | <} < М, гле осмеливался. 
М — общее число записей, которые могут быть размещены; еще  —Д.Э.Кнут [141] 
одна переменная, п, показывает фактическое число записей. То- 
гла мы можем выполнять поиск заданного ключа К очевидным 
способом, последовательно просматривая таблицу: 


51 Установить } := 1. (Уже просмотрены все позиции < ).) 

52 Если) > п, остановиться. (Безуспешный поиск.) 

53 Если КЕУ [)] = К, остановиться. (Успешный поиск.) 

54 Увеличить } на | и вернуться к шагу 52. (Попробуем еще.) 


В случае успешного поиска нужное значение данных О(К) лежит 
в ОАТА[)]. После безуспешного поиска можно вставить К и О(К) 
в таблицу при помощи слелующих установок: 


п :=), КЕУ[м] := К, ОБАТА[м] := О(К), 


в предположении, что таблица еще не заполнена до предела. 
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Этот метод работает правильно, но его работа может быть 
ужасающе медленной; при безуспешном поиске шаг 52 приходит- 
ся повторить п + | раз, а п может быть весьма большим. 

Хеширование было придумано как раз для того, чтобы уско- 
рить поиск. Основная идея, в одном из популярных вариан- 
тов, состоит в использовании т отдельных списков вместо од- 
ного огромного. „Хеш-функция“ преобразует любой возможный 


Значение Н(К) ключ К в номер списка Н(К), лежащий в диапазоне от 1 ло т. 
часто называ- Вспомогательная таблица ЕТАЗТ [1] содержит для каждого \1, 1 < 
ЮТ „хеш-кодом“ 1 < т, указатель на первый элемент в списке 1; еще одна вспо- 
записи К. _ Пере. Могательная таблица МЕХТ[)], 1 < } < М, указывает на запись, 


следующую за записью ) в том списке, которому эта запись при- 
надлежит. Булем считать, что 


ЕТВУТ [1] = -1, если список 1 пуст; 
МЕХТ] =0, если запись ) последняя в своем списке. 


Как и ранее, имеется переменная п, содержащая информацию об 
общем числе хранящихся записей. 

Пусть, например, ключами являются имена и имеются т = 4 
списка, разделяемые по первой букве имени: 


1 для букв А-Е; 


А(имя) = . я я и 
4 для 5-0. 


Поначалу имеем четыре пустых списка и п = 0. Если ключом 
первой записи будет, скажем, имя № ога, то И(М№ га) = 3 и поэтому 
Мога станет ключом первого элемента списка 3. Если следующи- 
ми двумя именами окажутся С]епп и Лш, то оба они попадут в 
список 2. В этот момент таблица в памяти будет выглядеть так: 


РТАУТ[1] =-—1, ЕТА$Т[2] =2, ЕТА$ЗТ[3] =1, ЕТА$Т[4] =-1. 


КЕУ [1] = Мога, МЕХТ [1] =0; 

КЕУ [2] = Сепп, МЕХТ [2] =3; 

КЕУ [3] = Л, МЕХТ[3] =0; п =3. 

(Значения БАТА[1], РАТА[2] и РАТА[3] содержат секретную ин- 

Так увековечены формацию и не показаны здесь.) После вставки 18 записей списки 
имена студентов, могли бы содержать следующие имена: 
которые на заняти- 
ях по конкретной список | список 2 список 3 список 4 
математике сидели 
в первых дах И П1аппе С1епп М ога осо 
предоставили свои Ап Лш о Ме Тута 
имена для этого Впап Лепп!ег М1сБае! 
эксперимента. Егап Люап Вау 

Роцв ]етггу Раща 


]Леап 
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В массиве КЕУ те же имена будут записаны вперемежку, однако 
значения МЕХТ позволяют разделить списки. Если мы теперь хо- 
тим найти имя Лори, то нам потребуется просмотреть шесть имен 
из списка 2 (этот список оказался самым длинным); но это все же 
не идет ни в какое сравнение с просмотром всех 18 имен. 

Ниже приведено точное описание алгоритма, который ищет 
ключ К в соответствие с этой схемой: 


Н1 Установить 1 := И(К) и } := ЕТАУТ[1]. 

Н2 Если } < 0, остановиться. (БВезуспешный поиск.) 

НЗ Если КЕУ[)] = К, остановиться. (Успешный поиск.) 

Н4 Установить 1 :=), затем } := МЕХТЦ] и вернуться к шагу Н2. 
(Попробуем еще.) 


Например, при поиске имени ]Лепп!ег в приведенном примере мы 

установим на шаге Н1 1 :=2 и) := 2; на шаге НЗ найдем, что 

Серп 72 Лепп{ег; на шаге Н4 установим } := 3 и на шаге НЗ най- Держу пари, что 

дем, что Лш 7 ЛеппИег. Выполнив шаги Н4 и НЗ еще раз, мы их родители в 

найдем ]еппЁег в таблице. восторге. 
После успешного поиска искомые данные О(К) содержатся в 

ОАТА [7], как и в предыдущем алгоритме. В случае безуспешного 

поиска мы можем вставить Ки О (К) в таблицу, выполнив следу- 


ющие операции: 


п:= Г 
если )<0, то ЕЗУТИ] := п, иначе МЕХТЦ] := п; 
КЕУ [п] := К; РБАТА[м] := О(К); МЕХТ[м] := 0. (8.83) 


Теперь таблица вновь отвечает имеющимся данным. 

Мы надеемся, что все списки будут иметь примерно одина- 
ковую длину, поскольку в этом случае задача поиска будет ре- 
шаться примерно в т раз быстрее. Обычно значение т гораз- 
до больше четырех, так что множитель 1/т — это значительное 
улучшение. 

Мы заранее не знаем, какие ключи будут в таблице, но обыч- 
но возможно так выбрать хеш-функцию Й, чтобы значения П(К) 
можно было считать случайной величиной, равномерно распре- 
деленной в интервале от 1 до т и независимой от хеш-кодов дру- 
гих присутствующих ключей. В таких случаях вычисление хеш- 
функции подобно бросанию кубика с т гранями. Может случить- 
ся, что все записи попадут в один список, точно так же, как на 


кубике может все время выпадать [:]; однако теория вероятно- 
стей говорит нам, что списки почти всегда булут достаточно 
хорошо сбалансированы. 


Анализ хеширования: введение 

„Анализ алгоритмов“ — это раздел информатики, занимаю- 
щийся выводом количественной информации об эффективности 
компьютерных методов. „Вероятностный анализ алгоритмов“ — 
это изучение времени работы алгоритмов, рассматриваемого как 
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случайная величина, зависящая от предполагаемых характери- 
стик исходных данных. Хеширование особенно подходит для ве- 
роятностного анализа, поскольку метод хеширования исключи- 
тельно эффективен в среднем, хотя его наихулший случай про- 
сто ужасен. (Наихудший случай здесь — когла все ключи имеют 
одинаковый хеш-код.) Так что программисту, использующему хе- 
ширование, лучше всего поверить в теорию вероятностей. 
Обозначим через Р количество выполнений шага НЗ при рабо- 
те предыдущего алгоритма. (Каждое выполнение шага НЗ назы- 
вается „пробой“ в таблице.) Зная Р, мы можем узнать, сколько раз 
выполняется каждый шаг, в зависимости от успеха или неудачи 


поиска: 
Шаг Безуспешный поиск Успешный поиск 
Н1 1 раз 1 раз 
Н2 Р-+1 раз Р раз 
НЗ Р раз Р раз 
Н4 Р раз РТ раз 


Таким образом, главная характеристика, определяющая время 
работы процедуры поиска, есть число проб Р. 

Чтобы представить себе работу алгоритма, можем вообразить, 
что у нас есть адресная книга, организованная неким специаль- 
ным образом — на каждой странице размещается только одна за- 
пись. На обложке книги мы находим номер страницы первой за- 
писи в каждом из т списков; каждому ключу К соответствует 
список Н(К), которому тот принадлежит. На каждой странице 
книги содержится ссылка на следующую страницу в том спис- 
ке, к которому эта страница относится. Число проб, требуемое 
для поиска адреса в такой книге —это число страниц, которые 
нам придется просмотреть. 

Если в таблицу помещено п элементов, то их расположение 


зависит только от соответствующих хеш-кодов (Ил, Н.,..., Им). 
Все т” возможных последовательностей (Ил, П.2,...,На) счита- 
ются равновероятными; случайная величина Р зависит от этой 
последовательности. 

Посмотрите под Случай 1: ключ отсутствует 

ковриком у двери. Рассмотрим сначала поведение Р в случае безуспешного поис- 


ка в предположении, что в таблицу уже было помещено п запи- 
сей. Вероятностное пространство, отвечающее данному случаю, 
состоит из т"*' элементарных событий 


с = (Из, И2,. .. ‚ Ил, Ит-+т ) › 


где И; есть хеш-код для )-го ключа в таблице, а И. -.1 — хеш-код 
ключа, который не удалось найти. Мы предполагаем, что хеш- 
функция И была выбрана надлежащим образом, так что Рг(а›) = 
1/т”-1Т для любого такого (0. 
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Если, например, т. = п = 2, то имеются восемь равновероят- 
ных возможностей: 


В 1 В: 


ЮмМюмю а а а 
ЮР Мю = 
мм а 
моно рю | = 


Если И1 = И) = Из, то мы сделаем две неудачные пробы, прежде 
чем обнаружим, что новый ключ К не присутствует в таблице; 
если И1 = И) 72 Из, то нам не придется делать ни одной пробы; и 
т. д. Этот исчерпывающий список показывает, что для т = п =2 
распределение Р описывается ПФСВ (5 + $2 + 227) = (> + 72). 
Безуспешный поиск требует по одной пробе для каждого эле- 
мента списка Ик-1, поэтому мы приходим к общей формуле 


Р = [А —= Ил-1| + [2 = Ил] В [Их = п+1] - (8.84) 


Вероятность того, что К; = На 1, составляет 1/т для1 <) < п; 
поэтому 


ЕР = Е[ 1 = Ил+1| + ЕГИ> —= Ии+1| +... Е =Ви-1| — 


з|2 


Может быть, здесь нужно действовать медленнее. Пусть Х; — сле- 
лующая случайная величина: 


Х; — Х,; (6) = [и = Ии+1|. 
Тогда Р = Х1+-..+Х, иЕХ; = 1/т для всех) < п; следовательно, 
ЕР = ЕХ, +-..-+ЕХ, = п/т. 


Что же, неплохо. Как мы и ожидали, среднее число проб в т раз 
меньше, чем без хеширования. Более того, случайные величины 
Х; независимы и имеют одинаковую производящую функцию 


т— 1+2 
Х(=) = МЕ, 
т 
следовательно, ПФСВ для общего числа проб в безуспешном по- 
иске будет 
т. — 1+ 2\" 
Р(=) = Х:(2)...Хь(2) = (-———>) | (8.85) 


Это биномиальное распределениеср = 1/тид = (м—1)/т; ины- 
ми словами, число проб в безуспешном поиске ведет себя точно 
так же, как число выпавших решек при бросании несимметрич- 
ной монеты с вероятностью выпадания решки |/т при каждом 
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бросании. Уравнение (8.61) говорит нам теперь, что дисперсия Р 
равна 


п (т — 1) 


пря = —— 


Если т. велико, то дисперсия Р приблизительно равна п/т, так 
что стандартное отклонение есть примерно \/п/тщ. 


Случай 2: ключ присутствует 

Обратимся теперь к успешным поискам. Вероятностное про- 
странство для этого случая несколько сложнее, в соответствии с 
нашей задачей. Мы выберем в качестве ©) множество элементар- 
ных событий 


ш = (№,..., Ва; К), (8.86) 


где В; представляет собой хеш-код для }-го ключа, как раньше, 
а К есть индекс искомого ключа (он имеет хеш-код Нк). Таким 
образом, 1 < Н; < м для 1 < } < пи] < К < п; всего имеется 
т” .п элементарных событий. 

Пусть $; — вероятность того, что ищется }-й помещенный в та- 
блицу ключ. Тогда 


РЕ(4) = к/т", (8.87) 


если  — событие (8.86). (В некоторых приложениях чаще ищутся 
ключи, вставляемые первыми, или, наоборот, последние ключи, 
так что мы не будет предполагать, что все $; = 1/п.) Заметим, 
Что ) со РГ(4) = У ку $к = 1, следовательно, (8.87) определяет 
корректное распределение вероятностей. 

Число проб Р в случае успешного поиска равно р, если ключ К 
является р-м ключом в своем списке. Следовательно, 


Р(№,..., На; К) = и =Ижк| + [2 =Ик] + -.. + Мк=Ик]; (8.88) 


или, если обозначить через Х; случайную величину [И; =Их|, 


Р=Х; +Х) +... + Жк. (8.89) 
Пусть, например, мы имеем т = 10 ип = 16, и хеш-коды образо- 
Где я уже видел вали следующую „случайную“ последовательность: 
эту последователь- 
НОСТЬ? (.,...,И16)} =3141592653589793; 


(Р1,...,Р16) =1112111122312133. 


Число проб Р;, требуемых для поиска )-го ключа, показано под Н,. 

Уравнение (8.89) представляет Р в виде суммы случайных ве- 

личин, но мы не можем просто вычислить ЕР как ЕХ! +.--+ЕХк, 

поскольку значение К само является случайной величиной. Како- 

Уравнение (8.43) ва же производящая функция случайной величины Р?7 Для ответа 

тоже моментальное на этот вопрос нам придется на один момент отвлечься от нашей 
отвлечение. задачи и поговорить об условных вероятностях. 
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Если А и В— некоторые события в вероятностном простран- 
стве, то будем говорить, что условная вероятность А при усло- 
вии В есть 


Рг(4ЕАПВ) 
Рг(Ф ЕВ) 


Например, если Х и У— случайные величины, то условная веро- 
ятность события Х =х при условии \ = 1 равна 


Рг(Х =хи\У= у) 
— РКУЕУ о (8.91) 


Для любого фиксированного \) в диапазоне изменения \У сумма 
всех этих условных вероятностей по всем х в диапазоне изме- 
нения Х составит Рг(У=у)/Рг(У =у) = 1; следовательно, (8.91) 
определяет распределение вероятностей, и мы можем опреде- 
лить новую случайную величину ‘'Х|\/’, такую, что Рг(Х|у =х) = 
Рг(Х=х|У=у). 

Если Х и \ независимы, то случайная величина Х|1 в сущности 
совпадает с Х при любом 1\, поскольку Рг(Х =х| У=у) равняется 
Рг(Х =х) в силу (8.5); это как раз условие независимости. Однако 
если Х и \У зависимы, то случайные величины Хи Ху’ могут 
быть совершенно не похожи друг на друга при у 21’. 

Если Х принимает только целые неотрицательные значения, 
то можно разложить ее Пхсв в сумму условных ПФСВ по ОТно- 
шению к любой другой случайной величине \: 


Сх(2) = )_ РкУ=у)бхь(. (8-92) 
УЕУ(О) 


Рг(4ЕА| «ЕВ) = (8.90) 


Рг(Х=х|У=у) = 


Это соотношение справедливо потому, что коэффициент при 2” в 
левой части есть Рг(Х =х) для всех х Е Х(О), тогда как в правой 
части он равен 


У. Рг(У=у) Рг(Х=х|У=у) = у Рг(Х =хи\У=ч) 
уЕУ(О) уЕУ(О) 
Рг(Х =х). 


'Так, если Х есть произведение очков, выпавших на двух правиль- 
ных кубиках, а У— сумма очков, то ПФСВ Х|6 будет 


— 2.51281 1.9 
Сх!6 (2) = =27 + =2° + 52, 
поскольку условные вероятности для У = 6 содержат пять равно- 


вероятных событий { |+ |[{*:|, (.*][: 3], "|", $”), [$] }. Уравнение 


(8.92) в этом случае сведется к 
Сх(2) = = Сх!2(2) + =Сх!з(2) + = бхи4(2) + = Сж(2) 
=Сжб(2) + 3 бх17(2) + +Сжз(2) + 35 Схо(2) 


$ бхио(2) + 3 бхи1(2) + з5бхи12(2); 
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Вот теперь я эту формулу достаточно один раз понять, и она станет очевидной. 
понимаю, что (Конец отвлечения.) 

имеют в виду ма- Формула (8.92) позволяет выписать ПФСВ для числа проб в 
тематики, говоря успешном поиске, если положить в ней Х =Риу\у = К. Для любого 


„очевидно“ „ясно“ 


или „тривиально“ фиксированного К от | до п случайная величина Р|К определяется 
7 . 


как сумма независимых случайных величин Х: +... + Хк; это в 
точности (8.89). Поэтому ее ПФСВ равна 


т—14+2\к 
Срк(2) = (=) 2. 
т. 
Это очевидно, и Следовательно, ПФСВ для самой величины Р может быть записа- 
я полагаю, что на как 
хороший перво- п п тАк 
курсник может это Сь(2) = У в. (2) = У $ =) 7 
проделать, хотя Р(2) > кбрк(2) > к т, 
это не тривиально. к! ] к! 
— П. Эрдёш [390] _ 55(7"-—==), (8.93) 
т. 
где 
$(2) = $1+$22+ $32 +... {52 (8.94) 


есть ПФСВ для вероятностей поиска $к (поделенная для удобства 
на 2). 

Очень хорошо. Мы имеем производящую функцию для слу- 
чайной величины Р; теперь найдем математическое ожидание 
и дисперсию путем дифференцирования. Вычисления несколько 
упрощаются, если убрать множитель 2, вычислив поначалу ма- 
тематическое ожидание и дисперсию случайной величины Р -— 1: 


т — 1+2 
Рё) = быв = (1), 
, Тим -—1+2 
Рад = (= "); 
т, т 
1 т — 1+2 
п ИН «АТА ОН НИЯ 
Следовательно, 
ЕР = 1 + Меав(Е) = 1+Е'(1) = 1+ т" Меав($); (8.95) 
УР = Уаг(Е) = Е*(1) +Е'(1) -Е'(1]? 


т 25" (]+м 151) - м 25'(1 
т? Уаг($) + (м ' — т. 2) Меап($). (8.96) 


Эти общие формулы выражают математическое ожидание и дис- 
персию числа проб Р через математическое ожидание и диспе- 
рсию заданного распределения искомых ключей 5. 
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Пусть, например, $к = 1/п для 1 < К < п. Это значит, что 
мы выполняем полностью „случайные“ успешные поиски с рав- 
ной вероятностью для всех ключей в таблице. Тогла $(2) явля- 
ется равномерным распределением Ц. (2) из (8.32) и мы имеем 
Меап($) = (п — 1)/2, \Уаг($) = (п? — 1)/12. Следовательно, 


п — 1 

ЕР = >= +!; (8.97) 
п^—-1 (м-)п-1  (п-1(6м+п-5) 

УР = 12т2 + 2т2 — 12т2 - (8-98) 


Вновь мы получили ускорение в желаемой пропорции |/т. Если 
т = п/шпип -} со, то среднее число проб при успешном поиске 


будет примерно равно 711 п, а стандартное отклонение асимпто- 


тически равно (шп)/\/12. 

С другой стороны, мы могли бы принять к = (КН„)-' для 
1 < К < п; это распределение называется ‚законом Зипфа‘ То- 
гла Меап($) = п/Н, и \аг($) = уп(п + Т)/Н» — п2/Н2. Среднее 
число проб для т & п/шп при п -} со примерно равно 2 со 
стандартным отклонением, асимптотически равным /шп/\/2. 

В обоих случаях проведенный анализ позволяет спать спокой- 
но тем пессимистам среди нас, кто опасается наихудшего случая: 
из неравенства Чебышева следует, что списки будут хорошими и 
короткими, за исключением крайне редких случаев. 


Случай 2, продолжение: разнообразные дисперсии 

Мы только что вычислили дисперсию числа проб в случае 
успешного поиска, рассматривая Р как случайную величину на 
вероятностном пространстве из т".п, элементов (В1,..., Ви; К). Но 
мы могли бы встать на другую точку зрения. Каждый набор хеш- 
кодов (Вл,...,Ии) определяет случайную величину Р!|(П1,..., Ни), 
представляющую число проб в случае успешного поиска в этой 
конкретной хеш-таблице, содержащей п заданных ключей. Сред- 
нее значение Р|(№\,...,Ни), 


А(№л,... Ка) = У р-Рг(РИ(,..., И») =), (8.99) 
р=1] 


как можно считать, представляет время выполнения успешного 
поиска. Величина А(Т1,...,И„) является случайной величиной, 
которая зависит только от (В1,...,Ил), но не от последней ком- 
поненты К; мы можем записать ее в форме 


м 
А(В1,..., Ил) — У зкР(ш,..., Ва; К), 
К=1 


гдеР(\у,..., Ил; К) определенав (8.88), поскольку Р|(Ил,..., И)=р 


Всем известно, 
что УР (вице- 
президент) не 
НОЛЬ ТОЛЬКО В ГОД 
выборов. 
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с вероятностью 
к 1 РЕ(Р(№,... На; К) =Р) 
Ут ттт [Р(Ил,...,Ва;К) =Ф] 


У. к Р(®л, ... ‚ Ат; К) =] . 
К=1 


Ожидаемое значение А(Т№л,...,И„), полученное суммировани- 
ем по всем т” возможным наборам (Нл,...,Ни) с последующим 
делением на т”, будет совпадать с ранее найденным в (8.95) ма- 
тематическим ожиданием. Однако дисперсия А(ПМ1,...,Па) бу- 
дет отличаться; это — дисперсия т" средних, а не т" -п отдель- 
ных значений числа проб. Например, для т = 1 (так что у нас 
имеется только один список) ‚среднее“ значение А(®1,..., И.) = 
А(1,...,1) есть на самом деле константа, и поэтому ее дисперсия 
\УА равна нулю; однако число проб в успешном поиске не посто- 
янно, и его дисперсия УР не нулевая. 

Для иллюстрации этой разницы между дисперсиями выпол- 
ним вычисления для произвольных т и п в простейшем слу- 
чае, $‹ = 1/п для 1 < К < п. Иными словами, мы предпо- 
ложим временно, что ключи поиска распределены равномерно. 
Любая данная последовательность хеш-кодов (Н1,...,Ии) опре- 
деляет т списков, содержащих, соответственно, (м1, п2,...,Пщ) 
элементов для некоторых чисел п;, причем 


м Е п2 +... +1 = 1. 


Успешный поиск, в котором любой из п ключей в таблице равно- 
вероятен, потребует в среднем 


(+... + пл) + (1+... +12) ++ (+..:+ п) 


А(®у,..., Аа) = - 
— (пл + 1) + 12(п2+П+.. + п (+1) 
О ОО 
м2 +... +12 +п 
м о 
проб. Наша цель — вычислить дисперсию величины А(И1,..., Ин) 


на вероятностном пространстве, состоящем из всех т” последо- 
вательностей (Т№1,..., Кн). 

Как оказывается, проще вычислить дисперсию несколько иной 
величины 


— п п? ... Пт 
В, 4.) = (9) (1) + + ("7"). 
Имеем 
А(Вл,..., №) = 1+ В(4,...,Ии)/п, 
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следовательно, математическое ожидание и дисперсия А удовле- 
творяют соотношениям 


ЕВ. УВ 
ЕА =1+ — УА = >. (8.100) 
п 
Вероятность та того, что размеры списков составят пл, по, ..., Пм, 


равняется мультиномиальному коэффициенту 


( м ) т! 
— › 
Пл, П2,..., Им пт! п2!...Пм! 


деленному на т"; следовательно, ПФСВ для В(В1,..., Ви} есть 


п п п ... т —_ 
В, (2) — У. имо, 5 и) +( 2) + +( 2 ) т, п. 


ЦТ, п2,....Ит 20 
му 2-+. пп =И 


Для неискушенного глаза эта сумма выглядит жутковато, одна- 
ко наш опыт, приобретенный в гл. 7, позволяет распознать в ней 
т-кратную свертку. И действительно, если определить экспонен- 
циальную суперпроизводящую функцию 


А пу 
=> В, (2 , 
и>20 п 


то мы можем легко убедиться, что С(м’,2) есть просто т-я сте- 


пень: 
т 
9 (ча) 
К>0 


Для проверки подставим 2 = 1; мы получим С (м, 1) = (е^)", так 
что коэффициентом при т"ил/п/! будет В„ (1) =1. 

Если бы мы нашли значения В/ (1) и В/ (1), то смогли бы вы- 
числить \аг(Ви ). Возьмем поэтому частную производную С (м), 2) 





по 2: 
Уве им 
и>20 
у (К. 
= м у = — У. 2 7, 1! 
к>0 К>0 
09° 
926,2) = >_ Ви (2 
1>0 


= 


ку т—2 К иж\- 
рее (=) 
к>0 к>0 к 
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Ничего не скажешь, сложные выражения; они, однако, значитель- 
но упростятся, если положить 2 = 1. Так, например, 


ув 


ук 
__ (т—1Т)м 
— те > 5- 2)! 








п>20 к>2 
К-+2 
— те("-м У. м 
2К! 
к>0 
тм, ет 1) м Бу (пил) "+2 у п(п — Т)уитил 
— тт — 2. п 
п>0 п>20 


откуда следует, что 


В, (1) = (") —. (8.101) 


Выражение для ЕЛ в (8.100) дает теперь ЕА =1+ (п- 1)/2т, в 
полном согласии с (8.97). 
Формула для В. (1) включает похожую сумму 


Е 


к>0 ко 
х Са к+3 
а Ни (ии) е”; 
Кк>3 кК>0 


поэтому находим 





м В 
У вии у и = т(т— 1)“ "2 (17 е^ ). 
т>0 
+ те"”("“-1) (тии +3) е” 
т (ими + и); 


во- () (09-5. сы 


Теперь можно собрать все вместе и вычислить искомую диспе- 
рсию \УА. Очень много членов сокращается и результат оказыва- 
ется удивительно простым: 


= ме 


ул = УВ — ВЕО+ВЫИ ВИ 
п п 
_ пп- 1 [м+Пм-2) м пм-П 
И ри) 
т (8.103) 
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Встретив такое ‚совпадение, мы можем заподозрить наличие 
какой-то математической причины; должен существовать другой 
способ решения задачи, объясняющий, почему ответ так прост. 
И действительно, такой способ имеется (в упр. 61), и он показы- 
вает, что в общем случае дисперсия среднего успешного поиска 
имеет вид 


УА = У з(к-П, (8.104) 
к=1 


где $к — вероятность поиска элемента, вставленного К-м по сче- 
ту. Уравнение (8.103) является частным случаем $к = 1/п для 
1<К< п. 
Помимо дисперсии среднего мы можем также рассмотреть 
среднее дисперсии. Иными словами, каждая последовательность 
(:,..., И»), задающая хеш-таблицу, определяет также распреде- 
ление вероятностей для успешного поиска, и дисперсия этого рас- 
пределения показывает, как сильно будет разбросано число проб 
в различных успешных поисках. В качестве примера вернемся где же я видел 
вновь к ситуации, когда мы помещали п = 16 объектов в т = 10 эту последователь- 


списков: НОСТЬ? 
(№л,...,И16) =3141592653589793 Где же я видел это 
замечание? 


(Р1,...,Р16) =1112111122312133 


Это я знаю и 


Успешный поиск в результирующей таблице имеет ПФСВ помню 
прекрасно, 
16 ПИ многие знаки 
С(3,1,4,1,...,3} = у. $к2Р (31,41...) мне лишни, 
К—1 напрасны. 


= $12 4 $22 4 $324 542. 4+...4+ $162. 


Только что мы занимались средним числом проб для успеш- 
ного поиска в этой таблице, а именно, А(3,1,4,1,...,3) = 
Меап(С (3,1,4,1,..., 3)) . Но можно также рассмотреть дисперсию, 


$1: 12 4 52.12 + 53.12 454-224... + $16.32 
— (51-1 52-1 + 53-14 54-2+.--+916:3)2. 


Эта дисперсия является случайной величиной, зависящей от 
(:,... Иа), так что вполне естественно поинтересоваться ее сред- 
ним значением. 

Таким образом, имеются три разумных вида дисперсии, 
которые могут быть полезны при изучении поведения успешного 
поиска. Это общая дисперсия числа проб, вычисляемая по 
всем (И1,...,И.) и К; дисперсия среднего числа проб, где 
среднее берется по всем К, а затем вычисляется дисперсия по 
всем (И1,..., Ик), И среднее дисперсии числа проб, где дисперсия 
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берется по всем К, а затем среднее — по всем наборам (Н\1,...,Им). 
В символической записи общая дисперсия выражается как 


УР = .2 Ур (Нл... Вы; К) 


1< ....Иа < К=| 


-| У. Укр бывал) 


1<Ву,....И, зщ К=1 


дисперсия среднего — это 


п 2 
мА= У ик (> Рбь,вьто) 


ТН, ‚...) Ил <т 


п 2 
- ( У. В) , 
К=] 


ТН... Ил Зщм 


и среднее дисперсии — это 


АУ = У. = нерв 


1<Ву,... Ал < т 
п 2 
— (> $кР( 1, ... ‚ Ил; ю) 
К=1 


Оказывается, что эти три величины связаны между собой про- 
стым соотношением: 


УР = УА-+АУ. (8.105) 


В самом деле, условные распределения вероятностей всегда удо- 
влетворяют тождеству 


УХ = У(Е(ХУ)) + Е(У(ХУ)). (8.106) 


Здесь Х и У — случайные величины на произвольном вероятност- 
ном пространстве, причем Х принимает вещественные значения. 
(Это тождество доказывается в упр. 22.) Уравнение (8.105) — это 
частный случай, в котором Х — число проб в успешном поиске, а 
У — последовательность хеш-кодов (Нл,..., Ищ). 

Общее уравнение (8.106) требует внимательного рассмотре- 
ния, поскольку в нем скрыты несколько различных случайных 
величин и вероятностных пространств, в которых надлежит вы- 
числять математические ожидания и дисперсии. Случайная ве- 
личина Х|у для каждого \ из диапазона изменения У была опре- 
делена в (8.91), и эта случайная величина имеет ожидаемое зна- 
чение Е(Х| 1), зависящее от у. Далее, Е(Х|У) обозначает случай- 
ную величину, принимающую значения Е(Х|1)), когда у принима- 

(Сейчас самое ет все возможные для У значения, а У (Е(Х|У)) есть дисперсия 
время выпол- этой случайной величины по отношению к распределению веро- 
нить разминочне  ятностей У. Аналогично, Е (У(Х|У)) есть среднее значение слу- 
упражнение 6.) чайной величины \ (Х| у) при изменении 1). В левой части (8.106) 
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стоит УХ, безусловная дисперсия Х. Поскольку дисперсии нео- 
трицательны, мы всегда будем иметь 


УХ > У(Е(ХУ)) и УХ>Е(УСХМ)). (8.107) 


Вновь случай 1: пересмотр безуспешного поиска 
В завершение нашего микроскопического изучения хеширова- 
ния проведем еще одно вычисление, типичное для анализа алго- 
ритмов. На этот раз мы займемся более подробно общим вре- 
менем работы в случае безуспешного поиска, в предположении, 
что компьютер вставляет в таблицу дотоле неизвестный ключ. 
В процессе вставки (8.83) возможны два случая, в зависимости 
от того, отрицательно ли } или равно нулю. При этом } < 0 тогла 
и только тогда, когда Р = 0, поскольку отрицательное значение Р по-прежнему 
может появиться только из элемента Е1В5Т для пустого списка. обозначает число 
Таким образом, если список был пуст, то Р =0, и мы должны проб. 
выполнить установку ЕТВЗТ [Аи 1] := п + 1. (Новая запись будет 
помещена в позицию п +1.) В противном случае Р > 0 и значение 
п-+1 следует установить в элемент МЕХТ. Выполнение алгоритма в 
этих двух случаях может занять различное время; поэтому общее 
время работы для безуспешного поиска можно записать в виде 


Т = х+ВР- 5[Р=0], (8.108) 


где х, Ви 5 — некоторые константы, зависящие от компьютера и 
от того, каким образом алгоритм хеширования закодирован в ко- 
мандах внутреннего языка компьютера. Было бы неплохо найти 
математическое ожидание и дисперсию случайной величины Т, 
поскольку эти показатели более важны для практики, чем мате- 
матическое ожидание и дисперсия величины Р. 

До сих пор мы использовали вероятностные производящие 
функции только для случайных величин, принимающих целые 
неотрицательные значения. Оказывается, однако, что с выраже- 


нием 
= У ром 
«ЕО 


для произвольной вещественнозначной случайной величины Х 
можно работать ничуть не хуже, поскольку все существенные ха- 
рактеристики Х зависят только от поведения Сх вблизи 2 = Т; а 
в этой области все степени 2 корректно определены. Например, 
время работы безуспешного поиска (8.108) является случайной 
величиной, определенной на вероятностном пространстве из рав- 
новероятных последовательностей хеш-кодов (И1,..., Пи, Ил) С 
ТН; < м; мы можем считать, что ряд 


Ста) = ар >. > 


В =1 Ва = 
м 
Хх › 7%+ВР (1, Виз) НР (Ту ,. „Азат )=0] 


А+! =1 
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является ПФСВ даже в тех случаях, когда х, Ви 6 — не целые. 
(Фактически, параметры сх, В, 6 — физические величины, име- 
ющие размерность времени; это лаже не совсем числа! Тем не 
менее, их можно использовать в показателе степени при 2.) Мы 
можем по-прежнему вычислять математическое ожидание и дис- 
персию случайной величины Г, найдя Ст(1) и Ст(1) и скомбини- 
ровав эти значения обычным образом. 
Производящей функцией для Р (а не Т) будет 


т. — ] 
Р(=) = (— мо) =) РИР= =р)2 
р>20 
Следовательно, имеем 


Ст(2) = }_ РЕР=р)2*+8Р+Р-0 
р20 


(2 —1)РЕР=0)-+ У РИР=р)2* 


р20 


неона) 


Подсчет Меап(Ст) и Уаг(Ст) оказывается теперь рутинной опе- 
рацией: 


Меап(Ст) = Ст(1) = х+ = +5(—— — ми) (8.109) 


СИИ) = ах 1) +208 + В ПАеАИТИ 


Е 
Уаг(Ст) = 6т(1) + 6т(1) — 611)? 
— от - 1) т — 1] 
= В т -288(—— т ) = 


у - т. вы 


В гл. 9 мы научимся оценивать подобные величины при боль- 
ших ти п. Если, например, т = пит -} со, то с помощью 
методов гл.9 можно показать, что математическое ожидание и 
дисперсия Т равны, соответственно, х + В Ъ+бе' +О п") и 
В? — 2Вбе-1 + 52(е 1 — е-2) + О(п '). Если т = п/шп + 0(1) 
ип —} со, то соответствующие величины составят 


Меап(Ст) = Вип х-+ О ((105 п/п) 
Уаг(Ст) = В`шп+0((1ю5п)‘/п). 
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Упражнения 


Разминочные упражнения 


1 


Какова вероятность дублетов при распределении вероятно- 
стей Рго! из (8.3), когда один кубик правильный, а у друго- 
го центр масс смещен? Какова вероятность выбросить сумму 
$ = 7? 

Какова вероятность того, что в случайно перетасованной ко- 
лоде карт и верхняя и нижняя карты окажутся тузами? (Все 
52! перестановок имеют вероятность 1/52!.) 


Студентов, изучавших конкретную математику в Станфорде в 
1979 г., попросили подбрасывать монету до тех пор, пока два- 
жды подряд не выпадет решка, и записать потребовавшееся 
число бросаний. В результате получилось: 


3,2, 3,5, 10,2, 6,6, 9,2. 


Студентов, изучавших конкретную математику в Принстоне 
в 1987 г., попросили сделать то же, и они получили такие ре- 
зультаты: 


10, 2, 10, 7, 5, 2, 10, 6, 10,2. 
Оцените математическое ожидание и дисперсию, основываясь 
(а) на Станфордских данных; (Ъ) на данных из Принстона. 
Пусть Н(2) = Е(2)/С(2), где ЕТ) = С(Т) = Т. Докажите, что, 
по аналогии с (8.38) и (8.39), 

Меап(Н) = Меап(Р) — Меап(С}, 

\Уаг(Н) = Уаг(Ё) — Уаг(С), 

если указанные производные существуют при 2 = 1. 


Пусть Алиса и Вилл играют в игру (8.78), используя кривую 
монету, которая выпадает решкой вверх с вероятностью р. Су- 
ществует ли значение р, для которого игра станет справедли- 
вой? 

К чему сведется закон дисперсии для условных распределений 
(8.106), если случайные величины Х и \У будут независимы. 


Обязательные упражнения 


7 


Покажите, что если у обоих кубиков смещен центр масс, при- 
чем распределение вероятностей у них одинаковое, то вероят- 
ность дубля всегда будет не меньше 5. 


Пусть А и В — события, такие, что АСВ = О. Докажите, что 
Рг(«ЕАПВ) = Рг(*ЕА) Рг(фЕВ) — Рт(щ в А)Рт(фв В). 


Локажите или опровергните: если Х и У-— независимые слу- 
чайные величины, то таковыми являются также Е(Х) и С(\У)}, 
где Ри С — любые функции. 


Почему только 
десять чисел? 


Остальные студен- 
ты или не были 
эмпириками, или 
просто забросили 
все куда подальше. 
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10 Сколько элементов, самое большее, могут являться медиа- 


Под „элементами“ нами случайной величины Х в соответствии с определением 
здесь следует по- (8.7)? 

нимать значения, 

которые может 11 Постройте случайную величину, имеющую конечное матема- 
принимать слу- тическое ожидание и бесконечную дисперсию. 

чайная величина. 


12 а Пусть Р(2) — ПФСВ случайной величины Х. Докажите, что 


РЕ(Х <т) <х "Р(х) для 0<х< 1; 
Рг(Х > т) <х "Р(х) длях >]. 


— Перев. 


(Эти важные соотношения называются оценками хвоста.) 

Ъ В частном случае Р(2) = (1 +2)" /2" используйте первую 

оценку хвоста для доказательства того, что )_ „онл (*) < 
Ист (1 — И для << 5. 

13 Докажите, что если Х1,..., Хэ — независимые случайные ве- 


личины с одинаковым распределением, а х — произвольное ве- 
щественное число, то 


ль | 
РР |——-а 
п 


< 


— 


ЖЖ 1 
п 


2 
14 Пусть Е]2) и С(2) — производящие функции случайных вели- 
чин и пусть 


Н(2) =рЕ2) +96(2), 


где р + 9 = 1. (Такая функция называется смесъю Е и С; со- 
ответствующая ей случайная величина получается, если под- 
бросить монету и затем выбрать распределение Г или С в за- 
висимости от того, какой стороной вверх упадет монета.) Вы- 
разите математическое ожидание и дисперсию Н через р, ди 
математическое ожидание и дисперсию Ри С. 


15 Если ЁЕ{2) и С(2) — производящие функции случайных вели- 
чин, то можно определить новую Пхсв Н(2) при помощи их 
„композиции“: 


Н(2) = Е (6(2)). 


Выразите Меап(Н) и Уаг(Н) через Меап(Р), Уаг(ЕР), Меап(С) и 
\Уаг(С). (Уравнение (8.93) будет тогла частным случаем.) 


16 Найдите замкнутую форму для суперпроизводящей функции 
> п>о Е (2)м", где Е„(2)— футбольная производящая функ- 
ция, определенная в (8.53). 


17 Пусть Хир и Упр имеют, соответственно, биномиальное и 
отрицательное биномиальное распределения с параметрами 
(п,р). (Эти распределения определены в (8.57) и (8.60).) До- 
кажите, что Рт(У, „< т) = Рг(Хи-ир 2 п). Какое тождество 
для биномиальных коэффициентов отсюда вытекает? 
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18 Говорят, что случайная величина Х имеет распределение 
Пуассона с параметром и, если Рг(Х =К) =е№ иК/К! для всех 
К>20. 

а Какова производящая функция такой случайной величи- 
ны? 

Ь Чему равны ее математическое ожидание, дисперсия и 
остальные кумулянты? 


19 Продолжая предыдущее упражнение, допустим, что случай- 
ная величина Х! имеет распределение Пуассона с параметром 
1, а случайная величина Х) независима от Х\1 и имеет рас- 
пределение Пуассона с параметром по. 

а Какова вероятность того, что Х1 + Х; =п? 
Ъ Чему равны среднее, дисперсия и другие кумулянты слу- 
чайной величины 2Х! + 3Х27 


20 Докажите (8.74) и (8.75) — общие формулы для математиче- 
ского ожидания и дисперсии времени до появления заданной 
последовательности решек и орлов. 


21 Что выражает значение М, если в (8.77) положить оба символа 
Ри0 равными 57 


22 Докажите (8.106) — закон условного математического ожида- 
ния и дисперсии. 


Домашние задания 


23 Пусть Ргоо — распределение вероятностей двух правильных 
кубиков, а Рг!1 — распределение вероятностей двух неуравно- 
вешенных кубиков, определенное в (8.2). Найдите все такие 
события А, что Ргоо(А) = Рг11(А). Какие из этих событий за- 
висят только от случайной величины $57 (Вероятностное про- 
странство с О = 02 включает 236 событий; лишь 2'' из них 
зависят только от 5.) 


24 Игрок ] бросает 2п +1 правильных кубиков и убирает куби- 


ки, на которых выпало |:]. Затем игрок К называет число от 

1] до 6, бросает оставшиеся кубики и убирает те, на которых 

выпало названное число очков. Этот процесс повторяется до 

тех пор, пока в игре не останется ни одного кубика. Выигры- 
вает игрок, убравший в совокупности большее число кубиков 

(т.е. п-+ 1 или больше). 

а Чему равно математическое ожидание и дисперсия обще- 
го числа кубиков, убранных игроком ]? Указание: кубики 
независимы. 

Ь С какой вероятностью выигрывает ] в случае п = 27 


25 Рассмотрим следующую азартную игру. Вы ставите опреде- 
ленную сумму А и бросаете правильный кубик. Если выпало 
К очков, то ваша ставка умножается на 2(К — 1)/5. (В частно- 


сти, ставка удваивается, если выпадет Ё), но вы проигрываете 


Шредингеровский 
червяк. 
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все, если выпадет | + |.) В любой момент вы можете остановить- 
ся и потребовать текущую сумму ставки. Чему равно среднее 
значение и дисперсия суммы ставки после п бросаний? (Пре- 
небрегите эффектами округления суммы до целого числа.) 


26 Найдите математическое ожидание и дисперсию числа циклов 
длины | в случайной перестановке п элементов. (Задача о 
победе футбольной команды, ответ на которую дан в (8.23), 
(8.24) и (8.53), есть частный случай 1 = 1.) 


27 Пусть Х1, Х.2,..., Хл — независимые значения случайной вели- 
чины Х. Уравнения (8.19) и (8.20) говорят, как оценить мате- 
матическое ожидание и дисперсию Х по результатам этих на- 
блюдений. Дайте аналогичную формулу для оценки третьего 
кумулянта кз. (Ваша формула должна давать ‚несмещенную“ 
оценку в том смысле, что ожидаемое значение оценки должно 
равняться кз.) 


28 Какова средняя продолжительность игры в монету (8.78), 
а при условии, что выигрывает Алиса? 
ЪЬ при условии, что выигрывает Билл? 


29 Алиса, Билл и Компьютер бросают правильную монету до тех 
пор, пока не появится одна из следующих последовательно- 
стей: А = РРОР, В = РОРР, С = ОРРР. (Если в игре участвуют 
только две из этих последовательностей, то, как мы знаем из 
(8.82), А, вероятно, выиграет у В, В, вероятно, выиграету Си 
С, вероятно, выиграет у А; но в данной игре участвуют сразу 
все три последовательности.) Каковы шансы каждого игрока 
на выигрыш? 


30 Мы рассматривали три вида дисперсии, связанные с успеш- 
ным поиском в хеш-таблице. В действительности есть еще два 
вида: мы можем рассмотреть среднее (по К) дисперсий (по Ил, 

., Ил) Числа проб Р(Ву,..., Ни; К), а также дисперсию (по К) 
средних (по 1, ..., На). Вычислите эти величины. 


31 В вершине А пятиугольника АВСПОЕ находится яблоко, а 
на расстоянии двух ребер, в вершине С, находится червяк. 
Каждый день червяк переползает в одну из двух соседних 
вершин с равной вероятностью. Так, через один день червяк 
окажется в вершине В с вероятностью у и в вершине О с ве- 


роятностью 7. По прошествии двух дней червяк может вновь 

оказаться в С, поскольку он не запоминает предыдущих поло- 

жений. Достигнув вершины А, червяк останавливается пообе- 

дать. 

а Чему равны математическое ожидание и дисперсия числа 
дней, прошедших до обеда? 

Ъ Какую оценку дает неравенство Чебышёва для вероятности 
р того, что это число дней будет 100 или больше? 

С Что позволяет сказать о величинер оценка хвоста (упр. 12)? 
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32 Алиса и Билл находятся в войсковых частях, дислоцирован- 
ных в одном из пяти штатов: Канзас, Небраска, Миссури, Ок- 
лахома и Колорадо. Первоначально Алиса находится в Не- 
браске, а Билл —в Оклахоме. Каждый месяц каждого из них 
переводят в соседний штат, причем любой из соседних штатов 
выбирается с равной вероятностью. (Ниже нарисована диа- 
грамма соседства: 


Небраска 







Колорадо Миссури 


С 
“Оклахома 


Начальные штаты обведены кружком.) Например, Алиса че-  Нештатная штат- 
рез один месяц будет переведена с вероятностью 1/3 в любой ная ситуация. 
из штатов Колорадо, Канзас или Миссури. Найдите математи- 

ческое ожидание и дисперсию числа месяцев, которое потребу- 

ется Алисе и Биллу, чтобы встретить друг друга. (Возможно, 

вы захотите прибегнуть к помощи компьютера.) 


33 Независимы ли случайные величины Х\ иХ) из (8.89)? 


34 Ажина играет в гольф и на каждом ударе с вероятностью 

р = .05 имеет ‚„супер-шот“ и выигрывает один удар, с вероят- 

ностью 4 = .9] имеет обычный ‚лпот“ и с вероятностью т = .04 

имеем „саб-шот“ который стоит ей одного удара в сравнении 

с расчетным числом ударов. (Для не играющих в гольф: На 

каждом круге она делает 2, | или 0 шагов к цели с вероят- 

ностями, соответственно, р, д ит. В игре с т-ударной лункой 

ее результат есть минимальное п, такое, что она продвигается 

на т или больше шагов за п кругов. Маленький результат 

лучше большого.) (Для проведения 

а Покажите, что Джина выигрывает игру с четырехударной расчетов в этой 
лункой чаще, чем проигрывает, когда она встречается с задаче используйте 
игроком, делающим всегла обычные удары. (Иными сло- калькулятор.) 
вами вероятность получения результата меньше четырех 
должна быть больше, чем вероятность результата больше 
четырех.) 

ЪЬ Покажите, что ее средний результат в игре с четырехудар- 
ной лункой больше четырех. (Таким образом, она в сред- 
нем проигрывает „стабильному“ игроку по общей сумме оч- 
ков, хотя она в среднем выигрывает в матче с зачетом по 
лункам.) 


Контрольные работы 


35 Центр масс кубика смещен в соответствии с распределением 
вероятностей 


Рт([.]) =р!;  Рг([]) =Р2; ...; РЕ) = Тб. 
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Пусть $, означает сумму очков после п-кратного бросания 
этого кубика. Найдите необходимые и достаточные условия 
на распределение вероятностей, чтобы две случайные величи- 
ны $, шо 2 и $, шо 3 были независимы друг от друга при 
всех п. 


36 На шести гранях некоторого кубика вместо обычных [+ |,...,}] 
высечены следующие метки: 


ден Я 


а Покажите, что можно так расставить очки на шести гра- 
нях второго кубика, чтобы сумма очков при бросании этих 
двух кубиков имела бы то же самое распределение вероят- 
ностей, что и при бросании пары обычных кубиков. (Счи- 
тайте, что все 36 комбинаций граней равновероятны.) 

Ь Обобщая предыдущий пункт, найдите все способы расста- 
новки очков на бп гранях п кубиков, такие, что распреде- 
ление суммы очков будет совпадать с распределением сум- 
мы очков у п обычных кубиков. (На каждой грани должно 
быть целое положительное число очков.) 


37 Пусть р. обозначает вероятность того, что правильную моне- 
ту придется бросить ровно п раз, прежде чем два раза подряд 
встретится решка, и пусть 4, = )_ „>. рк. Найдите замкнутое 
выражение для ри и ап через числа Фибоначчи. 


38 Чему равна производящая функция случайной величины для 
числа бросаний правильного кубика, требуемых для выпада- 
ния всех шести граней? Рассмотрите общий случай правиль- 
ного ‚кубика“ с т гранями и дайте замкнутое выражение для 
числа бросаний, требуемых для появления | из т граней. Че- 
му равна вероятность, что потребуется ровно п бросаний? 


39 Производяшая функция Дирихле случайной величины 
имеет вид 


Ре = те. 


п>] 


Таким образом, Р(0) = 1. Пусть Х-— случайная величина с 
Рт(Х=п) = ра. Выразите Е(Х), У(Х) и Е(шХ) через Р(2) и 
ее производные. 


40 Для биномиального распределения (8.57) т-й кумулянт ки 

имеет вид пи (р), где Ти — многочлен степени т. (Например, 

11 (р) =рирР(р)} =р-—р?, поскольку математическое ожидание 

и дисперсия равны пр и прц.) 

а Найдите замкнутое выражение для коэффициента при р* 
в Р«(Р). 

Ь Докажите, что 1„(5) = (2" — Ви/т + [т = 1, где Ви — 
т-е число Бернулли. 
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41 


42 


43 


Пусть случайная величина Х„ равняется числу бросаний пра- 
вильной монеты до появления в совокупности п решек. По- 
кажите, что Е(Х 1) = (-1)" (12 + На /2| — На). Используя 
методы гл.9, оцените это значение с абсолютной погрешно- 


стью О(п_ 3). 


Один человек испытывает трудности с устройством на работу. 
Если он является безработным утром любого дня, то с некото- 
рой постоянной вероятностью рн (не зависящей от прошедших 
событий) он нанимается на работу в течение дня; но если он 
имеет работу в начале дня, то с постоянной вероятностью р; 
его уволят к вечеру. Найдите среднее число вечеров, когда 
его ожидает работа на слелующий день в предположении, что 
первоначально он принят на работу и что этот процесс про- 
должается п дней. (Если, например, п = 1, то ответ равен 
1—р..) 

Найдите замкнутое выражение для пФсв С„(2) = > ко Рки2^, 
где рк„ есть вероятность того, что случайная перестановка п. 
объектов имеет ровно К циклов. Чему равны математическое 
ожидание и стандартное отклонение числа циклов? 


44 Атлетический клуб проводит среди своих членов турнир по 


теннису с выбыванием. В турнире участвуют 2" игроков. В 
первом круге игроки случайным образом разбиваются на па- 
ры, так что любое разбиение равновероятно, и играется 2"-' 
матчей. Победители переходят на следующий круг, где с по- 
мощью такого же процесса выявляется 2"? победителей. И 
так далее; в К-м круге играется 2"`К случайно выбираемых 
матчей между 2"! до сих пор не побежденными участни- 
ками. В п-м круге определяется чемпион. Хотя устроителям 
турнира об этом неизвестно, все игроки в действительности 
упорядочены по силе игры, так что х1 играет лучше всех, х›2 — 
лучше всех, кроме Х1, ..., Х›" играет хуже всех. Когда игрок 
х; играет схки) < К, то с вероятностью р побеждает х; и с ве- 
роятностью 1 —р побеждает хк, причем результат их игры не 
зависит от исходов других встреч. Мы считаем, что для всех 

} и К имеется одна и та же вероятность р. 

а С какой вероятностью игрок х1 выиграет турнир? 

Ъ С какой вероятностью в п-м круге (финальной встрече) 
будут участвовать два лучших игрока, х1 их?2? 

с С какой вероятностью в К-м от конца круге (2—(—')- 
финале) будут соревноваться 2" лучших игроков? (Преды- 
дущие вопросы — это частные случаи К =иК = 1.) 

Я Пусть М(п) обозначает число существенно различных ре- 
зультатов турнира; два турнира считаются по-существу со- 
впадающими, если в них все матчи играются между теми 
же игроками и победители одни и те же. Докажите, что 
Мп) = 2"!. 

е С какой вероятностью х) выиграет турнир? 

Г Докажите, что если > <р < 1, то вероятность выигрыша 


Странные попа- 
лись игроки. 
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турнира игроком х; строго больше, чем игроком х;.1 при 
1<)<2^. 


45 Настоящее шерри производят в Испании в строгом соответ- 
ствии с многостадийной системой, называемое „Солера’. Для 
простоты мы будем считать, что у винодела имеется всего три 


„Простые арифме- бочки, А, ВиС. Каждый год третья часть вина из бочки С раз- 
тические прикидки ливается в бутылки и замещается вином из В; затем бочку В 
показывают, что дополняют, переливая в нее третью часть вина из А; наконец, 
шерри всегда бочку А доливают доверху новым вином. Пусть А{(2), В(2) и 


имеет возраст, 
по крайней мере, 
три года. Если 


С(2) — ПФсв, в которых коэффициентом при 2" служит доля 
вина выдержки п лет в соответствующей бочке сразу же после 


же продолжить переливаний. 
расчеты, то мо- а Пусть описанные операции выполняются с незапамятных 
жет закружиться времен, так что мы достигли установившегося состояния, 


“ 
голова. Обозрение в котором А(2), В(2) и С(2) одни и те же в начале каждого 


французских вин года. Найдите замкнутое выражение для этих производя- 
(Ноябрь 1984) щих функций. 

ЪЬ При тех же условиях найдите математическое ожидание и 
стандартное отклонение возраста вина в каждой бочке. Ка- 
ков средний возраст вина, разливаемого в бутылки? Какая 
доля вина имеет возраст ровно 25 лет? 

с Теперь примите во внимание конечность времени. Пусть во 
все три бочки в начале нулевого года залили новое вино. 
Каким будет средний возраст вина, разливаемого в начале 
года п? 


46 Стефан Банах имел обыкновение носить с собой две коробки 
спичек; в каждой из коробок первоначально находилось по 
п спичек. Когда ему был нужен огонь, он выбирал одну из 
коробок случайным образом, с вероятностью у, независимо от 
предыдущего выбора. Взяв спичку, он клал коробку обратно в 
карман (даже если в ней не оставалось ни одной спички — так 
поступают все великие математики). Если выбранная коробка 
оказывалась пустой, ВБанах выбрасывал ее и доставал другую. 
а Олнажды он обнаружил, что и вторая коробка пуста. Ка- 
кова вероятность такого события? (При п = 1 это происхо- 
дит в половине случаев, а при п = 2 — с вероятностью 3/8.) 
Для ответа на этот вопрос найдите замкнутое выражение 
для производящей функции Р(м/, 2) = > шп Рии\/“2", где 
Ри. есть вероятность, начав с т спичек в одной коробке 
и п —в другой, получить обе пустые коробки, когда впер- 
вые выбирается пустая коробка. Затем найдите замкнутое 
выражение для рип. 
ЪЬ Обобщая ваш ответ в п. (а), найдите замкнутое выражение 
для вероятности того, что в момент выбрасывания первой 
А также для числа пустой коробки в другой будет ровно К спичек. 
спичек в пустой с Найдите замкнутое выражение для среднего числа спичек 
коробке. в этой другой коробке. 
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47 Несколько физиологов в сотрудничестве с несколькими физи- 
ками открыли недавно две разновидности микробов, для ко- 
торых характерен очень странный способ размножения. Муж- 
ской микроб, называемый дифагом, имеет на своей поверхно- 
сти два рецептора; женский микроб, трифаг, имеет три реце- 
птора: 


дифаг: с? трифаг: г рецептор: Г] 


Когда культуру лифагов и трифагов облучают пси-частицами, 
то каждая частица поглощается ровно в одном рецепторе од- 
ного из фагов; при этом все рецепторы равновероятны. Если 
частица попадает в рецептор дифага, то этот дифаг превраща- 
ется в трифаг; если же частица попадает в рецептор трифага, 
то трифаг делится на два дифага. Так, если в начале экспе- 
римента имеется один лифаг, то первая пси-частица вызовет 
его превращение в трифаг, вторая частица разделит трифаг 
на два дифага и третья частица превратит одного из дифа- 
гов в трифаг. Четвертая частица попадет либо в длифаг, либо 
в трифаг; в результате получается либо два трифага (с веро- 
ятностью &), либо три дифага (с вероятностью 2). Найдите 
замкнутое выражение для среднего числа дифагов, если мы 
начали с одного дифага и облучили культуру п раз одиноч- 
ными пси-частицами. 


48 Пять человек стоят в вершинах пятиугольника и бросают друг 


другу диски Фрисби (разновидность летающей тарелки). Или, возможно, 
они перебрасыва- 
ются ракетами, 
если этот пяти- 
угольник на самом 
деле Пентагон. 


\ / 


У них имеется два диска, первоначально расположенные в со- 

седних вершинах, как показано на рисунке. В очередной отре- 

зок времени каждый диск бросают либо влево, либо вправо с 

одинаковой вероятностью. Этот процесс продолжается до тех 

пор, пока в одного человека не бросят сразу два диска одновре- 

менно, и в этом случае игра кончается. (Все броски не зависят 

от предыдущих.) 

а Найлите математическое ожидание и дисперсию числа пар 
бросков. 

Ь Найдите замкнутое выражение через числа Фибоначчи для 
вероятности того, что игра продлится более 100 шагов. 
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49 Люк Снегоход проводит зимний отпуск в своей горной хижи- 
не. На передней веранде хижины стоит т пар ботинок, а на 
задней веранде—п пар. Каждый раз, собираясь на прогул- 
ку, Снегоход бросает (правильную) монету и решает, с ка- 
кой веранды он отправится — с передней или задней. На вы- 
бранной веранде он надевает ботинки и выходит из дому. 
Возвращается он к любой веранде с вероятностью 1/2 неза- 
висимо от того, откуда он вышел, и оставляет ботинки на 
этой веранде. Так, после первой прогулки на передней ве- 
ранде будет т - [-1,0, или--]] пар ботинок, а на задней — 
п. — [-1,0, или -]]. Если все ботинки соберутся на одной ве- 
ранде, а Люк решит выйти на прогулку из другой, то он идет 
без ботинок, обмораживает ноги и на этом его отпуск кон- 
чается. Считая, что он продолжает свои прогулки до такого 
печального конца, обозначим через Рн(т, п.) вероятность за- 
вершения ровно М прогулок без обморожений, если сначала 
на передней веранде было тп пар, а на задней — п. Тогда, если 
оба числа т и п положительные, имеем 


Рм(т, п) = зРы—1(т— 1, п +1) + $Ры-1 (т, п) 
+ ТРм—1(т + Тм — 1), 


поскольку первая прогулка является передне-задней, передне- 

передней, задне-задней или задне-передней с вероятностью 1 

в каждом случае, и еще остается М — 1 прогулок. 

а ДЛополните рекуррентное соотношение для Рин (т, п.), выпи- 
сав формулы для случаев тт = 0 или п = 0. Используя это 
соотношение, найдите уравнение, связывающее ПФсв 


От. (2) = У Рм(т,п)=“. 
№М>0 


Ь Продифференцируйте ваши уравнения и положите в них 
2 = |, получая тем самым соотношения относительно ве- 
личин 9 п(1). Решите полученные уравнения и найдите 
среднее число прогулок до обморожения. 

с Покажите, что для дп „ имеет место следующее замкнутое 
выражение, если выполнить замену 2 = 1/соз? 6: 


] 11 (2 1 1 
т (АН оз. 


со52 9 511(2т. - 2 + 2)0 
50 Рассмотрим функцию 


Н( 2) =1+ (3+1). 


Цель этого упражнения — доказать, что Н(2) = ) \-оНк2“ 
является производящей функцией случайной величины, и вы- 
яснить основные ее свойства. 
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а 


Ъ 


С 


а 


Положим (1 — 2)3/?(9 — 2)1/? =) ‚ск2“. Докажите, что 


со = 3, ст = —14/3, сз = 37/27 исз: 3). (+) (3.4) (8) **° 
при любом 1 > 0. Указание: воспользуйтесь тождеством 


(9 — 2)1/? = 3(1- 2)? (1+ 82/(1 — 2) 1/2 


и разложите последний множитель по степеням 2/(1 — 2). 
Используя п. (а) и упр.5.81, покажите, что все коэффици- 
енты функции Н(2) положительны. 

Докажите слелдующее любопытное тождество: 


7—Н(2) _ [9-2 
не) = \/т=*”. 





Чему равны математическое ожидание и дисперсия Н? 


51 В государственной лотерее в Эльдорадо используется распре- 
деление выигрышей Н, описанное в предыдущей задаче. Ка- 
ждый лотерейный билет стоит один лублон, а выплата по это- 
му билету составляет К лублонов с вероятностью Их. Ваши 
шансы на выигрыш по каждому билету абсолютно не зависят 
от выигрыша по другим билетам; иными словами, выигрыш 
или проигрыш по одному билету не оказывает влияния на ве- 
роятность выигрыша по любому другому билету, который вы, 
возможно, приобрели для участия в том же тираже. 


а 


Допустим, вы начинаете играть в эту игру, имея один ду- 
блон. Если вы выигрываете К дублонов, то во второй раз 
вы покупаете К билетов; затем вы берете весь выигрыш во 
второй игре и целиком вкладываете его в третий тираж 
и т.д. Если ни один из ваших билетов не выигрывает, то 
вы разоряетесь и вынуждены прекратить игру. Докажите, 
что ПФСВ вашей суммы денег после п кругов такой игры 
дается выражением 


] 


4 4 
— \/(7— 2)/(1-2) +жт-—1 т \/(9—2)/(1-—2) +21. 


Пусть д. — вероятность того, что вы впервые проигрывае- 
те все деньги на п-йЙ игре, С(2) = 9120227 +.... Докажите, 
что С(Т) =Т. (Это означает, что, рано или поздно, вы все 
равно проиграете с вероятностью 1, хотя до того вы може- 
те получить от игры немало удовольствия.) Чему равны 
математическое ожидание и дисперсия С? 

Сколько в среднем билетов вы купите, если продолжите 
играть до полного разорения? 

Чему равно среднее число игр до разорения, если в начале 
у вас не один лублон, а два? 


Дублондубль. 


8 УПРАЖНЕНИЯ 475 


Конкурсные задачи 


52 Покажите, что определенные в тексте медиана и мода слу- 
чайных величин соответствуют в некотором разумном смы- 
сле медиане и моде последовательностей, если вероятностное 
пространство конечно. 


53 Локажите или опровергните: если Х, Уи / — случайные ве- 
личины, обладающие тем свойством, что все три пары (Х,\), 
(Х, 2.) и (У, 2) независимы, то Х + \Уи 1 независимы. 


54 Уравнение (8.20) показывает, что среднее значение Ух равня- 
ется УХ. Чему равняется дисперсия УХ? 


55 В обычной колоде игральных карт 52 карты, по четыре кар- 
ты каждого из возможных значений {Т,2,3,4,5,6,7,8, 9, 10, В, 
Д, К}. Обозначим через Х и У значения, соответственно, верхней 
и нижней карты в колоде и рассмотрим следующий алгоритм 
тасования: 

51 Перемешать колоду случайно, так чтобы любая переста- 
новка появлялась с вероятностью 1/52!. 

52 Если Х + \, подбросить несимметричную монету с веро- 
ятностью р выпадания решки и, если выпадет решка, вер- 
нуться к шагу 51. В противном случае остановиться. 

Все бросания монеты и все перемешивания колоды предпола- 

гаются независимыми. При каком значении р после останов- 

ки описанной процедуры значения Х и \ будут независимыми 
случайными величинами? 


56 Обобщите задачу о дисках Фрисби из упр.48 на случай 
т-угольника вместо пятиугольника. Чему равняется в общем 
случае математическое ожидание и дисперсия числа бросаний 
без коллизий, если первоначально диски находятся в соседних 
вершинах? Докажите, что если т нечетно, то ПФСВ для числа 
бросаний можно записать в виде произведения распределений 
для бросания монеты: 


(т—1)/2 к 
__ К 
к=1 
к —1 к -—1 
где рк = 507 ИЕ, Як = соз7 тео . 


Указание: попробуйте выполнить подстановку 2 = 1/соз? 0. 


57 Докажите, что в игре Пенни последовательность 1172... 17 
всегда уступает последовательности т›т1т2...т\_1, если [> 3 
и монета правильная. 


58 Существует ли последовательность А = т112...ту из 
| > 3 решек и орлов, такая, что обе последовательности 
Р\1т2...Тьти 0т11)...Ть-1 дают одинаковые результаты при 
сравнении с А в игре Пенни? 
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59 Существуют ли последовательности А и В из решек и орлов, 
такие, что А длиннее В, однако А более чем в половине слу- 
чаев встречается раньше В, если подбрасывать правильную 
монету? 


60 Пусть Ки п — фиксированные положительные целые и К < п. 
а Найлите замкнутое выражение для ПФСВ 





] р 
__ ... (Кь,... Аи; Ю) ОР (Ит,... „Иду й.) 
С (и, 2) = — › › уу 2, | 


= В =1 
выражающей совместное распределение числа проб, тре- 
буемых для поиска К-го и п-го элементов, вставленных в 
хеш-таблицу с т списками. 


ЪЬ Хотя случайные величины Р(И1,..., Ви; К) иР(Вл,..., Ил; п) 
зависимы, покажите, что они в каком-то смысле независи- 
мы: 


Е(Р(№,..., Ни; ЮР(Вл,... Ил; п)) 
= (ЕР(л,..., На; К)) (ЕР(№,...,Ви;п)). 


61 Используя результат предыдущего упражнения, докажите 
(8.104). 


62 Продолжая упр. 47, найдите дисперсию числа длифагов после 
облучения п частицами. 


Исследовательская проблема 


63 Нормальное распределение —это недискретное распределе- 
ние вероятностей, характеризуемое тем свойством, что все 
его кумулянты равны нулю, за исключением математиче- 
ского ожидания и дисперсии. Имеется ли простой способ, 
позволяющий по заданной последовательности кумулянтов 
(кт, К2, Кз,...) Узнать, не происходит ли эта последователь- 
ность из дискретного распределения? (Все вероятности в дис- 
кретном распределении должны быть „атомарными“) 





Асимптотика 


ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ, если их улается получить, —это замеча- 
тельно: окончательный ответ вызывает чувство глубокого удо- 
влетворения. Но и приближенное значение иногда оказывается в 
цене. Если нас интересует какая-либо сумма или рекуррентная 
последовательность, не представимая (насколько мы можем су- 
дить) в замкнутом виде, то мы бы предпочли все же получить 
какую-нибудь информацию о ее поведении; принцип — все или 
ничего — в данном случае совсем неуместен. Даже если мы рас- 
полагаем ответом в замкнутом виде, наши знания все же могут 
быть неполными, поскольку не всегла ясно, как сравнить наш 
ответ с другими формулами. 
Так, вероятно, не существует замкнутого выражения для сум- 
мы - 
п — К . 
к=0 
Приятно, однако, узнать, что 


3" 
5 > 2 при п —} оо; 
п 
мы говорим, что сумма имеет ‚асимптотику“ 2(°"). Вице приятнее 
получить более детальную информацию, наподобие формулы 


+ (*)6- 4+5) .- 


дающей „относительную ошибку порядка 1/п?“ Но даже этого не- 


достаточно, чтобы сказать, как велико 5 в сравнении с другими 
величинами. Что больше, $, или число Фибоначчи ЁЕ.„’ Ответ: 
имеем $) = 22 > Е = 21 при п = 2; но в конце концов ЁР4и ста- 
новится больше, поскольку Ем ^^ ф"/\Уб и ф* = 6.8541, тогда 
как 


55 =4/-3 (6.75)" ( --+о( )). (9.2) 


т 72 п2 


Наша цель в этой главе — научиться понимать и получать подоб- 
ные результаты без чрезмерных усилий. 
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Слово асимптотмика имеет греческое происхождение и 6у- 
квально означает ‚никогда не соедлиняющиеся. Изучая кониче- Того же проис- 
ские сечения, древнегреческие математики рассматривали, хождения еще 


в частности, гиперболы, такие, как график функции 1) = /1 + х?, НЕСКОЛЬКО слов, На 
пример, ‘симптом 


и ‘птомаин’. 


имеющий прямые у = хит = -х своими ‚асимптотами. При 
х >} со кривая приближается к асимптотам, но никогда не сопри- 
касается с ними. В наши дни слово „асимптотика“ используется 
в более широком смысле для обозначения любой приближенной 
величины, которая становится все более точной по мере прибли- 
жения некоторого параметра к предельному значению. Для нас 
„‚асимптотика“ означает ‚почти соединяющиеся': 

Вывод некоторых асимптотических формул очень сложен и 
не укладывается в рамки этой книги. Мы удовлетворимся вве- 
дением в предмет, полагая, что на этом базисе можно будет по- 
строить более сложные методы. В особенности нас булут интере- 
совать определения символов ‘>’, ‘О’и им подобных; мы также 
изучим основные способы преобразования асимптотических соот- 
ношений. 


9.1 ИЕРАРХИЯ 


Встречающиеся на практике функции от п. имеют различ- 
ную ‚„асимптотическую скорость роста"; некоторые функции стре- 
мятся к бесконечности быстрее других. Мы формализуем это по- 
нятие с помощью определения 
. Им) 

(п) < 9) = (п) =0. (9.3) 
Введенное отношение транзитивно: если 1(п) < д9(п) и 9(п) < 
К (п), то (п) < К(п). Можно также писать 9(п) > Т1(п), если Все функции, 
(п) < 9(п). Эти обозначения ввел в 1871 г. Поль Дюбуа-Рай- большие и малень- 
мон [113]. КИе. 

Например, п < п?; неформально мы говорим, что п растет 
медленнее, чем п?. В действительности 


п” ПР < х<В (9.4) 


для произвольных вещественных хи В. 
Разумеется, существует много функций, помимо степеней п. 
Отношение < можно использовать, чтобы расставить множество 
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функций по порядку; одна функция будет „клевать“ другую в 
соответствии со своим асимптотическим ростом. В этой цепочке 
встретятся, например, такие члены: 


1 < 10510п < 106п < пе < пб 4 п" чем чи 4 с 


(Здесь Е и с— произвольные константы, удовлетворяющие усло- 
вию 0<Е<1<с.) 

Все перечисленные выше функции, за исключением 1, стре- 
мятся к бесконечности при п, стремящемся к бесконечности. Та- 
ким образом, пытаясь вставить в эту иерархию новую функцию, 
мы не будем стараться определить, стремится ли она к беско- 
нечности; вместо этого нас будет интересовать, как быстро она 
стремится. 

Занимаясь асимптотическим анализом, не следует мелочить- 
ся: представляя себе переменную, которая стремится к бесконеч- 
ности, надо ДУМАТЬ О ГЛАВНОМ. Так, например, из приведенной 
выше иерархии получаем 106 п < п9.0001, это может показаться 
неверным, если мы ограничимся совсем малюсенькими числами 
вроде одного гугола, п = 10100. Действительно, в этом случае 
105 п, = 100, тогда как пб-0001 есть всего лишь 10901 д 1.0233. Но 


100 
если подняться до числа гуголплекс, п = 1010, то 1овп = 10100 
96 
бледнеет в сравнении с пд:0001 — 1010’. 


Даже если Е чрезвычайно мало (меньше, скажем, 1/10'0 ), 
величина 1ор п будет значительно меньше, чем п®, если только 


2к 
п достаточно велико. Действительно, если положить п = 1010 
где К выбрано так, чтобы е > 107 К, то будем иметь 1оё п = 102, 


но п* > > 10'0°. Таким образом, отношение (]о5 п)/п* стремится к 
нулю при п —} со. 

Рассмотренная выше иерархия касается функций, стремящих- 
ся к бесконечности. Нередко, однако, нас интересуют функции, 
стремящиеся к нулю, так что было бы неплохо иметь аналогич- 

Логиерархию? ную иерархию и для таких функций. Мы построим ее, перейдя к 
обратным величинам, ибо если {(п.) и 9(п) никогда не обращают- 
ся в нуль, то 


0105 


] ] 
(п) < 9(п) 9 “ Ян). (9-5) 


Так, все следующие функции (за исключением 1) стремятся к 
нулю: 
] ] 1 ] ] 1 1 ] 


< < ии 
сс м см пп ‘п пе `юбп 10610 п 





Рассмотрим еще несколько функций и попробуем вставить их 
в иерархию. Число п(п) простых чисел, не превосходящих п, 
как известно, равно приблизительно п/шп. Поскольку 1/п* < 
1/1 тп < 1, умножение на п дает 


п! чл(п) п. 
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Соотношение (9.4) можно обобщить. Например, 


п (10 п) (105105 п)“ < п?! (ю5 п)? (105105 п) 
—> (1, 2, &з} < (В1, В2, Вз). (9.6) 


Здесь ‘(х1, “2, хз) < (В1,В2,Вз)’ означает лексикографический 
порядок (порядок слов в словарях); иначе говоря, это неравен- 
ство означает, что х1 < В! или 1 = Вти сх) < В) или же о! = В1 
их) = В. ис: < В:з. 

А как обстоят дела с функцией е\У Е"; где ее место в ие- 
рархии? Ответ на подобные вопросы можно получить с помощью 
правила 


е!'()  е9 (т) — та ((п) — 9(п)) = —с0, (9.7) 
й—со 

которое в два шага получается из определения (9.3) путем лога- 
рифмирования. Следовательно, 


т < Км) < 9) = ее" < е9®\'. 


А поскольку 1 < 105105 п = \/ юЕп < Е1оЁп, получаем 105 п < 


е\ 105 п пе. 

Если две функции {(п) и 9(п.} имеют один и тот же порядок 
роста, мы будем писать {(п) = 9(п)’. „Официальное“ определение 
таково: 


п) > 9(п) => | п)| < С9()| и [9(п)| < Сп], 
для некоторого С и всех достаточно больших п. (9.8) 


Это имеет место, если, например, (п) — константа, а 9(п) = 
соз п + агсёё п. Мы вскоре докажем справедливость этого соот- 
ношения во всех случаях, когда 1(п) и 9(п) — многочлены одина- 
ковых степеней. Существует и более сильное отношение, опреде- 
ляемое правилом 


(п) > 9(п) <— Шо ®) =1. (9-9) 


п-—+00 9 (п) = 


В таких случаях будем говорить, что „Ё(п.) есть асимптотика для 
9(п). 

Г.Х.Харди [333] ввел интересное и важное понятие — класс 
логарифмически-экспоненииальных функций определяемый 
рекурсивно как наименьшее семейство & функций, удовлетворя- 
ющее слелующим условиям: 

е Постоянная функция (п) = х лежит в для всех веществен- 
ных (<. 

Тождественная функция 1(п) = п лежитв %. 

е Нсли (п) и 9(п) из Х, тои (п) — 9(п) лежит в Х. 
» Если (п) из Я, тое!") лежит в ®. 
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е Если функция (п) из Х является ‚по-существу положитель- 
ной“ то п{(п) лежит в Х. 


Функция {(п) называется „по-существу положительной, если су- 
ществует число по, такое, что 1(п) > 0 для всех п > по. 
Используя эти правила, можно, например, показать, что 
(п) + 9(п) лежит в Х, если (п) и 9(п) находятся там же. Дей- 
ствительно, 1(п) + 9(п) = (п) — (0-— 9(п)). Если (п) и 9(п) 
по-существу положительные элементы №, то их произведение 
(п) а(п) — ет (п) На 9 (п) и частное (п) /д (п) — еп (п) —1ш 9(п) 
также лежат в %; то же верно для функций вроде \/ (п) = 


е? №1") и т. д. Харди доказал, что всякая логарифмически- 
экспоненциальная функция является по-существу положитель- 
ной, по-существу отрицательной или тождественно равна нулю. 
Следовательно, произведение и частное любых двух ®-функций 
лежат в №, за исключением случая деления на тождественно 
нулевую функцию. 

Главная теорема Харди о логарифмически-экспоненциальных 
функциях заключается в том, что эти функции образуют асим- 
птотическую иерархию: если {(п) и 9(п.) — любые функции из Х, 
то либо 1(п) < 9(п), либо 1(п) > 9(п), либо (п) = 9(п). В по- 
следнем случае найдется константа сх, такая, что 


(п) > хд(п). 


Доказательство теоремы Харди выходит за рамки этой книги; но 
полезно просто знать о существовании этой теоремы, поскольку 
почти все функции, с которыми нам придется встретиться, лежат 
в ©. На практике мы в большинстве случаев сможем без особого 
труда вставить данную функцию в данную иерархию. 


9.2 СИМВОЛ О 


В 1894 г. Пауль Бахман придумал замечательное обозна- 
чение для асимптотического анализа. В последующие годы его 


„.. Жепп "Г популярности способствовали Эдмунд Ландау и др. Мы встреча- 
игсй 4аз десвеп ем это обозначение в формулах наподобие 

О(п.) еше Сгодззе 

аизагисКеп, Чегеп Ни» = шп -+У+0(1/п), (9.10) 


Огапипе шт Вегиё 


которая говорит нам, что п-е гармоническое число равно нату- 
аш п. @е Огапипе р р Р р у 


оп п ЛЕВ ральному логарифму п плюс константа Эйлера плюс некоторая 
ПБегзсвгейе!: оь зе Величина, которая составляет „О большое от 1 на п" Эта послед- 
итКНсн СИедег оп НЯЯ величина точно не определена, однако, какой бы она ни была, 
Чег Огапипе тт обозначение ‘О’ позволяет утверждать, что она не превосходит 
ясв епёваз, Ме константу, умноженную на 1/п. 


ре! дет Ызпепреп Красота символа ‘О’ в том, что он скрывает несущественные 

ус иззуеПайгеп детали и позволяет сконцентрироваться на главных особенностях 
. & 

дайтезве!- поведения: величину О(1/п) можно считать пренебрежимо ма- 


— П. Бахман [15] лой, если только нас не интересуют величины, отличающиеся 


от 1/п. лишь постоянным множителем. 
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Более того, символ ‘О’ удобно использовать внутри формул. 
Если мы захотим выразить соотношение (9.10) с использованием 
обозначений, введенных в разд.9.1, то нам придется перенести 
пи + у’ в левую часть и сформулировать результат в более сла- 
бой форме, например, 


]о5 |0 п 


Н‚, —- Шп-у < 7 


или же в сильной форме: 


1 
Н, — шл-ух —. 


Символ ‘О’ позволяет нам указывать нужное количество деталей 
на месте, без перестановки членов. 

Можно пояснить идею не полностью определенной величины, 
рассмотрев некоторые другие примеры. Мы иногда пишем ‘+1’ 
для обозначения чего-то, что есть +1 или —1; мы не знаем (или 
нам не важно), чему именно равна величина, тем не менее мы 
можем манипулировать ею в формулах. 

Н.Г.де Брейн начал свою книгу Асимптотические методы в 
анализе [97] с рассмотрения обозначения „Эль большое" которое 
помогает понять смысл „О большого“ Если мы запишем [(5) для 
обозначения числа, чья абсолютная величина меньше 5 (не гово- 
ря, однако, что это за число), то мы сможем выполнять кое-какие 
вычисления, даже не зная всей правды. Так, можно вывести не- 
которые формулы, например, 1 + 1(5) = [(6); [(2) + (3) = Ц5)}; 
.(2)1(3) =1(6); е 5) = [(е?) ит. д. Однако отсюда нельзя заклю- 
чить, что [(5) —1[(3) = 1 (2), поскольку левая часть может, напри- 
мер, равняться 4—0. Фактически, лучшее, что можно утверждать, 
это [(5) — (3) =[ 8). 

Обозначение „О большое" Бахмана аналогично обозначению „|, 
большое“ но оно еще менее определенно: О(х) обозначает число, 
абсолютная величина которого не превосходит константу, умно- 
женную на |х|. Мы не говорим, что это за число и даже не го- 
ворим, что это за константа. Разумеется, понятие „константы“ 
бессмысленно, если нет чего-либо меняющегося; поэтому мы ис- — Оно не бессмы- 
пользуем символ ‘О’ только в тех случаях, когла имеется хотя  сленно, оно не 
бы одна величина (скажем, п), значение которой меняется. Тогла НУЖНО. 


формула 

(п) = О(9(п)) для всех п (9.11) 
означает, что существует такая константа С, что 

|1 (п)| < С|9(п)| для всех п; (9.12) 


а если обозначение О (9(п)) использовано внутри формулы, то 
оно означает функцию п), удовлетворяющую (9.12). Значения 
функции {(п) неизвестны, однако мы все же знаем, что они не 
слишком велики. Аналогично, введенная ранее функция [(п.) 
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представляет собой неопределенную функцию {(п), значения ко- 
торой удовлетворяют неравенству | (п) < п.. Главное различие 
между Ги О в том, что символ ‘О’ включает неопределенную 
константу С; каждое вхождение О может подразумевать различ- 


А вот и ные С, но каждая из этих констант не зависит от п. 
маленький список, 'Так, например, мы знаем, что сумма первых п квадратов рав- 
маленький список, на 
Противных 
. — 1 1 — 13 121 
терминов и деталей: О = зп (и 5) (п +1) = зп + 5п7 + п. 
Их можно бы 
похоронить, Мы можем записать 
Но никогда 3 
нельзя забыть — С. = О(п”), 
Их никогда 
ТЗ 2 ТА < 13а 12 Тр < ТЗ 1.3 
нельзя забыть. поскольку |3 п” + уп” + п < ЗМ т + М < зт| + + 


пЗ| = [м?| для всех целых п. Аналогично, можно получить более 
точную формулу 


1..3 2). 
О = зп + Оп ); 
можно также небрежно отбросить часть информации и записать 
ны, = О(п). 


Определение О отнюдь не заставляет нас давать наилучшую 
оценку. 

Но минуточку. Что, если переменная п — не целочисленная? 
Как быть с формулой вроде $(х) = хз + ух? + сх, где х — ве- 
щественное число? Здесь уже нельзя сказать, что $(х) = О(х?), 
поскольку отношение $5(х)/х? = 3 + ух + 1х2 неограниченно 
растет при х -» 0. Нельзя также сказать, что 5(х) = О(х), по- 
скольку отношение $5(х)/х = 3х2 + 7х - . неограниченно растет, 
когда х стремится к со. Так что мы, судя по всему, вовсе не можем 
использовать символ ‘О’ для оценки $(х). 

Эта дилемма разрешается благодаря тому, что на переменные, 
используемые с О, обычно накладываются какие-либо ограниче- 
ния. Если, например, мы поставим условие, что |х| > 1, или что 
Хх > в, где е — произвольная положительная константа, или что 
х — целое число, то мы сможем записать 5(х) = О(х?). Если же 
наложено условие |х| < 1 или [х| < с, где с — произвольная поло- 
жительная константа, то в этом случае 5(х) = О(х). „О большое" 
зависит от контекста, от ограничений на используемые перемен- 
ные. 

Эти ограничения часто задаются в виде предельных соотно- 
шений. Например, мы могли бы сказать, что 


(п) = О(9(м)) при п - со. (9.13) 


Такая запись означает, что условия, накладываемые обозначени- 
ем О, предполагаются выполненными, когла п. „близко“ к со; нас 
не волнует, что происходит при не слишком больших п. Более 
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того, мы даже не определяем точно, что означает „близко“; в та- 
кой ситуации каждое вхождение О подразумевает существование 
двух констант С и по, таких, что 


№(п)| < С|9(п)| (9-14) 


Значения С и по могут быть разными для разных О, но они не 
зависят от п. Аналогично, запись 


при всех п > по. 


при х 0 
означает, что существуют две константы С и Е, такие, что 
|1(х)| < С|9(х]|, (9.15) 


Предельное значение не обязательно равно со или 0; справедлива 
запись 


12 =2-—1+0((2—1)7) 


если только |х| < Е. 


при 2 1, 


поскольку, как можно доказать, |ш2— 2+1 < [2-1], если 
в ИЗ >. 

Мы постепенно, на протяжении нескольких страниц, развили 
наше определение О, начав со вполне очевидных вещей, и полу- 
чили в итоге нечто, представляющееся ужасно сложным; теперь 
у нас О представляет неопределенную функцию и одну или две 
неопределенные константы, зависящие от контекста. Все это мо- 
жет показаться слишком сложным для сколько-нибудь разумного 
обозначения, но это еще не все! Еще одна тонкость пока ускольз- 
нула от нашего внимания. А именно, следует осознавать, что за- 
пись 


тп + уп? + тп = О(п?), 


вполне корректна, но в этом равенстве ни в коем случае нельзя 
менять местами правую и левую части. В противном случае мы 
можем прийти к нелепым выводам, наподобие п. = п^, исходя из 
верных тождеств п = О(п^) ип? = О(п^). Работая с символом ‘О’ 
и другими формулами, включающими не полностью определен- 
ные величины, мы имеем дело с односторонними равенствами. 
Правая часть уравнения содержит не больше информации, чем 
левая, и фактически может содержать меньше информации; пра- 


вая часть является ‚огрублением“ левой. 

Если говорить строго формально, то запись О (9(п)) обозна- 
чает не какую-то одну функцию {(п), а сразу все множество 
функций (п), таких, что (п) < С|9 (п) для некоторой кон- 
станты С. Обычная формула 9(п), не включающая символа О, 
обозначает множество, содержащее одну функцию {(п) = д(п). 
Если $ и Т суть множества функций от п, то запись $ + Т обо- 
значает множество всех функций вида {(п) + 9(п), где {(п) Е $ 
и 9(п) Е Т; другие обозначения вроде $ — Т, $Т, $/Т, \5, е°, 
115 определяются аналогично. Тогда „равенство“ между двумя 





Ты изумительная 
девушка, 

Позволь мне быть 
твоим рыцарем; 
Я люблю тебя как 

единица на х, 
Когда х стремится 
к нулю. 
Сверху. 


„Апа 30 аицоае #е 
федтоизе гереННоп 
ОЁ ЕПезе иоог4ез: 

15 едиаПе Ю: Ги 
зеЦе аз Г 4ое ойеп 
Ш уоогКе изе, а 
ра!ге оЁ рагаПе]ез, 
ог Сетоие Ппез оЁ 
опе еп Пе, из: 

‚ Ысаизе 

пое .2. Вупрез, сап 

ре тоаге едиа!е* 
—Р. Рекорд [257] 








„Очевидно, что 
знак = не под- 
Ходит для та- 

ких отношений, 
поскольку он 
подразумевает 
симметрию, ко- 
торой на самом 
деле нет.... Од- 
нако после такого 
предупреждения 
использование 
знака = не при- 
несет большого 
вреда, и мы будем 
его использовать 
потому лишь, что 
это принято" 

—Н. Г. де Брейн [97] 
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такими множествами функций есть, строго говоря, теоретико- 
множественное включение; знак ‘=' в действительности озна- 
чает ‘С’. Эти формальные определения подводят под все наши 
манипуляции с О твердую логическую основу. 

Так, „уравнение“ 


5? +0О(п2) = О(п3) 


означает, что $1 С 52, где $1 есть множество всех функций ви- 
да зтз + (п), для которых найдется константа С1, такая, что 


|+. (п. < С!п7|, а $2 есть множество всех функций +№›(п), для 
которых найдется константа С), такая, что | (п. | < С›т?|. Мы 


можем строго доказать это ‚равенство“’ если возьмем произволь- 
ный элемент из левой части и покажем, что он принадлежит 
правой части: пусть зп? + Н(п) таково, что |1 (п)| < Сит1|, 
нам следует доказать, что существует такая константа Со, что 
|3 + (п)| < С>п?|. Константа С) = 3 + С: решает проблему, 
поскольку п? < [п}| для всех целых п. 

Но если ‘=’ в действительности означает ‘С’, то почему бы 
нам не писать явно ‘С’ вместо превратного использования знака 
равенства? Тому есть четыре причины. 

Во-первых, традиция. Начали использовать символ О со зна- 
ком равенства теоретико-числовики, и эта практика получила 
распространение. Мы давно убедились, что пытаться изменить 
привычки математического сообщества — дело безнадежное. 

Во-вторых, традиция. Программисты вполне привыкли ви- 
деть знак равенства не на месте — многие годы в программах на 
Фортране и Бейсике мы писали присваивания вида ‘М = М +Т’. 
Одной неправильной трактовкой больше, одной меныпе — какая 
разница! 

В-третьих, традиция. Мы часто произносим знак ‘=’ словом 
‘есть’. Например, формулу Н‚ = О(юёп) можно произнести как 
„Аш энное есть О большое от лог эн" Но слово ‘есть’ несимметрич- 
но. Мы говорим, что птицы есть животные, но не можем сказать, 
что животные есть птицы; „животное“ — это огрубление понятия 
‚птица‘ 

И, в-четвертых, для наших целей такое обозначение весьма 
естественно. Если мы ограничимся лишь ситуациями, где символ 
О целиком занимает правую часть формулы — как в аппрокси- 
мации гармонических чисел, Н, = О(юорп), или в оценке вре- 
мени работы алгоритма сортировки, Т(п) = О (поп), — то не- 
важно, какой знак используется, ‘=’ или какой-либо еще. Однако 
если символ О использовать внутри выражений, как мы часто 
делаем в асимптотическом анализе, то нашей интуиции отвечает 
трактовка знака ‘=’ как равенства, а величины вроде О(1/п) как 
чего-то очень маленького. 

Поэтому мы и дальше будем использовать ‘=’ и будем счи- 
тать О(9(п)) не полностью определенной функцией, имея в ви- 


) 


) 
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ду, что в случае необходимости мы всегда сможем вернуться к 
теоретико-множественным определениям. 

Всесторонне рассматривая определение, мы обязаны отметить 
еще одну техническую деталь. Если в формуле используется не- 
сколько переменных, то символ О представляет множество функ- 
ций от двух или более переменных, а не только от одной. В 
область определения каждой функции входят все переменные, 
которые в данном контексте „свободны“ для изменения. 

Тут есть некоторая тонкость ввиду того, что переменные мо- 
гут иметь смысл лишь в части выражения, если они связаны зна- 
ком ) или подобным. Посмотрим внимательно, например, на со- 
отношение 

и 

у (к: + О(К)) = Ти? +0 (п^), целое п > 0. (9.16) 

к=0 
Выражение К? + О(К) в левой части отвечает множеству всех 
функций от двух переменных вида К? - (К, п), для которых най- 
дется константа С, такая, что | (К, т. | < СК для 0 < К < т. 
Сумма таких множеств функций для 0 < К < п есть множество 
всех функций 09(п) вида 

м 

у (к + ЕК, п)) 

к=0 
где { удовлетворяет сформулированному условию. Поскольку 

|512 + п + 0, п) +11, п)+..-+Кп,п)| 

< 112 + 112 +С.0+С.1+...+С.п 
< п? + С(п? + п)/2 < (С+1п2, 

то все такие функции 9(п) принадлежат правой части (9.16); 
следовательно, (9.16) справедливо. (Теперь самое 

Иногда О-обозначения понимают неправильно, считая, что ‘О’ время сделать 
дает точный порядок роста; символ О используется так, как буд-  Разминочные 
то он определяет наряду с верхней границей также нижнюю. Так,  УПРажнения 3 и 4.) 


можно услышать, что некий алгоритм сортировки п чисел неэф- 
фективен, ‚поскольку его время работы составляет О(п2)“ Одна- 


ко время работы О(п7) вовсе не означает, что это время не есть 
также О(п). Для указания нижней границы имеется другое обо- 
значение — „большая Омега": 


п) = 0 (9(п)) = |п)| > С|9 (п) 
для некоторого С > 0. (9.17) 
Мы имеем (п) = 0 (9(п)) тогда и только тогда, когла 9(п) = 
О (+ (п)). При достаточно больших п алгоритм сортировки с вре- 


менем работы О(п?) неэффективен в сравнении с алгоритмом, 
время работы которого есть О(п.1оёп). 
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О и 9 —заглав- И, наконец, символ ‚большая Тета" указывает точный порядок 
ные греческие роста: 

буквы, но тогда и р о( _ у 

символ О должен —_ п) = О[9дп 

быть заглавной (п) = 6(9(1)) = и К) =О(9(п)). (9.18) 


греческой буквой 


Омикрон. Мы будем иметь (п) = 9(9(п)) тогда и только тогда, когда 
Как-никак, именно {(п) < 9(п.) в обозначениях, введенных ранее, в (9.8). 

греки придумали Эдмунд Ландау [180] изобрел символ „о малое’ 

асимптотику. 


п) = о(9(п)) 


— [Е < 9 (п)| для всех п > по(е) и 


любой константы Е > 0. (9.19) 


Это есть, по-существу, отношение {(п) < 9(п) из (9.3). Имеем 
также 
(п) = 9(п) <= мп) = 9(п) + о(9(м)).. (9.20) 


Многие авторы используют в асимптотических формулах ‘о’, 
однако почти всегла предпочтительнее более явное выражение 
с ‘О’. Например, среднее время работы алгоритма, называемо- 
го ‚сортировка методом пузырька, зависит от асимптотическо- 


го значения суммы Р(п) = ) „о К"КК!/т!. Элементарные мето- 
ды асимпитотического анализа позволяют доказать тот факт, что 


Р(п) > \/лп/2; это означает, что отношение Р(п)/\/ли/2 стре- 
мится к | при п -} со. Однако для того, чтобы лучше понять 
поведение Р(п), следует рассмотреть не отношение, а разность 


Р(п.) — \/пп/2: 


п | Р(п)/\/лп/2 | Р(п) — \/жп/2 


—0.253 
—0.484 
—0.538 
—0.561 
—0.575 
—0.585 


Значения в среднем столбие не очень убедительны; это едва 
ли может считаться аргументом в пользу быстрой сходимости 


Р(м)/\/пп./2 к Т, да и есть ли вообще сходимость? Однако пра- 
вый столбец показывает, что значение Р(п.) действительно весьма 


близко к \/лп/2. Таким образом, мы гораздо лучше охарактери- 
зуем поведение Р(п), если сможем вывести формулы наподобие 


Р(п) = Улп/2+ 0(1) 


или лаже более точную оценку вида 


Р(п) = /лп/2-2+0(1//я). 
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Для доказательства результатов с О требуются более сильные ме- 
тоды асимптотического анализа, однако дополнительные усилия, 
потраченные на изучение этих методов, многократно окупаются 
лучшим пониманием асимптотики, которое дают О-оценки. 

Более того, время работы многих алгоритмов сортировки име- 
ет вид 


Т(п) = Апт + Вт + О(15п) 


для некоторых констант А и В. Если наш анализ останавливает- 
ся на оценке Т(п) > Ап п, то мы узнаем далеко не все; выбор 
алгоритма сортировки на основе только значения А оказывается 
плохой стратегией. Хорошее ‘'А’ в алгоритмах часто достигает- 
ся ценой ухудшения ‘В’. Поскольку пп растет лишь немного 
быстрее п, алгоритм, более быстрый асимптотически (т.е. с не- 
сколько меньшим значением А) может оказаться быстрее лишь 
для таких значений п, которые никогда не встретятся на прак- 
тике. Таким образом, чтобы сделать правильный выбор, нам не- 
обходлим метод асимптотического анализа, позволяющий пойти 
дальше первого члена и оценить В. 

Прежде чем продолжить изучение О большого, поговорим не- 
много об олном маленьком элементе математического стиля. В 
этой главе используется три различных обозначения логарифма: 
|=, пи ]ов. В связи с компьютерными методами мы часто исполь- 
зуем ‘5’, поскольку в таких случаях двоичный логарифм ока- 
зывается наиболее подходящим; в чистой математике часто ис- 
пользуется ‘шп’, поскольку формулы с натуральным логарифмом 
просты и изящны. Но что такое ‘1оё’7 Неужели это ‚обычный“ де- 
сятичный логарифм, изучаемый в старших классах — „обычный“ 
логарифм, который оказывается очень необычным как для ма- 
тематики, так и для информатики? Да, это так; вместе с тем, 
многие математики вносят путаницу в этот вопрос, используя 
]о5’для натурального или двоичного логарифма. Здесь нет еди- 
ного соглашения, однако можно вздохнуть с облегчением, если 
логарифм встречается внутри О-обозначения, поскольку для О 
несущественны мультипликативные константы. При п -} со ме- 
жду О(вп), О(шп) и О (]орп)} нет никакой разницы; аналогично, 
нет разницы между О (5151), О([шШшп) и О(ю0510оБ п). Мы можем Заметьте, что 
выбрать, что нам больше нравится; вариант ор’ представляется 195195105 п 
привлекательным, поскольку его удобнее произносить. Поэтому  Неопределен для 
мы, как правило, будем использовать ‘об’ во всех тех случаях, ПХ 10. 
когда это способствует благозвучию, не приводя к двусмыслен- 
ности. 


9.3 ОПЕРАЦИИ СО 


Как и для любого математического формализма, в слу- 
чае О-обозначений имеются правила оперирования с ними, осво- 
бождающие нас от обращения к громоздкому определению. До- 
казав один раз, с использованием определения, справедливость 


Открою вам се- 
крет, как стать 
занудой,— говорите 
обо всем. 

— Вольтер 


(Замечание. Фор- 
мула О((п))? 
обозначает не 
множество всех 
функций 9(п)^, 
где 9(п.) лежит 
в О((п)); такие 
функции 9(п)? не 
могут принимать 
отрицательных 
значений, тогда 
как множество 
О(+(п.))? содер- 
жит отрицатель- 
ные функции. В 
общем случае, если 
$ — множество, 
то 5? обозначает 
множество всех 
произведений 
$152, ГД@е $1 И $2 
лежат в 5, а не 
множество всех 
квадратов $? для 
5Е 5.) 
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этих правил, мы можем в дальнейшем подняться на более высо- 
кий уровень и забыть о проверке включения одного множества 
функций в другое. Нам даже не придется вычислять константы 
С, подразумеваемые каждым О, поскольку мы будем применять 
правила, гарантирующие существование таких констант. 
Например, мы можем доказать раз и навсегда, что 


п" = Оп"), если т < т, (9.21) 
О((п)) +0 (9(п)) = О(#(м) |+ 9(п)). (9.22) 


Тогда мы сможем сразу сказать, что зтз + тт -- тп. = О(п3) + 
О(п?) +О(п?) = О(п3), без трудоемких вычислений из предыду- 
щего раздела. 

Вот еще несколько правил, с легкостью получаемых из опре- 
делений: 


(п) = О({(п)); (9.23) 

с-О(п)) = О(Е(п)), если с — константа: (9.24) 
о(0(п))) = 0(п)); (9.25) 
О(п)) О (9(п)) = О(п)9(п) ; (9.26) 
О (п) 9(п)) = (п)О(9(п)). (9.27) 


В упр.9 доказывается (9.22); доказательства остальных правил 
аналогичны. Можно всегда заменять что-либо, имеющее вид од- 
ной из левых частей на то, что записано справа, безотносительно 
к ограничениям на переменную п. 

Соотношения (9.27) и (9.23) позволяют доказать тождество 
О ((п)?) =О( п))?. Это свойство позволяет иногда сэкономить 
скобки, поскольку мы теперь можем писать 


О(овп)" О (165 п)?). 


Оба этих варианта предпочтительнее записи ‘О (105? п)’, кото- 
рая двусмысленна из-за того, что некоторые авторы используют 
‘О (05? п)’ для обозначения ‘О (10810 п)’. 

А можно ли также писать 


О(юЕп)-' О((о5п)-') ? 


Нет! Это некорректно, поскольку множество функций 1/О (05 п) 
не является ни подмножеством, ни ‚надмножеством“ для 
0(1/105 п). Правильно будет заменять О ((105п)-') на О (105п)-\, 
но это выглядит нелепо. Так что мы будем использовать „возведе- 
ние О в степень" только в тех случаях, когда показатель степени 
является целой положительной константой. 

Степенные ряды дают нам одну из самых полезных операций. 
Если сумма 


5(2) = у аи 7“ 


п>0 


вместо 


вместо 
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сходится абсолютно для некоторого комплексного числа 2 = 25, 
то 
5(2) = О(1Т) для всех |2] < |720. 


Это очевидно, поскольку 


15(2)1 < У а." < У [ам = С < о. 


п>0 и>20 


В частности, 5(2) = О(Т) при 2 > 0и $(1/п) = О(Т) прип > © 
при том только условии, что $(2) сходится хотя бы для одного не- 
нулевого значения 2. Мы можем использовать этот принцип для 
того, чтобы, отбросив хвост степенного ряда, начиная с любого 
удобного места, оценить этот хвост через О. Так, например, не 
только $(2) = О (1), нои 


5(2) = щ%+0(2), 
$(2) = а -+а12 + О(2^), 


И т. д., ПОСКОЛЬКУ 


5(2) = У ак 2" У ащ2", 


О<К<т п2м 


а последняя сумма, как и сама $5(2), абсолютно сходится при 
2 =20 и есть О(Т). В табл. 491 приведены самые полезные асим- 
птотические формулы, половина из которых получена просто пу- 
тем отбрасывания членов степенного ряда в соответствии с этим 
правилом. 

Аналогичным образом можно укорачивать ряды Дирихле, 
представляющие собой суммы вида Ук ак/К?: если ряд Дири- 
хле сходится абсолютно для некоторого 2 = 20, то мы можем 
отбросить его хвост, начиная с любого члена, и получим аппрок- 
симацию 


У ак/К* + О(т-*), 


1<К<т 


справедливую для 2 > 20. В табл. 491 этот принцип иллюстри- Напомним, что 
руется асимптотической формулой для чисел Бернулли Ва. А означает 
С другой стороны, асимптотические формулы для Ны, п! и ›Вещественную 
п(п.) в табл. 491 не являются начальными отрезками сходящихся Часть’ 
рядов; если неограниченно продолжить эти формулы, то полу- 
ченные ряды будут расходиться при всех п. Особенно легко про- 
сматривается это в случае п(п), поскольку, как мы уже видели 
в разд. 7.3, пример 5, степенной ряд > к>о К! / (2 п)^ всюду рас- 
ходится. И тем не менее эти отрезки расходящихся рядов дают 
полезные аппроксимации. 
Говорят, что асимптотическая аппроксимация имеет абсо- 
лютную погрешность О(9(п)), если она имеет вид п) + 


О (9(п)), гле п) не включает О. Аппроксимация вида 
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Таблица 491 Асимптотические аппроксимации, справедливые 


при п — ©юи2-0. 


] ] ] ] 
Нь = 67 +7+5-- 55+ +0(55). (9.28) 


п! = У2лп 


Убедееиы-э +9). 5 








— _1м/2-1 1 
В, =2[п еуеп](—1) [бл 
(1+2" +3" +0(4")). (9.30) 
т(( Ат, Эм + Ре ) ( 1) 
"7 = ши (вп)? (шп) (шп) (оп)? 9-3 
22 2 2 
ее = 142+. +3: +ж+0(7). (9.32) 
2 2 2 5 
(1+2) =2-5 +5 -щ+0(2). (9-33) 
1 
т =1+2+2 +2 +#+0(2). (9.34) 
(1+2) =1+ 92+ (2+ (32+ (+06. (9-35) 


(п) (1-0 (9(1))) имеет относительную погрешность О (9(п)), 
если Т(п) не включает О. Например, аппроксимация Ни в 
табл.491 имеет абсолютную погрешность О(п 8); аппрокси- 
мация п! — относительную погрешность О(п-“). (Правая часть 
(9.29) не такая, как требуется — (т. (1 +О0О(м-“)}, но ее можно 


(Относительная при желании переписать как 

погрешность удоб- ] 139 

на при вычислении (=) 1 —4\\. 
обратных вели- 2 е ( т 12 т 2882 28812 - ют) (+0); 

Чин, поскольку 

1/(1+О(>)) = аналогичное преобразование рассматривается в упр.12.) Абсо- 
Т+0(е).) лютная погрешность этой аппроксимации есть О(п"-3?е-"). Аб- 


солютная погрешность соотносится с числом верных десятичных 
цифр справа от десятичной точки, которые сохраняются после 
отбрасывания члена О; относительная погрешность связана с чи- 
слом верных „значащих цифр 

Воспользовавшись сокращением степенных рядов, мы можем 
доказать общие правила 


Ш (1+0(п))} = О({(п)}, если (п) < 1; (9.36) 
е0(1()} = 1+ О((п)), если (п) = 0(1). — (9.37) 
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(Здесь мы предполагаем, что п —} со; аналогичные формулы для 
12(1 +0({(х))) иео' <) имеют место при х - 0.) Пусть, например, 
12(1 + 9(п)) — какая-то функция, лежащая в множестве, описы- 
ваемом левой частью (9.36). Тогда найдутся константы С, По ис, 
такие, что 

|9 (п)| < С п]| <с<1 для всех п > пд. 
Отсюда следует, что бесконечная сумма 


(1+ 9(1)) = о(п) . (1 59(п) + з9(п)* — --) 
сходится при всех п > пу и ряд в скобках ограничен константой 
1+ ТС+ 3с? +... Это доказывает (9.36), формула (9.37) доказыва- 
ется аналогично. Объединив (9.36) и (9.37), мы получим полезную 
формулу 
0(9(п)) — если 1(п)<1 и 
(1+0(#(п))) =1+0(п)9()), (пом) 00). (938) 


Задача 1: снова колесо Фортуны 

Попробуем теперь попытать счастья в некоторых асимптоти- 
ческих задачах. В гл.3 мы вывели уравнение (3.13) для числа 
выигрышных позиций в одной игре: 


М = [М/К] +3К?+5К-3, — К= [УМ]. 


Мы обещали, что асимптотическое значение \/ будет вычислено 
в гл. 9. Сейчас мы как раз в главе 9; так что попробуем оценить \\/ 
при М —} со. 

Основная идея — избавиться от скобок ‘|’и ‘|’, заменив К на 


№1/3 + О(1). Далее, мы можем записать 
К = №173 (1+0(№'/3)); 


это называется ‚вынести за скобки главную часть" (Мы еще неод- 
нократно воспользуемся этим приемом.) Теперь, из (9.38) и (9.26) 
имеем 


К2 — № 2/3 (1 + 0(м-1/3)? 
— №213 (1 + 0(м-'/3)) — №2/3 + О(4"/3). 
Аналогично, 
[МИК] = М'7'/3 (1+ 0(№7"3)) 7" + 0(1) 
= №2/3 (1+ 0(№7'/3)) +0(1) = №3 +0(№'3). 
Отсюда следует, что число выигрышных позиций есть 
М = М?/3 +0(№1/3) + + (№2/3 + 9(М1/3)) + 0(М№'/3) + 0(1) 
= $№2/^3 +0(№'/3). (9-39) 


Обратите внимание, как члены с О поглощают друг друга, пока 
не останется только одно О; это — типичная ситуация и еще одна 
иллюстрация полезности символа О внутри формул. 
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Задача 2: метаморфозы формулы Стирлинга 

Аппроксимация Стирлинга для п! есть, без сомнения, самая 
знаменитая асимптотическая формула. Мы докажем ее позднее в 
этой главе: пока же попробуем лучше познакомиться с ее свой- 
ствами. Мы можем записать один из вариантов аппроксимации в 
виде 


\ Ъ 
п! = У2и (=) ( + - + 7 + о") при п — со (9.40) 


для некоторых констант а и Ъ. Поскольку эта аппроксимация 
имеет место при всех больших п, она должна остаться в силе, 
если заменить п нап - 1]: 


пп! = Уи (1) 


ь _ 
х ее те+0 (1) 5). (9-41) 


Мы знаем, разумеется, что (п—1)! = п!/п; следовательно, правая 
часть последней формулы должна приводиться к правой части 
(9.40), поделенной на п. 

Попробуем поэтому упростить (9.41). Из первого сомножителя 
можно вынести главную часть: 


\/2т(п. — 1) = У2тп (1—п 1) 
= Ут (1-5 +03). 


п 812 


Здесь использовано соотношение (9.35). 
Аналогично имеем 


ан Ца, “а 
п — 1 п п ) п Гл 
5 0 11-2 _ В -з\. 


О(м-1)-*) =0О(п-?(1-п "3 = Оп 3). 





Единственная часть (9.41), преобразование которой требует не- 
которой изобретательности — это множитель (п —1)"-', который 
равняется 


п"-1(1 —п7! и — п"! (1 —-п'“О чп! чп-2 +О(п-3)) , 


(Мы выписываем члены до тех пор, пока не получим относитель- 
ную погрешность О(п-3). Дело в том, что относительная погреш- 
ность произведения равна сумме относительных погрешностей 
сомножителей и все члены О(п-3) объединяются.) 


494 АСИМПТОТИКА 


Чтобы раскрыть (1—п_')", мы сначала вычислим ш(1—п_') 


_1 
и затем образуем экспоненту, е^И-—" ); 


(1—п ')" = ехр(ищ(1-п7')) 
(м(-п-' — 5п72 = зи +0(п7“))) 
= ехр(—1—5п-' — зп? +О(п-3)) 


= ехр(-—1) .ехр(—1п7') -ехр(-$п7?) .ехр(О(п-3)) 
= ехр(-1). (1-51! + зп? +0(п-3)) 

х (1-3п-2+0(п-“)) . (1+0(п-3)) 
=е' (1-57 '— дп? +0(п-3)). 


Здесь мы вместо е? используем обозначение ехр 2, поскольку это 
позволяет записывать сложный показатель степени в основной 
строке, а не в позиции верхнего индекса. Чтобы получить в окон- 
чательном итоге относительную погрешность О(п-3), нам прихо- 
дится раскрывать п(1—п-') с абсолютной погрешностью О(п-“), 
поскольку этот логарифм умножается на п. 

Итак, мы привели правую часть (9.41) к виду „\/2лп умножить 
на п"`'/е" умножить на произведение нескольких членов": 


(Тм! — 31-2 +0(п-3)) 
ити -3)) 
х (1-1! — п 2+0(п-3)) 
х (Т-+ ап! + (а+Ъ)п-? +0(п-3)). 


Перемножая скобки и включая все асимптотически малые члены 
в О(п-3), получим 


Там! + (аъ -— 5-2 + О(п-3). 


Н-да-а, мы надеялись прийти к | + ап ' + п? + О(п-3), по- 
скольку именно это требуется для соответствия с правой частью 
(9.40). Мы где-то ошиблись? Нет, все правильно; следовательно, 
а+ь — т =Ъ. 

Это рассуждение не доказывает справедливость аппроксима- 
ции Стирлинга, но кое-что все-таки доказано, а именно то, что 
формула (9.40) не может иметь места, если а не равно 15. Если 
заменить О(п 3) в (9.40) на сп? + О(п-“) и проделать все вы- 
числения с относительной погрешностью О(п-“), то можно за- 
ключить, что © = 588, в соответствии с табл. 491. (Этот способ 
определения а и Ъ не самый простой, но он работает.) 


Задача 3: п-е простое число 
Соотношение (9.31) есть асимптотическая формула для п(п), 
числа простых, не превосходящих п. Заменяя п нар = Р., п-е 
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простое число, мы получаем п(р) = п; следовательно 


_ _Р_ _Р__ 
= + о (чет) (9-42) 


при п —} со. Попробуем „решить“ это уравнение относительно р; 
тогда мы найдем приблизительную величину п-го простого чи- 
сла. 

Первый шаг состоит в упрощении члена О. Поделив обе ча- 
сти на р/шр, мы обнаружим, что ппр/р -» 1; следовательно, 
р/шр =О(п) и 


р п п 
О (пеар) = (аъ) = О (ат) 
(юр)? ор [об п. 
(Имеем (105р)-' < (105 п)-', так какр > п.) 
Второй шаг — переставить две части (9.42), исключая О. Эта 
процедура допустима ввиду общего правила: 


аа = 6, +О(п)) <= Ъ, = а +0({п)). (9-43) 


(Любое из этих соотношений следует из другого, если умножить 
обе части на —1 и прибавить а„ + Ъ.) Следовательно, 


р _ п 
из = 0) п(1 + 0(1/1оБ т.) 


и, значит, 
р = пр (1 + 0(1/105 п)) | (9-44) 


Это уравнение — ‚приближенное рекуррентное соотношение" для 
р = Ра, выражающее его через самого себя. Наша цель — преобра- 
зовать его в приближенную замкнутую форму и мы сможем сде- 
лать это, раскрывая рекуррентное соотношение асимптотически. 
Итак, попробуем раскрыть (9.44). 

Прологарифмировав обе части, получим 


шр = шп-+ Ш р + 0О(1/10о5 п). (9.45) 


Это значение можно подставить вместо |пр в (9.44), однако хо- 
телось бы, прежде чем выполнять подстановку, полностью изба- 
виться от р в правой части. Где-то в ходе преобразований послед- 
нее р должно исчезнуть; но от него нельзя избавиться обычным 
для рекуррентных соотношений способом, поскольку в (9.44) не 
определены начальные условия для малых р. 

Олин из подходов к решению состоит в том, чтобы сначала 
доказать более слабый результат р = О(п^). В этом можно убе- 
диться, если возвести в квадрат (9.44) и поделить на рп”, 





2 
- = ИР (1+0(1/105п)) , 


поскольку и правая часть стремится к нулю при п -} со. Пре- 
красно, мы теперь знаем, что р = О(п?); следовательно, |оёр = 
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О (105 п) и 105 1орр = О(1051оЕ п). Теперь мы можем получить из 
(9-45) 


пр = шп+0(1051о8 п); 


имея в руках эту оценку, мы можем заключить, что шшр = 
1 шп + О (10510 п/о п), и, наконец, (9.45) дает 


шр = шп + шт -+ О (105105 п/10оЕ п). 


Это выражение можно подставить в правую часть (9.44), и мы 
получим 


р =пшп-+пШШп-+О(п). 
Это и есть приближенная величина п-го простого числа. 


Эту оценку можно улучшить, использовав вместо (9.42) бо- 
лее точную аппроксимацию п(п). Следующий член (9.31) говорит 


нам, что 
р р р 
От) * 
"> р т (юр)? т (105 р)? (946) 
действуя, как раньше, получим рекуррентное соотношение А теперь, дети, 
снова выбрось- 
1-1 те исписанный 
р=п!р (1+ (вр) ")` (1+0(1/105п)*), (9-47) листок. 


имеющее относительную погрешность 0О(1/1ов п)? вместо Шум, свист. 
О(1/105 п). Логарифмируя и сохраняя члены до нужной точности 
(но не слишком много), получим 


шр = шп-+ шр + О (1/10 п) 








1пр 2\. 

= шп (1 + ти + О (1/10 п) ) 

—_ п №пи ]об |обп\2 
шпшпр = шшп + п + ( п ) 


Наконец, мы подставляем эти результаты в (9.47) и вот он, ответ: 





пп о( п ). 


Ри = папеиа ибп Е п (9.48) 


Если, например, п = 10%, то это выражение дает 15631363.6 + 
О (п/105 п); в действительности миллионное простое число равно 
15485863. Упражнение 21 показывает, что можно получить еще 
более точное приближение к Ра, если вместо (9.46) начать с более 
точного приближения к П(п). 
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Задача 4: одна сумма из старого итогового экзамена 

Когда в 1970-71 г. в Станфордском университете началось пре- 
подавание конкретной математики, студентам предлагалось най- 
ти асимптотическое значение суммы 


1 1 1 
АТ 2 пп 


с относительной погрешностью О(п-”). Представим, что мы сда- 
ем итоговый (домашний) экзамен и нам только что предложили 
именно эту задачу; какой будет наша первая инстинктивная ре- 
акция? 

Конечно же, мы не ударимся в панику. Первой нашей реакцией 
будет ПОДУМАТЬ О ГЛАВНОМ. Если положить п равным, скажем, 
10100 и посмотреть на сумму, то мы увидим, что она состоит из 
п, слагаемых, каждое из которых несколько меньше 1/п^; сумма, 
следовательно, несколько меньше 1/п. Вообще, можно получить 
неплохую отправную точку для асимптотического анализа, если 
оглядеть ситуацию в целом и получить оценку ответа „на глазок“. 

Попробуем улучшить нашу грубую оценку, выписав в каждом 
слагаемом его главные члены. Имеем 


1 1 1 кю ю к 
ок Или 12 + --5+0(-5) 
п +К п^(1Т-+К/п^) п т м п м 


вполне естественно попытаться просуммировать все эти оценки: 


(9.49) 


1 1 р в 14 
пе пе яв в О(в) 
1 1 2 22 23 24 
пр-т м + в в О (ло) 
] ] п 12 13 4 


ден = пе ме яв + О(лю) 


сх — п пп-+1) 
“12 214 "'”. 
Мы как будто приближаемся к результату $ = п! — тт 2 + 
О(п-3), полученному из суммы первых двух столбцов, но вычи- 
сления что-то уж очень разрастаются. 

Если упорно следовать этим путем, то мы в конце конпов до- 
стигнем цели; однако мы не станем заниматься суммированием 
остальных столбцов по двум причинам: во-первых, в последнем 
столбце появляются члены порядка О(п-°) при п/2 < К < п, так 
что сумма будет иметь погрешность О(п-?); это чересчур много, 
и нам придется добавить еще несколько столбцов. Неужели экза- 
менатор такой садист? Наверное, должен быть лучший метод. И, 
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во-вторых, такой лучший метод, и много лучший, действительно 
есть, причем он находится прямо у нас перед глазами. 
Действительно, нам известно выражение $. в конечном виде, 
это просто Ни2. и — Низ. Кроме того, мы знаем хорошую аппрок- 
симацию для гармонических чисел; применим ее дважды: 


1 


— 2 НИ Г. 
На2-и = Ш(п + п) +у+ (ип) 122+ п) +0(-5); 


1 1 1 
Н_, = ши? Ну -т5+0(-#). 
п 22 124 т8 
Теперь можно вынести главный член и произвести упрощения, 
как мы делали при анализе аппроксимации Стирлинга. Имеем 


1 1 ] | 


1 
2 —_ 2 —_\ — 2 __ _—__ 
1(п7+п) = шп +1а(1 + —) пи + а 52 + зтз 


] 1 1 1 


пи 12 13 по 
1 т_ 2 3 _ 


(2+1)? 14 п5 пб 


После ряда удачных сокращений мы получим 


Що 1-2 1 1-3 1-4: 1-5 _ 1-6 

$5 =\ пом дп ‘+ 5П Е" 
— Ти 1-4 1-54 1-6 

пой потоп 

14-5 _ 1-6 

ЕП дп 


плюс члены вида О(п_’). Чуть-чуть арифметики — и можно идти 
гулять: 


би 2 и“ п + 6+0О(п^”). (9.50) 


Было бы совсем хорошо, если бы мы смогли проверить ответ 
численно, как это было в предлылущих главах при выводе точ- 
ных результатов. Асимптотические формулы труднее проверять; 
в О-члене может скрываться произвольно большая константа, по- 
этому любая числовая проверка не дает окончательного ответа. 
Олнако на практике у нас нет оснований считать, что нам про- 
тивостоит противник, специально пытающийся сбить нас с тол- 
ку, так что можно надеяться, что неизвестная константа в О ло- 
статочно мала. С помошью карманного калькулятора вычислим 
54 = т + 18 + 19 + 56 = 0.2170107; наша асимптотическая оценка 
для п = 4 лает 


(1+1 (-5 + 1(-5+24+1(-5+1:7))))) = 0.2170125. 


Если мы сделали ошибку, скажем на т в коэффициенте при п °, 


то разность в о ВЕ проявится в пятой десятичной цифре; так что 
наша асимптотическая формула, видимо, правильна. 
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Задача 5: бесконечная сумма 

Теперь обратимся к одному вопросу об асимптотике, поста- 
вленному Соломоном Голомбом [78]: чему равно приближенное 
значение 


= = (9.51) 


К>1 


где М, (К) — число цифр, требуемых для записи числа К в системе 
счисления с основанием п? 

Первым делом попытаемся снова найти грубую оценку. Число 
цифр М„(К) приблизительно равно 105, К = 105 К/]0о5 п; так что 
слагаемые прерно равны (08 п)2/К(1о=К)?. Суммирование по К 
дает = (105 п) 25 2 1/К(105 К)?, а эта сумма сходится к константе, 
поскольку ее можно сопоставить с интегралом 

| > ах 1 |[> 1 


2 х(шх)2 —  №х} — №ш2° 


Поэтому мы ожидаем, что 5, есть примерно С(1оёп)? для неко- 
торой константы С. 

Подобный быстрый анализ полезен для ориентации, однако, 
чтобы решить задачу, нужна лучшая оценка. Одна из возможных 
идей — выразить М„(К) точно: 


№, (К) = 105 к] +Т. (9.52) 


Так, например, для записи К по основанию п требуются три ци- 
фры, если п? < К < п}, и ровно в этих случаях [10 К] = 2 
Таким образом, М. (К) > 105 К, значит, $, = ) „> 1/КМ (К )? 
1+ (105 п)? >) 1/К(1о=К)". 

Действуя как в задаче 1, мы можем попробовать записать 
№ (К) = 105. К-+ О(Т) и подставить это выражение в формулу 
для 5п. Слагаемое, записанное здесь как О(1), всегда лежит ме- 
жду 0и | ив среднем близко к т, так что оно себя ведет, наверное, 
очень хорошо. Но, тем не менее, эта аппроксимация недостаточ- 
но точная, чтобы сказать что-нибуль о 5; она дает нуль знача- 
ших цифр (т.е. большую относительную ошибку) при малых К, 
а именно эти слагаемые вносят основной вклад в сумму. Нужна 
новая идея. 

Ключ к решению (как в задаче 4) — применить наше искусство 
преобразования выражений и, прежде чем переходить к асимпто- 
тическим оценкам, привести сумму к более удобному вилу. Мож- 
но ввести новую переменную суммирования т = М, (К): 


м. = №, (К) [п < К< пм] 
2 о 
К 1 К, т>] 


1 
у (Ни — Ня" 1) . 


т>1] 
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Это выражение может показаться еще худигим, чем исходная сум- 
ма, но в действительности сделан шаг в направлении к цели, 
поскольку мы располагаем очень хорошей аппроксимацией для 
гармонических чисел. 

Однако пока мы придержим ее при себе и попытаемся еще 
кое-что упростить. Не надо спешить с переходом к асимптотиче- 
ским оценкам. Суммирование по частям позволяет сгруппировать 
члены с одинаковыми значениями Ни. _1, которые нам придется 
аппроксимировать: 


1 
У н(ы- к). 


К>1 


Например, Н.._| умножается на 1/2? и затем —на —1/3?. (Мы 
воспользовались также тем, что Нцо_1 = Но = 0.) 

Теперь мы готовы подставить выражение для гармонических 
чисел. Наш опыт оценки (п — 1)! подсказывает, что проще будет 
аппроксимировать Нок, а не Ник_1; в последнем случае появится 
много дополнительных членов из-за ‘—1’. Итак, мы пишем 


1 1 ] ] 
На к_1 = Ник — — = Ши" ++ +0(-я ) - — 
мк 


2 п] тк 
1 1 
= Кши + у— пк -- 0(-=). 


Теперь наша сумма сведется к 


=> (матчу - дк +0 (ж)) (в — Ета) 


К! 
= (шп)! + 9х2 — 553 (п) + О(Хз(п?)). (9-53) 


Осталось расписать четыре суммы: Ул, >), Х3(п) и Х3(п^), что 
уже просто. 
Н й, с 2 Хз (п О; 

ачнем, пожалуй, с >-3, поскольку >›3(п^) входит в О; таким 
образом, сразу будет видно, какую погрешность мы получим. 
(Нет смысла выполнять остальные вычисления с высокой точно- 
стью, если эти члены будут все равно поглощены О.) Эта сумма Большим 0. 
есть просто степенной ряд О-Очень большим. 


1 1 _ 
Уз (х) — у (#-ЕтЕ)* к, 


К>1 


и этот ряд сходится при х > 1, так что мы можем оборвать его в 
любом желаемом месте. Если оставить от Хз(п?) только слагае- 
мые с К = 1, то получим Хз(п?) = О(п-^); следовательно, (9.53) 
имеет абсолютную погрешность О(п-^). (Чтобы уменьшить эту 
погрешность можно было бы использовать более точную аппрок- 
симацию для Н‚ к; однако сейчас нам вполне достаточно точности 
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О(п-^).) Если оборвать >з(п.) на слагаемом с К = 2, получим 
Х3(м) = т +О(п-^); 


это как раз та точность, что нам нужна. 
Совсем просто вычислить >»: 


1 1 
ых (п-т) 
т К (К +1) 
Это телескопический ряд (1 — т) + (1 — 5) + ($ — 1) +... =Т. 
Наконец, ›-1 дает главный член суммы 5, коэффициент при 


ши в (9.53): 
1 1 


Это есть (1—1) + (2—2) + (8—3) +... ЕТ... = 


2 
но = 2/6. (Не примени мы раньше суммирование по частям, мы 
бы непосредственно увидели, что $ ^> У кы (пп)/К2, посколь- 


ку Ник_1 — Нлк-'!_1 ^^ шип; так что суммирование по частям не 
помогает в оценке главного члена, однако оно упрощает кое-что 
другое.) 


Итак, мы оценили каждую из сумм в (9.53), и теперь можно 
объединить все и выписать ответ к залаче Голомба: 


2 
п 3 1 
= = шп+у- = +0(-;). 
Заметьте, что это выражение растет медленнее, чем наша ис- 
ходная прикидочная оценка С(1]оёп)?. Случается, что дискрет- 
ные суммы не соответствуют интуиции, основанной на непрерыв- 
ности. 


м 


Задача 6: Ф большое 
В конце гл. 4 мы нашли, что число У дробей Фарея составля- 
ет 1+ Ф(п), где 


Ф(п) = $ф(1) +5(2) +... +Ф(п); 


в (4.62) мы показали, что 


Ф(п) = 5 > и АИ + Ч. (9.55) 


К>1 


Попробуем теперь оценить Ф(п), когда п велико. (Именно сум- 
мы такого вида, в первую очередь, привели Вахмана к введению 
символа О.) 

Размышление о ГЛАВНОМ приводит нас к выводу, что Ф(п), 
вероятно, пропорционально п?. Действительно, если последний 
множитель был бы равен |п/К| вместо [1+ п/К]|, то мы имели бы 
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|Ф(п)| < Ук [п/к]? < 5 > (п/к)? = = "оп, поскольку фун- 
кция Мёбиуса иц(К) принимает значения только —1, 0 или м Сла- 
гаемое ‘| -- ’в последнем множителе добавляет и и(к) [м/К]; 
но для К > п это нуль, так что сумма не может быть больше чем 
иН‚ = О(п1оё п.) по абсолютной величине. 

Этот предварительный анализ показывает, что, вероятно, 
удобно будет записать 


Ф(п) = 5 во ( 


Таким образом, мы убрали функцию пол; остается оценить сум- 
тот 2/1.2 
муз > к Н(К)п^/К” с точностью О(п]1оБп); иными словами, мы 
п. — 
хотим оценить >) „_| и(К)1/К? с точностью О(п '105 п). Но это 
уже легко; можно просто распространить сумму на все значения 
К ло со, добавляемые при этом члены составят 


и(К) 


ча -0(> а) - (> к-т) 
воет) °(). 


Мы доказали в (7.89), что )_ „1 М(К)/К" = 1/6(2). Следовательно, 
> к> и(К)/к? = ТИ (Ук 1/к? ) = —=6/п-2, и мы получаем ответ: 


К>и 


3 


Ф(п) = —п’ + О (поп). (9.56) 


9.4 ДВА АСИМИТОТИЧЕСКИХ 
ПРИЕМА 


Теперь, приобретя некоторую легкость в обращении с О, 
попробуем взглянуть на сделанное, имея в виду более далекую 
перспективу. Тогла наш арсенал асимптотических методов попол- 
нится новыми важными боевыми средствами, которые понадобят- 
ся нам для борьбы с более трудными задачами. 


(Как было показа- 

но Салтыковым 

в 1960 г. [266], 

погрешность 

этой формулы 

не превосходит 

О(п (105 п)2/3 х 
(105105 п)'*°). 

С другой сторо- 

НЫ, она Не есть 

о(п (105105 п)!/?) 

согласно Монт- 

гомери [224].) 
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Трюк 1: раскрутка 
При оценке п-го простого числа Р. в задаче 3 из разд. 9.3 мы 
решали асимптотическое рекуррентное соотношение вида 


Р, = пШР, (1 + 0(1/1о5п)). 


Мы локазали, что Р„ = пшп -+ О(п), сначала использовав ре- 
куррентное соотношение для получения более слабого результа- 
та О(п^). Это частный случай общего метода, называемого рас- 
круткой (Боофзтарр!аё), в котором для нахождения асимптоти- 
ческого решения рекуррентного соотношения мы начинаем с гру- 
бой оценки и подставляем ее в рекуррентное соотношение; таким 
способом часто удается получать все лучшие и лучшие оценки, 
как бы ‚поднимая себя за волосы. 

Следующая задача очень хорошо иллюстрирует метод рас- 
крутки: каково асимптотическое значение коэффициента ди = 


[2] С(2) в производящей функции 


К 


6(=) = ер( =) (9.57) 


к>1 
при п —} со? Продифференцировав это выражение по 2, найдем 


| 


С '(2) = У по” = (У =) С(2); 


п=0 К>1 


приравнивание коэффициентов при 2"`' в обеих частях лает ре- 
куррентное соотношение 


Ок 
пи = (9.58) 


О<К<п 





Наша задача эквивалентна нахождению асимптотической фор- 
мулы для решения (9.58) с начальным условием до = 1. Первые 
несколько значений 





мало что лают для выявления закономерности, а целочисленная 
послеловательность (п!?9„) не встречается в справочнике Сло- 
ана [276], так что о нахождении ди в замкнутой форме, видимо, 
не может быть речи, и лучшее, на что можно надеяться, — это 
вывод асимптотики. 

Нашим первым шагом на пути решения задачи будет наблю- 
дение, что 0 < 9. < Т для всех п > 0; это легко доказать по 
индукции. Итак, имеем для начала: 


Оп = О(Т). 
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Это уравнение можно использовать в качестве отправной точки 
для раскрутки: подставляя его в правую часть (9.58), получим 


пот = 2 фт = НлО(\ = О(оБт) 
0<К<п 
следовательно, 
1 
о, =0(-2“) для п > 1. 
п. 


Можно сделать еще один шаг раскрутки: 


О ((1 +155 К)/К) 
по К 
0<К<п 
1 Оо 
-п* 2 ми 
0<к 
_ 1 1 1 О (105 п) 
п” (++ т Е) п 
0<К<п 
1 2 1 2 
= —-+-—Н,_1О(05п) = —О(10бп)^, 
п п п 
что лает 
105 п \2 
д" = (-—) (9.59) 


Продолжится ли это до бесконечности? Может быть, мы получим 
д, =О(п ' 105 п)" для всех т? 

На самом деле нет; мы уже достигли поворотного пункта. По- 
пытка продолжить раскрутку приведет к сумме 


] 1 1 1 
у Кпк) — > (еже + а) 
<К<п 0<К<п 
2 


1 
= аНыт + НЫ, 


которая есть 0(п`'); так что мы не сможем получить для ди 
оценку, меньшую чем О(п_^). 

В действительности, сейчас мы уже знаем о ди достаточно 
для того, чтобы применить наш старый прием выделения главной 


части: 
9 ] ] 
2 + у *(-— =) 


О<К<п О<К<п 


1 1 ] К 
2%) + > —. (9.60) 


К>0 К2и О<К<п 





п 09" 





(Этот метод был 
впервые применен 
Лапласом [184]. 
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Первая сумма здесь С(1) = ехр(1 + 1 + д +...) = еп’/6, поскольку 
С (2) сходится для всех |2] < 1. Вторая сумма — это „хвост“ первой; 
можно получить верхнюю оценку, воспользовавшись (9.59): 


Хы - (5 8) - (8). 


2п 


Последняя оценка справедлива потому, например, что 


у бок <У у оп" +1)? 
К> п т>1 птхк<хит+1 КСК — 1) 
(т + 1)2(ю5п)? 
< а 
т>21] 


(В упр. 54 рассматривается более общий способ оценки остатков 
подобных рядов.) 
Третья сумма в (9.60) равна 


(05 п)" (ю5п)? 
О ——| = О |; 
> К(п —К) п. 
О<К< п. 
это устанавливается с помощью уже знакомых аргументов. Итак, 
(9.60) доказывает, что 
2 


п^/6 


е 
О. = 5 





+ О (105 п/п). (9.61) 


Наконец, мы можем вновь подставить эту формулу в рекуррент- 
ное соотношение, выполнив еще один шаг раскрутки; в результате 
получим 


п2/6 


ди = С 5 + О (105 п/п?). (9.62) 





Упражнение 23 ‚заглядывает внутрь" оставшегося О. 
у} 


Трюк 2: смена „хвостов“ 

Вывод (9.62) был в чем-то такой же, как вывод асимптоти- 
ческого значения (9.56) для Ф(п): в обоих случаях мы начинали 
с конечной суммы, но к асимптотическому выражению приходи- 
ли через рассмотрение бесконечной суммы. При этом нельзя бы- 
ло просто получить бесконечную сумму, добавив О к слагаемым; 
вместо этого приходилось действовать аккуратно и использовать 
один подход для малых К и другой — для больших. 

Эти наши рассуждения суть частные случаи важного трех- 
шагового асимптотического метода суммирования, который мы 
сейчас и обсудим с большей общностью. Всли нам нужно оценить 
значение »_‚ак(п), то можно попробовать следующий прием: 


1 Сначала разбить весь диапазон суммирования на два непе- 
ресекающихся диапазона О и Т.. Сумма по Ох должна быть 
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‚подавляющей“ частью, в том смысле, что она включает доста- 
точно членов, чтобы верно представлять наиболее значащие 
цифры всей суммы при больших п. Сумма по другому диапа- 
зону, Ти, должна составлять всего лишь „хвостик, вносящий 
незначительный вклад в общий итог. 


2 Найти асимптотическую оценку 


ак(п) = Бк(п) + О (ск(п)) , 
справедливую при К Е О_. Не требуется, чтобы эта оценка 
имела место при КЕ Т). 
3 Наконец, доказать, что каждая из трех сумм 


п) = > ап), Хм) = > вп 


КЕТ» КЕТ, 


Хе(п) = > [ск (п) (9.63) 


кЕО» 
мала. 


Если все три шага успешно завершаются, то получаем в итоге 
хорошую оценку: 


2 ап 
КЕО, ОТ, 


= У вм) + 0(54(п)) + 9(Хь(т)) +0(Я(п)). 


кЕОноТь 


Вот как это можно обосновать. Мы можем „‚„обрубить“ хвост у 
данной суммы, получив хорошую оценку в диапазоне О)’, там 
где это действительно нужно: 


У ап) = У (м) +0(ск (9) 


кЕО» КЕОн 


— У. бк (п) - О (Хс(п)) . 


кЕОн 


Хвост же можно заменить другим, даже весьма плохо аппрокси- 
мирующим первый, поскольку ни один из них не играет заметной 


роли: 
У. ак(п.) = У. (6к(п) — Вк(п.) + ак(п)) 
КЕТ, КЕТ, Асимптотический 
анализ — это искус- 
— > Бк(п) + О(Хь(п)) + О(Ха(п)). СТВ; ИСКУССТВО В 
КЕТь том, чтобы знать, 


когла можно быть 
небрежным, а 


ак(п) = [0<К<п]9к/(п- К), когда требуется 
ТОЧНОСТЬ. 

Вк (п) — к/п, 

ск(п.) = Кодк/п(п — К); 


Например, когла мы оценивали сумму в (9.60), имели 


Еще пример: 
лошади часто раз- 
махивают хвостом 
в предчувствии 
кормежки. 
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лиапазоны суммирования были 
О; = {0,1,.... п-1}, Т ={пп-+Т....} 
и мы нашли, что 
2а(п) =0, Хь(п) = О ((105п)*/п^), Хе (п) = О((ювт)*/п”). 


Это дало (9.61). 
Аналогично, оценивая Ф(п) в (9.55), мы взяли 


ак (т) = (К) [п/к -п/К], 6к(п) = в(К)и^/К^, ск(п) = п/к; 
и п}, а] 


Мы вывели (9.56), заметив, что Х.(п.) = 0, Хь(п.) = Ом) их. (п) = 
О(п]орп). 

Рассмотрим еще один пример, где эффективно такое ‚перебра- 
сывание хвоста“ (В отличие от предыдущих примеров, этот иллю- 
стрирует рассматриваемый трюк в его максимальной общности, с 
Ха(п) 72 0.) Мы хотим найти асимптотическое значение величины 


131 (п + 2К) 
к>20 
Основной вклад в эту сумму вносят малые К ввиду наличия в 
знаменателе К!. В диапазоне малых К имеем 
2 22 23к 
ш(и + 2*) = шп - = о(=;). .6 

Мы можем доказать эту оценку для 0 < К < [151], поскольку 
члены, включенные в О, ограничены сходящимся рядом 


кт 23к 2К(т-3) 23к ] 1 23к 
ия 9 биз (54+) = 15.2) 


т>23 т>3 


(В рассматриваемом диапазоне 2^/п < 28 < 7.) 
Следовательно, мы можем применить описанный трехшаго- 
вый метод, положив 
ак(п) = ш(п - 2°)/К!, 
Ък (п) = (шп + 2\/п — 4/22) /К!, 
ск(п.) = 8*/п3К!: 
О; = {0,1,..., 161] —1}, 
Т‚ = {ПЦ п|, 15| +Т1...}. 
Все, что остается сделать, —это найти хорошие оценки для трех 
величин > в (9.63), и мы установим, что >_ „о ак(п) ^ > хо бк(п). 


Погрешность, допущенная в главной части суммы, Х‹(п) = 
к/- 3 , 
> кео, 8“/п?К!, очевилным образом ограничена суммой 
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ко 8/п3К! = е8/п3, так что ее можно записать как О(п 3). 
Погрешность, вносимая новым хвостом, составляет 








[5ь(п)| = У. бк(п 
к> |1 п| 
шп 2+ 4к 
< 
К> [18| 
ши +2081] + 408 п] 4 ( п2 
О м — ем! 
15п|! о К! 15п.|! 
Поскольку [16 п|! растет быстрее любой степени п, эта, малень- 
кая погрешность поглощается слагаемым Х‹ (п) = О(м- 3). Хвост „... ДЛЯ Ма- 
исходного ряда, ленькой такой 
кт ши компании...“ 
У оф < У К, 
К> [1 п | К> [11| 


еше меньше. 
И наконец, можно легко вычислить сумму > ко к (п) в за- 
мкнутом виде, и мы получаем желаемую асимптотическую фор- 


мулу: 


13 (п + 2*) е’ е“ 1 
ко =ешт+ 5-2 +0(=5 3). (9.65) 


Из использованного метода совершенно ясно, что, на самом деле, 


(п +2“) _ м е? ] 
ти = ешп + >С т Е +0(-=} (9.66) 


для любого фиксированного т > 0. (Это начальный отрезок 
ряда, который расходится для любого фиксированного п, если 
устремить т. к со.) 

В нашем решении есть только один недостаток: мы были че- 
ресчур осторожными. Мы вывели (9.64) в предположении К < 
[15п.|, тогда как в упр.53 показывается, что эта оценка в дей- 
ствительности справедлива для всех значений К. Знай мы этот 
более сильный результат, нам не пришлось бы использовать трюк 
с двумя хвостами; мы могли бы сразу прийти к окончательному 
результату! Однако позднее нам встретится задача, где смена хво- 
стов является единственным разумным приемом. 


9.5 ФОРМУЛА СУММИРОВАНИЯ 
ЭЙЛЕРА 


А теперь, в качестве слелующего трюка — и это, на самом 
деле, последний важный прием в этой книге — мы обратимся к 
общему методу аппроксимации сумм, который был впервые опу- 
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бликован Леонарлом Эйлером [365] в 1732 г. (Идею метода иногда 
связывают с именем Колина Мак-Лорена, профессора математи- 
ки в Эдинбурге, открывшего этот метод независимо чуть позд- 
нее [211, с. 305].) 

Вот основная формула: 


Ь 
+ Вм, (9.67) 


а 


У а = [я 9+) Та 


а<к<Ь 





где Ки = я Ви (9) нд ах, 


а м 


целые а < Ъ; целое т 21. (9.68) 


Слева находится типичная сумма, оценка которой нам может по- 
надобиться. В правой части — другое выражение для той же сум- 
мы, включающее интегралы и производные. Если {(х) — лоста- 
точно ‚Гладкая‘ функция, то она будет иметь т производных 


+'(х),..., "9 (х) и эта формула окажется тождеством. Выраже- 
ние в правой части зачастую оказывается превосходной аппрок- 
симацией суммы в левой части, в том смысле, что остаток Ки 
мал. Так, например, мы увидим, что аппроксимация Стирлинга 
для п! есть следствие формулы суммирования Эйлера; то же са- 
мое справедливо для нашей асимптотической аппроксимации для 
гармонических чисел Ни. 

Числа Вкв (9.67) — это числа Бернулли, встречавшиеся нам в 
гл. 6; функция Ви ({х}) — многочлен Бернулли из гл. 7. Запись {х} 
обозначает дробную часть, х — |х|, как в гл.3. Формула сумми- 
рования Эйлера сводит все эти понятия вместе. 

Вспомним значения нескольких первых чисел Бернулли; все- 
гла удобно иметь этот список неподалеку от общей формулы Эй- 
лера: 


Во =Т, В =- ›, В2=в В4 = -з5, Ве = 45, В8 = 55; 


В; = В = В7 = Вэ =Ви =... =0. 


Якоб Бернулли открыл эти числа, когла он изучал суммы сте- 
пеней целых чисел, и формула Эйлера говорит нам, почему 
так произошло: если мы положим {(х) = х"-', то булем иметь 


(т (х) = 0; следовательно, К. =0и (9.67) сведется к 


т Ь 


т-—1 х" | Вк ко т-—К 
Ук =— + > ет - Ех 


а<к<Ь а К=1 ^“ а 


=> (1 вы (“К — а"-к). 


К=0 
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Так, для т = 3 получим наш любимый пример подсчета суммы: 


У ю= 3 Воп? + (ви + (5) вы) 


О<К<и 
п? п п 
3 2 6 
(Это — последнее место в книге, где мы выводим эту замечатель- Все хорошее когда- 
ную формулу.) нибудь кончается. 


Прежде чем доказывать формулу Эйлера, рассмотрим сообра- 
жения высшего порядка (принадлежащие Лагранжу [177]) о том, 
почему такая формула должна иметь место. В гл.2 был опре- 
делен разностный оператор Д и объяснено, что оператор )_— 
обратный к Д, точно так же, как | является обратным к операто- 
ру лифференцирования О. Можно выразить А через О, восполь- 
зовавшись формулой Тейлора: 


"(хх Ё( 2 
т ету © -... 


Подстановка Е = | дает 





(хе) = {(х) + 


ДЕ(х) = {(х +1) —(Кх) 
= +" (х)/ ++" (х)/21 + +" (х)/3! +... 
= (2/1! + 02/2! + 03/3! +...) +(х) = (е? 1) (х). (9.69) 


Здесь е обозначает лифференциальный оператор 1 + 0/1! + 
02/2! + 03/3! + .... Поскольку А = е? —1, обратный оператор 
х = 1/А должен выражаться как 1/ (е? — 1); а мы знаем из 
табл. 386, что 2/(е* —1) = )_„-оВк2“К! — степенной ряд, вклю- 
чающий числа О нтллх Таким образом, 


В В В В 
= + + 5+5. 0° ЛЬ 0“. (9.70) 


и 2 
к>1 


Применив это операторное уравнение к {(х) и добавив пределы, 
получим 


Утв = [|1 ю4х+у 


К>1 


(9.71) 


а 





а это — в точности формула суммирования Эйлера (9.67) без оста- 
точного члена. (Ни Эйлер и никто другой не рассматривали 
остаток до тех пор, пока С.Д. Пуассон [248] не опубликовал в 
1823 г. важную работу о приближенном интегрировании. Оста- 
точный член играет важную роль, поскольку бесконечная сум- 


ма к (Вк/ К!) (х)[ часто оказывается расходящейся. Наш 
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вывод (9.71) был чисто формальным, мы не касались вопросов 
сходимости.) 

Теперь докажем формулу (9.67), включающую остаточный 
член. Достаточно провести доказательство только для случая 
а = 0, Ь = 1, т.е. доказать, что 


1 т Вх 1 1 
(0) = | (х) ах- > ит + (х) 
к=1 “ 





0 


1 
о” | Рая ах, 


поскольку затем можно заменить {(х) на {(х + И) для любого це- 
лого |, получив 


1--1 м В 1-1 
(0 -| Как 
т к=1 ^ 


1--1 Ви Г 
==" | Ве) ах. 





1 


Общая формула (9.67) есть просто сумма этих тождеств по диапа- 
зону а < 1< БЪ, поскольку промежуточные члены благополучно 
сокращаются. 
Доказательство в случае а = 0и 6. = 1 будем вести индукцией 
по т, начиная с т = ]: 
1 1 ] 
#(0) = | (х) ах — (И) — #(0)) + | (х — т)! (х) Ах. 
0 0 


(В общем случае многочлен Бернулли определяется уравнением 


Ви (х) = (>) Вох" + (твих"- +... + (") Вшх’, (9.72) 


в частности, В1(х) =х— 7.) Иными словами, мы хотели бы дока- 
зать, что 


#(0) ++(1) _ Г 
2 


1 
Е(х) «+ | (х — т) (х) ах. 
0 


0 


Но это есть просто частный случай формулы интегрирования по 
частям 


] 1 
ум = | их) д + | ук) аи (9-73) 


для и(х) = Ех) иу(х) = х-— 5. Итак, случай т = | оказался 
несложным. 
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Чтобы перейти от т — 1 к \ и тем завершить индукцию для 
_ 1 
т. > 1, нам достаточно доказать, что В и_1 = (Ви/ м!) (т 1 (х) | + 
Ки, т.е. установить справедливость равенства 


т "Вт 1(Х) (т—1) 
(-1) | (пт! (х) ах 


Вт 








Оно приводится к уравнению 


1 
(ПВ. (х) 





0 


1 1 
= т | Ви_1(х) 0“ (х) ах+ | Ви (х)(" (х) ах. 
0 0 


И снова к этим двум интегралам применимо соотношение (9.73) Неужели авторы 
си(х) = И"-Т (х) иу(х) = Ви(х), поскольку производная много-  НИКоГда не перей- 
члена Бернулли (9.72) есть дут на серьезный 


лад? 
вх (ватт (коли 


=ту_ ("1") Вкх""К=тВи-1(х). (9.74) 
К 


(Здесь полезно тождество поглощения (5.7).) Таким образом, тре- 
буемая формула будет иметь место в том и только в том случае, 
когда 


= Ви (х) "1 (| 


(ПВ |. 


ь 


Иначе говоря, нам требуется, чтобы 
([-1)"Вщи = Вщ(Т) = Ва (0) для т > 1. (9.75) 


Это может слегка смутить, ясно ведь, что Ви(0) равно Вщ, а 
не (-1)"Ва. Но на самом деле здесь все в порядке, поскольку 
т > 1; как мы знаем, Ви есть нуль для нечетных т. (Тем не 
менее, мы чуть было не влипли.) 

Для завершения доказательства формулы суммирования ЭйЙ- 
лера осталось показать, что Ви (1) = Ви (0), что эквивалентно 


У (тв. = в. для т > |. 
к 


Но это есть в точности определение чисел Бернулли (6.79), так 
что доказательство завершено. 
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Тождество В! (х) = тВи_1(х) означает, что 


' т ] — Вт 
| В. (х) ах = Вит (Т) +1(0)_ 
0 т, + | 


а теперь мы заключаем, что этот интеграл равен нулю для т > 1. 
Следовательно, в остаточном члене формулы Эйлера 


СОН р (т) 
Ки = | В. ({х}) #" (х) ах 


| 
. а 


множителем при #" (х) стоит функция Ви ({х}) с нулевым сред- 
ним значением. Это означает, что Ки может оказаться довольно 
малым. 

Посмотрим внимательнее на функции Ви(х) для 0 <х < 1, 
ведь Ви(х) управляет величиной Ки. Здесь приведены графики 
Вн(х) для первых двенадцати значений т: 


В+ (х) чо Ча, ——_—“ —\_ 7х 


Хотя многочлены от Вз(х) до Ве(х) достаточно малы, в конеч- 
ном итоге многочлены и числа Бернулли сильно растут. К сча- 
стью, Ки, содержит компенсирующий множитель | /т!, помогаю- 
щий усмирить стихию. 

Когда т. > 3, график Ви(х) становиться очень похож на вол- 
ну синуса; в упр. 58 доказывается, что и на самом деле функция 
Ви(х)} может быть аппроксимирована отрицательным кратным 
со5(2тх. — упт) с относительной погрешностью 1/2". 


В общем случае, функция Влк+1 (х) отрицательна для0 <х< 7 


и положительна для 5 < х < Т. Следовательно, ее интеграл 


Влк-+2(х)/(4К + 2) убывает при 0 < х < 1 и возрастает при 
. <х < 1. Более того, имеет место равенство 


Вак+1(1—х) = —Вак+т (х) для 0 < х<Т, 
откуда следует 


Вак+2(1 —х) = Вак+2(х) для 0 <х < 1. 
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Постоянное слагаемое В4к.› обеспечивает нулевое значение ин- 


теграла Г В4к-+2(х) 4х, следовательно, Влк+2 > 0. Интегралом от 
В4к-+2(х) будет функция Влк-+з(х)/(4К + 3}, которая, следователь- 
но, положительна для 0 < х < : и отрицательна для : <х<Т; 
кроме того, Влк+-3(1 —х) = —Вак+з(х), так что Влк+з(х) облада- 
ет всеми свойствами, постулированными для В4к-1(х), но с про- 
тивоположным знаком. Следовательно, Влк+4(х) имеет свойства 
функции Влк+2(х) с противоположным знаком. Следовательно, 
В4к-+5(х) имеет свойства функции Влк+1(х) и мы завершили цикл, 
устанавливающий индуктивно сформулированные свойства для 
всех К. 

В соответствии с результатами нашего анализа, максимальное 
значение В›„(х) должно достигаться либо при х = 0, либо при 


х = т. В упр. 17 доказывается, что 


В2(1) = (21-^" — ПВ2щ ; (9.76) 
поэтому имеем 
[Вам ({х}) | < |В2щ|. (9.77) 


Отсюда получается полезная верхняя оценка остаточного члена 
в формуле суммирования Эйлера, поскольку, как мы знаем из 


(6.89), 





|В2"| _ _› 
(2)! (2”)2т 2 ет я = 0((2”) ^^") при т > 0. 


Следовательно, формулу суммирования Эйлера (9.67) можно пе- 
реписать так: 


Ук ЕК = | по ах- 5х на гк) ›(х)[ 





а<к<ь К=1 
ь 
+0((2^)-2") | (2) (х)[ ах. = (9.78) 
а 
Если, например, !(х) = е*, то все производные совпадают, и 


последняя формула говорит нам, что )<кдье“ = (е? — е) х 
(1 — т + В2/2! + В4/4! + --- + В2щ/ (2т)! ) + 0((2^)-="). Разуме- 
ется, эта сумма есть сумма геометрической прогрессии, равная 
(е° — е‘)/(е— 1) = (е? — е" | Вк/К!. 

Если #2" (х) > 0 для а <х < Ъ, то интеграл Г (2) (х)| 4х 


есть просто #(2"-1) (х)[?, поэтому 





В 2т-—1 Ь 
ПВ < ИС" 696 
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иначе говоря, в этом случае остаточный член ограничен вели- 
чиной последнего члена (члена непосредственно перед остаточ- 
ным). Можно дать даже лучшую оценку, если известно, что 


2+2) (х) 20 и 12") >20 дляа<х<Ь. (9.79) 


Оказывается, что отсюда вытекает соотношение 


В2т+2 с(2т+т) 
для некоторых 0 < 9. < 1; (9.80) 


здесь остаточный член лежит между 0 и первым отброшенным 
членом в (9.78) — т.е. членом, который мы добавили бы вслед за 
последним членом в случае увеличения 1\. 

Вот доказательство. Формула суммирования Эйлера справед- 
лива для всех т, и Вщ+1 = 0 для т >> 0; следовательно, Км = 
К>и-+1 и первый отброшенный член равен 


Км — Км. 


Поэтому нам надо доказать, что К›м лежит между и К›«—К2т-2; 
а это имеет место тогда и только тогда, когда Ки и К›и-+2 имеют 
противоположные знаки. Мы утверждаем, что 


2+2) (х) > 0 дляа <х < Ъ влечет (—1)" Ви > 0. (9.81) 


С учетом (9.79) это доказывает, что Км и К›ш+2 имеют противо- 
положные знаки, поэтому доказательство (9.80) на этом заверша- 
ется. 

Доказательство (9.81) оказывается нетрудным, если вспом- 
нить определение К›и-.1 и доказанные нами факты о графике 
В>м-1(х). Действительно, имеем 

ы 
Км = Ката = | Вал (60) ета () 4х, 
а (2т +1)! 


причем #2?"+(х) возрастает ввиду положительности производ- 
ной #(2"-2) (х). (Более точно, #2" +1 (х) не убывает ввиду неотри- 
цательности ее производной.) График Влт-+1 ({х}) выглядит как 
синусоила, умноженная на (—1)"*', поэтому из геометрических 
соображений ясно, что вторая половина каждой волны синусои- 
ды, будучи умноженной на возрастающую функцию, оказывает 
большее влияние на интеграл. Это обеспечивает (—1)"Ки-1 > 0, 
что нам и нужно. Формально этот результат доказывается в 


упр. 16. 


9.6 ЗАВЕРШАЮЩЕЕ 
СУММИРОВАНИЕ 


Под конец этой книги настало время просуммировать все и 
подвести итоги. Мы рассмотрим несколько интересных и важных 
примеров и применим к ним формулу Эйлера. 


516 АСИМИТОТИКА 


Сумма 1: слишком простая 

Сначала рассмотрим, хотя и интересный, но не важжный при- 
мер, а именно сумму, которую мы уже умеем вычислять. По- 
смотрим, что скажет нам формула Эйлера, если применить ее 


$ 


к „телескопической“ сумме 


11 1 
-2 ЕЕ У (ет) =1- п 


1<К<ц 1<К<и 


Не помешает, наверное, предварить серьезные приложения фор- 
мулы Эйлера анализом асимптотического аналога матрешки. 

Для начала можно разложить функцию {1(х) = 1/х(х + 1) на 
простейшие дроби, 


] ] 
(х) = = ——- 
С) х х+1’ 
так как это упрощает интегрирование и длифференцирование. 
Имеем +'(х) = —1/х?2 + 1/(х + 1)? и Ё"(х) = 2/х? -— 2/(х +1}; 


в общем случае 


#®(х) = (- ПЕ — ПЕН) №мяк2 0. 


Далее, 





| (х) ах = шх-Ш(х + | = т 


Подставляя эти выражения в формулу суммирования (9.67), по- 
лучаем 


тж с Вк (1 ] ] 
баш Тк 4 
А уж ® (=- (п+1* 1+ Е) +9). 


где Ви(п) = -[ „(69) (= - ет) 4% 


Например, для т = 4 правая часть равна 


2 1/1] 1 ] 1 1 1 
(п-т) па -нны- 2) 


Что-то тут не так; это определенно не похоже на правильный 
ответ 1—п_'. Но все же пойдем дальше и посмотрим, что мы по- 
лучили. Мы знаем, как расписать слагаемые правой части через 
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отрицательные степени п. до, скажем, О(п-”): 





2 — г = +202 - зп +10 4+0(п”), 

т = п'- п 2+ пЗ- п 1+ Оп°), 

и = п? — 21-3 + 31“ + О(п-”) , 
1 — —4 —5 


Следовательно, сумма членов в правой части аппроксимации дает 


1,1 1 тут). - 
Ш +16 — а (1-м + (5 -2-п+тп" 

++ - тб) п“ 4 (п) 
+ В4 (п) + О(п-?). 


Коэффициенты при п_^, п 


как им и положено. 

Если с этим миром все в порядке, то мы должны бы суметь 
доказать, что В4(п) асимптотически мало, может быть, О(п-?), и 
в результате мы получим аппроксимацию нашей суммы. Но до- 
казать это, по всей видимости, невозможно, поскольку, как мы 
знаем, постоянное слагаемое равно 1, а не ш2-+ 25 (что есть при- 
мерно 0.9978). Таким образом, Кл(п) в действительности равно 
8 —№2+О(п “), но формула суммирования Эйлера ничего не 
говорит нам об этом. 

Иными словами, мы потерпели неудачу. 

Попытаемся исправить положение. Заметим, что постоянное 
слагаемое в аппроксимации, по мере роста т, следует схеме: 


-3 и п“ благополучно сократились, 


1 1.3 1.7 1.15 1.31 


Может быть, мы покажем, что этот ряд сходится к 1, когда чи- 
сло слагаемых становится бесконечным? Но нет; числа Бернулли 


возрастают очень быстро. Например, В›2 = 854513 > 6192; следо- 


вательно, [622 (п)| будет гораздо больше, чем |184 (п )|. Мы оконча- 
тельно зашли в тупик. 

Тем не менее, путь к спасению существует, и этот обходной 
путь, оказывается, очень полезен и в других приложениях форму- 
лы Эйлера. Ключевой момент здесь — заметить, что К4(п) стре- 
мится к некоторому пределу при п -} со: 


Пт К4(п) = -Г Вл ({х}) (-3 — 


песо 1] 


] 
ТЕ) Ах = К. (со) . 
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Интеграл [| Вл ({х}) {(" (х) ах будет существовать, если {(" (х) = 
О(х-2) прих - со, и это несомненно так для {(*) (х). Далее, имеем 


Ва(п) = Ва (65) + | В+ (66) (35 утв) 


и 


= 4 (со) + (| х 6 ах) = Вл (со) + О(п-?). 


м 


Итак, мы доказали, с помощью формулы Эйлера, что 


У Е = 12+ 25 -п 1! + 84 (00) + О(п-5) 


1<К<и 


= С-п'+О(п 5) 


для некоторой константы С. Мы не знаем, что это за констан- 
та — для ее нахождения нужны другие методы, — однако формула 
суммирования Эйлера позволила нам установить, что константа 
существует. 

Лопустим, мы выбрали значительно большее значение т. То- 
гла те же рассуждения покажут, что 


К„. (п) = Ки.(с0) + Оп" ') , 


и мы приходим к формуле 





1 
—С— —т-—1 
> И —п'+с2п 2+4 с3п7 3+... "+0 (п ) 
1<К<п 


для каких-то констант со, сз,.... Мы знаем, что в нашем слу- 
чае все константы с оказываются нулевыми; тем не менее, до- 
кажем это, хотя бы для того, чтобы восстановить репутацию 
(если не свою, то формулы Эйлера). ВНОСИТ В Ст 








ит 
слагаемое (—1)"/т; вклад члена (—1)"*1 (В ти вси соста- 
вляет (—1)"+1ТВ „/т; а вклад члена (—1)К(Вх/К)(п + 1)-^ равен 
("т Т)Вк /К. Следовательно, 


1 В © /([м-П Вк 
тен = —^ 
Г О”е т ин» (т) 
Ви Те /м 
—— + — В 
що (в 


К=1 


31-8 - 


(1 — Ви + Вщ(1) — 1) | 
Совершенно ясно, что это нуль для т, > 1. Мы доказали, что 


1 
— С— —1 —т-—1 1. 
2 ЕТ п Оп ) для всех т 21. (9.82) 
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Формулы (9.82) недостаточно, чтобы доказать, что сумма точно 
равна С—п_\; она может равняться С-п_'+2-" или чему-либо 
в этом роде. Но формула суммирования Эйлера все же дала нам 
точность О(п-"`') для произвольно большого т, даже несмотря 
на то что мы не оценивали явно ни одного остаточного члена. 


Снова сумма 1: выводы и обобщения 

Прежде чем разделаться с нашим тренировочным примером, 
попробуем вновь взглянуть на сделанное в более широком аспек- 
те. Мы начинали с суммы 


5„= } ЧЮ 


1<К<п 


и, воспользовавшись формулой суммирования Эйлера, получили 
5п — Е(п.) — ЕТ) - У (Тк — ТГ» (1 )) - Ки (п.) › (9.83) 
к=1 


где Е(х) есть | {(х) 4х, а Тк(х) — определенное выражение, вклю- 
чающее Вк и К (х). Мы заметили также, что существует кон- 
станта с, такая, что 


1% (х)=О(х°") при х-›со для всех достаточно больших т. 


(А именно, у нас было (К) = 1/К(к +1); Ех) = ш(х/(х +1); 
с=-—2 и Ть(х) = (-П*+'(Вк/К) (х-* — (х+1)-*).) Это означает, 
что для всех достаточно больших т остаточные члены имеют 
маленький хвост, 


К. (п) = К (09) — Км (п) 


= (—1)" Г В (5) т) (х) ах = О(п*+'”). (9.84) 


Следовательно, мы можем заключить, что существует констан- 
та С, такая, что 


т 


5, = Е(п) +С+» Ть(п) — В (п). (9.85) 
К=1 


(Заметьте, что С счастливым образом вобрала в себя неприятные 
члены Тк(1).) 

Мы можем сэкономить усилия в будущих задачах, сразу утвер- 
ждая существование константы С в тех случаях, когла Ки (со) 
существует. 

Предположим теперь, что #2?" +?) (х) > 0и #2" +4 (х) > 0 для 
Т < х < п. Мы доказали, что отсюда следует простая оценка 
(9.80) остаточного члена: 


К2м (п) = От, (12-2 (п) — Тот-+2(1 )) , 
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где 9. лежит между 0 и 1. Но на самом деле нас не интере- 
сует оценка, содержащая К›и(п) и Т2ш-+2(1); мы, в конце концов, 
избавились от Тк(1) путем введения константы С. Что нам дей- 
ствительно нужно, так это оценка вида 


—В> (п) = фтп Г2м-+2(п) 


при 0 < фил < 1; она позволила бы вывести из (9.85) соотноше- 
ние 


5" = Ем) +С+Тип) + У Так(п,) + Фи м Г2т--2 (п) , (9.86) 
К=1 


и здесь остаточный член будет действительно лежать между 0 и 
первым отброшенным членом. 

Незначительная модификация наших предыдущих рассужде- 
ний полностью исправляет положение. Допустим, что 


(2+2) (к) 20 и +2" (х) >20 — прих-зоо. (9.87) 


Правая часть (9.85), если рассматривать только остаточные чле- 
ны, имеет точно такой же вид, как формула суммирования Эй- 
лера (9.67) для а =пиЪ = сю, взятая с обратным знаком, и по- 
следующие остаточные члены получаются индукцией по т. Сле- 
довательно, в этом случае можно применить наши предыдущие 
рассуждения. 


Сумма 2: гармония гармонических чисел 

Теперь, научившись столь многому на тривиальном (но на- 
дежном) примере, мы легко справимся с нетривиальным. Исполь- 
зуем формулу суммирования Эйлера для вывода аппроксимации 
чисел Ни, уже объявленной ранее. 

В этом случае {(х) = 1/х. Вычисляя сумму 1, мы уже изучили 
интеграл и производные #; как и ранее, #("(х) = О(х_"-1) при 
х —> со. Поэтому можно сразу же использовать формулу (9.85): 


т 
_Вк р 
Кп2к 2т 
— КП 


У ГЕ шп+С+Вт (п) 


1<К<п 


для некоторой константы С. Сумма слева есть Ни_1, ане Н;; од- 
нако оказывается удобнее работать с Н„_1 и позднее добавить 
1/п, чем возиться с (п +1) в правой части. Тогла Ви! пе- 
рейдет в (В +1)п_' = 1/(2п). Обозначим константу буквой у 
вместо С, поскольку константа Эйлера у определяется ровно как 
117, (Ни — шп). 

С помощью развитой только что теории можно хорошо оце- 
нить остаточный член, поскольку #(2") (х) = (2т)!/х2 "+1 > 0 для 
всех х > 0. Следовательно, из (9.86) получаем 


1 В В 
Н, — шп+у+ — — к 2т-2 


дп 2 кие бт 2) тата, (9-88) 
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где 9 „ — некоторая дробь между 0 и 1. Первые члены этой об- 
щей формулы приведены в табл. 491. Например, для т = 2 будем 
иметь 
] ] ] 9} „. 
Н, =1 м. .8 
ТТ 1202 | 12014 25216 (9.89) 
Это уравнение, оказывается, дает неплохое приближение к у уже 
при п = 2: 





у = Н2 — №2 1+ — зо +6 = 0.577165... +е, 


где е лежит между 0 и ТЕР. Если взять п = 10* ит = 250, то 
можно вычислить значение у с 1271 верной десятичной цифрой, 


начинающееся так: 


у = 0.57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243.... (9.90) 





Однако константа Эйлера встречается и в других формулах, что 
позволяет вычислять ее еще эффективнее [290]. 


Сумма 3: аппроксимация Стирлинга 

Если {(х) = шх, то 1'(х) = 1/х, и мы можем оценить сумму 
логарифмов, используя практически те же вычисления, что и для 
суммы обратных величин. Формула суммирования Эйлера дает 


пи. и В>к 
У шк Пт -п+0- 5+) окажет 
1<К<п К=1 
В2щт-+2 
т т 2) От Питт 


где о есть определенная константа, „константа Стирлинга“, и 


0 < фтп < 1. (В данном случае #2" (х) не положительна, а от- 
рицательна; но мы можем по-прежнему утверждать, что остаточ- 
ный член подчинен первому отброшенному, поскольку мы могли 
бы начать с функции {(х) = — шх вместо {(х) = шх.) Добавление 
к обеим частям шп приводит при т. = 2 к соотношению 


шип, ] 1 Ф2 п 
ши! = —_ ШИ ИИ п. , 
пп! = пюп-—-п+ 5 49+ 15 за 3+ 176 5 (9:91) 


Аппроксимацию из табл. 491 можно теперь получить, взяв ‘ехр’ 
от обеих частей. (Значение е” оказывается равным Ул, но до- 
казательство этого мы пока отложим. В действительности сам 
Стирлинг не знал точного значения константы еще несколько лет 
после того, как де Муавр [99] доказал ее существование.) 

Если т фиксировано, а п стремится к со, то общая формула 
дает все лучшие и лучшие аппроксимации для ш п! в смысле абсо- 
лютной погрешности, следовательно, эти приближения являют- 
ся все улучшающимися приближениями п! в смысле погрешности 
относительной. Но если п фиксировано, а т возрастает, то оценка 
погрешности |Вэм-.2|/(2т + 2) (21 -+ 1)п2"+1 убывает лишь до не- 
которого предела, а затем начинает расти. Таким образом, у этой 
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аппроксимации имеется некоторый порог точности, переступить Здесь не проходил 
который мешает что-то вроде принципа неопределенности. ли Гейзенберг? 
В соотношении (5.83) из гл.5 мы обобщили факториалы на 
произвольные вещественные числа х с помощью определения, 
предложенного Эйлером: 


1 
— = |1 (“= 
х! п со п 


Пусть © — большое число; тогда 


м 
шо! = Шо (т + пп! — У ш1(х - к) 
по 1 
и для оценки этой суммы можно использовать формулу сумми- 
рования Эйлера с {(х) = ш(х-+ ох): 


У ш(к+ о) = Е„(%п) — Ра(, 0) + В2т(% п), 
К=] 


Ри (0х) = (х+х) ш(х+ <) —-х+ щие 
В2к 


т 
т 2 2К(2кК — 1) (х + х)2к-1 › 


м 
В. (хп) = | Ват (9) 4 
б т  (х+а)7т 
(Здесь мы воспользовались (9.67) для а = би Ъ = тп и затем 
добавили (п + х) — шос к обеим частям.) Если вычесть эту ап- 
проксимацию суммы )_„_/, ш(К- о) из аппроксимации Стирлинга 
для шп|, добавить х шп и перейти к пределу при п -} со, то по- 


лучим 
шх 
шо! = яша-я+ о 
— В 5 В ({х 4 
+>_ — 2к—1 -| Ц у —- 
— (2к)(2кК — Т)х 0 2т  (х-+х)^“ 


ибо х шп шп—п-+} ши—(п-х) щ(п-х)-п—? ш(ип-х) хи 
остальные, не показанные здесь члены, стремятся к нулю. Таким 
образом, аппроксимация Стирлинга для обобщенных факториа- 
лов (и для гамма-функции Г(х + 1) = с!) выглядит точно так же, 
как и для обычных факториалов. 


Сумма 4: колоколообразные слагаемые 
Обратимся теперь к сумме совершенно иного характера: 


—К2 п 
9, =>У е*/ (9.92) 
К 


—... ре ?/" + е-4/" + е-1/м +1 т е-1Им + е-4/п 4+ е-9/и у... 
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Это бесконечная в обе стороны сумма, члены которой достигают 
максимального значения еб = | при К = 0. Мы назвали сумму @;ц, 
поскольку это степенной ряд, содержащий величину е_'/" в сте- 
пени р(К), где р(К) — многочлен степени 2; такие степенные ряды 
традиционно называются ‚„тета-функциями“. Если п = 10100, то 


е-01 = 0.99005 для К = 10%, 
ек = ет! =0.36788 для К = 1050, 
е-160 < 10-43 для К = 1051. 


Таким образом, слагаемые остаются очень близки к |, пока К не 
достигнет значений порядка \/п; в этот момент слагаемые умень- 
шаются и становятся очень близки к нулю. Мы можем предполо- 
жить, что ©, будет пропорциональна \/п. Ниже изображен гра- 


фик е-К/" для п = 10: 


При больших значениях п график просто растянется по горизон- 
тали в \/п раз. 

Чтобы оценить ©, с помощью формулы суммирования Эйле- 
ра, можно взять Е(х) = е-х/" иа = —со, Ь = +0. (Если беско- 
нечности страшат вас, то возьмите а = —А и Ь = - В, а затем 
перейдите к пределу при А, В -» с.) Интеграл от {(х) можно 
вычислить при помощи замены х на и\/п: 


+ оо 


оо 
| е-х/" ах = У" | е-* аи = УпС. 
—со 


—©о 


Значение [> е-\" ам хорошо известно, но мы пока обозначим его 
буквой С с тем, чтобы вернуться к нему после того, как закончим 
разбирательство с формулой суммирования Эйлера. 

Следующее, что нам нужно знать,—это последовательность 
производных {'(х), 1"(х),...; для их нахождения удобно будет 
воспользоваться заменой 


Их) = 9(х//п), 9% =е®х 


Тогда правило замены переменной из дифференциального исчи- 
сления говорит нам, что 


ах ау 4х’ уп’ 
а это означает просто 


# (к) = нА). 


По индукции получаем 
К (х) = п */2 9 (х//м). 


524 АСИМИТОТИКА 


Так, вычислив 9'(х) = —2хе-* и д” (х) = (4х? — 2)е-*', получим 


/ —_ т. —5_Х_\ 5-х2/пм И __ 1 _Х_ 2_ —х2/п 
= ( =) + в =т(4(-=) 2) 


Чтобы было легче увидеть, что произойдет в дальнейшем, лучше 
работать с более простой функцией 0(х). 

Нам не понадобится точно вычислять производные 9(х), по- 
скольку нас интересуют только предельные значения при х = 
со. Но тогда достаточно заметить, что любая производная фун- 


2 
кции 09(х) есть произведение е_” и некоторого многочлена от х: 
—__.2 
99 (х) = Рк(х)е-* , где Рк — многочлен степени К. 


Это доказывается по индукции. 

Экспонента е-*" стремится к нулю при х -} со гораздо бы- 
стрее, чем Рк(х) стремится к бесконечности, поэтому мы делаем 
вывод, что 


Н®) (+00) = ® (—со) = 0 


для всех К > 0. Следовательно, все члены в 


Вк (к-1) 
ет («> 


К=1 


исчезают и остается лишь слагаемое с |{(х)Ах и остаточный 
член: 


9, = Си + (-Т)"+! [^ (9) бо ах 
(х 


15° Ви 


= СИ уе Ня Г. п (9 


(х =иум) 
(ПИН [7 Вы {ут} сы? 
= СУп+ сея | _ вт (шут р аи 


= СУп-+ О(п-"/2). 


Выписанная О-оценка остаточного члена вытекает из того, что 
Вт ({(и\/Уп })| ограничено и интеграл р Аи. существу- 
ет, если Р — многочлен. (Константа в и О зависит от т.) 

Мы доказали, что ©, = С\/п+О(п “) для сколь угодно боль- 
шого М; разность между ©; и С\/п ‚экспоненциально мала“ Зай- 
мемся теперь определением константы С, играющей столь важ- 
ную роль в значении ©... 

Можно очень просто определить С, найля нужный интеграл в 
таблице; но мы предпочтем самостоятельно получить это значе- 
ние, чтобы в будущем суметь подсчитать также и те интегралы, 


9.6 ЗАВЕРШАЮЩЕЕ СУММИРОВАНИЕ 525 


которых нет в таблицах. Для вычисления С достаточно элемен- 
тарного анализа, если только мы догадаемся рассмотреть двой- 
ной интеграл 


+0 2 +со ) {оо г+оо 2.2 
С? = | е_* ах | е\ ау = | | е`(^ +9) ахау. 


—со —со —со У-с© 


Переход к полярным координатам дает 


2 роо , 
С? = | | е`` тата9 
о 


] 2п со 
= - [6] | е`“ ам 
2 | 0 


1 2п 
== | 49 =л. 


Следовательно, С = \/Л. Тот факт, что х*-1/? = т2 есть уравнение 
окружности длины 2пт, в какой-то мере объясняет, откуда здесь 
берется п. 

Можно вычислить С иначе, выполнив замену х на \/4 и 4х на 
1+—1/2 1+. 
14-172 а: 


+оо ) со 2 со 
С = | е\ ах = 2| ех ах = | + '/2е та. 
—со 0 0 


2 


Этот интеграл равен Г(7), поскольку, в соответствии с (5.84), 
ео — — 
Г(«) = |4“ 'е'4&. Следовательно, мы показали, что Г(5) = 
уп. 
Итак, наша окончательная формула такова: 


е, = уе” = Ули+ (М) 
к 
для любого фиксированного М. (9-93) 


Константа в О зависит от М; именно поэтому мы говорим о 
„фиксированном“ М. 

Если, например, п = 2, то бесконечная сумма ©› равняет- 
ся 2.506628288: это уже превосходное приближение к \2л = 
2.506628275, несмотря на малость п. Значение © совпадает с 
10\/п до 427-й десятичной цифры! В упр. 59 при помощи более со- 
вершенных методов получается быстро сходящийся ряд для ®©/; 
оказывается, что 


9Э,/Утлт =1+ 2е—"”" + О(е-—4“"”°) (9-94) 


Сумма 5: завершающий удар 

Сейчас займемся нашей последней суммой, которая позволит 
нам найти значение константы Стирлинга о. Эта последняя сум- 
ма также иллюстрирует многие другие методы из этой последней 
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главы (и из всей книги), так что это вполне уместный пример в 
завершение нашего исследования конкретной математики. 

Последняя задача выглядит абсурдно простой: мы попытаем- 
ся найти асимптотическое значение суммы 


-- 20) 


с помощью формулы суммирования Эйлера. 

Здесь мы вновь встречаемся с ситуацией, когда заранее изве- 
стен ответ (так ли?); однако всегда интересно попробовать новые 
методы в старых задачах, чтобы можно было сравнить результа- 
ты и, может быть, открыть что-нибудь новое. 

Итак, мы ДУМАЕМ О ГЛАВНОМ И обнаруживаем, что основной 
вклад в Ах вносят средние члены вблизи К = п. Почти всегла 
удобно выбрать такие обозначения, чтобы основной вклад в сум- 
му происходил вблизи К = 0; затем мы сможем применить прием 
замены хвоста, чтобы избавиться от членов с большим [К|. Соот- 
ветственно, заменим К нап + К: 


_ пу 
Ат (4) [2 тю -юР 


Дела выглядят неплохо, поскольку мы знаем, как аппроксимиро- 
вать (п К)! в случае больших п и малых К. 

Теперь мы собираемся применить трехшаговую процедуру, 
подразумеваемую приемом замены хвоста. Именно, мы хотим за- 
писать 


с тем, чтобы получить оценку 


А, = У вм) +0( ак) +0( У вк) 
к 


ко, ко, 
+ > О(ск (м). 
КЕО 
Попробуем поэтому оценить (17) в области малых [К|. Можно 


было бы использовать аппроксимацию Стирлинга, как она пред- 
ставлена в табл. 491, но проще работать с ее логарифмическим 
эквивалентом в виде (9.91): 
шак(п) = (2)! —(п-К)!—№Ш(п-—К)! 
=2п12п—2п+5121-+0+0(п-') 
— (п+К)ш(п-+К) +п--К-7щ(п-К)—о+0 ((п-к)-") 
—(п-Кщ(п-—К)+п-К-7щ(п-К)-0+0(м-К)”). 
(9-95) 
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Хотелось бы преобразовать это в простую и красивую О-оценку. 
Метод замены хвоста позволяет использовать оценки, спра- 
Но я не из тех, кто ведливые только для К из „доминирующего“ множества О. Но 
доминирует. как нам выбрать О„? Мы должны взять О достаточно малым, 
чтобы можно было получить хорошую оценку; так, например, 
не стоит допускать приближения К к п, в этом случае член 
О((п-К)-') в (9-95) „взрывается“ С другой стороны, О, долж- 
но быть достаточно большим, чтобы остаточные члены (члены с 
К#О,) были пренебрежимо малы в сравнении со всей суммой. 
Обычно для определения подходящего множества О„ требуется 
действовать методом проб и ошибок; в данной задаче вычисления, 
которые мы вскоре проделаем, покажут, что разумно определить 
множества следующим образом: 


КЕО, < М < п. (9.96) 


Здесь е — небольшая положительная константа, значение кото- 
рой мы выберем позже, после того как лучше изучим местность. 
(Наши О-оценки будут зависеть от ес.) Уравнение (9.95) можно 
теперь сократить до 


шах (п) = (21-+1)12-с—5шт-+0(п7') 
— (п+к+1)щ(1+К/п) - (п-к+7)щ(1-К/п). (9-97) 
(Мы вынесли основную часть логарифмов, записав 
(п К) = шп +1(1=К/м), 


в результате чего многие члены, содержащие шп, сократились.) 

Теперь нужно разложить члены 10(1 - К/п) асимптотически, 
так, чтобы погрешность стремилась к нулю при п -} со. Мы умно- 
жаем (1-Е К/п) на (п ЕК-+ т); значит, требуется разложить ло- 


гарифм до членов о(п-') с учетом предположения |К| < п!/?+е: 


К К К? —3/2+3е 
в(1=-) == - 5—5 +0(п /2+3е ) , 


Умножение на п +К-+ . дает 


к К? 
ЕК — — + — 
т п 
плюс другие члены, которые поглощаются слагаемым 
О(п-'/2+36). Таким образом, (9.97) превращается в 


+ О(п_'/2 +36) 


шак(п) = (2 + 5) ш2 —@— шп К?/п + О(п 1/23). 


Взяв экспоненту, получим 


221+1/2 


ак(п) я е*/" (1+0(м—'/2+3°)). (9.98) 
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Это и есть наша аппроксимация с 


2и+1/2 
2 / е-—К”/п 


ем 


Заметьте, что К входит в 0к(п) и ск(п) очень простым образом. 
Это явная удача, ведь суммировать мы будем по К. 

Трюк замены хвоста говорит нам, что )_, ак(п) приближенно 
равна ›_„Ък(п), если мы грамотно выполнили аппроксимацию. 
Вычислим поэтому 


ък (п) — ск(п) — 22" п 1+3е е-К“/п , 


22и+1/2 т 
о = оу 2 
22и+1/2 22% /2т 


= = (1+0). 


е‘\/м 


(И снова удача: можно использовать сумму ©, из предыдущего 
примера.) Это радует, поскольку, как нам известно, исходная сум- 
ма равна в действительности 


21 п п 
№) (т) = (1+12" = 22. 


К 


Похоже, таким образом, что е° = М2л, как и было объявлено. 

Но не торопитесь радоваться. Надо еще доказать, что наши 
оценки достаточно точны. Посмотрим сначала на погрешность, 
вносимую ск(п): 


> 


К] <п!/2+е 


— — 2 — 
22" ^ 1+3 о к/п < 22" ^ 39, 


с (п) — 


_1 
— О(22"п 2+3е) , 
Хорошо; эта величина асимптотически меньше предыдущей сум- 
мы, если Зе < 7. 

"Теперь следует проверить хвосты. Имеем 


У е-К“/м < ехр(—[п'/?*® |2/п) (1 ее?" +...) 


2е 


= О(е" ).О(м), 


а это есть О(п-М) для любого М; так что > кео, к (п) асимпто- 


тически пренебрежимо мала. (Мы выбрали границу п1/2+6 как 
раз так, чтобы е —К/" было экспоненциально малым вне Оз. Впол- 
не подошли бы и другие выражения, наподобие п!/? |орп, и оцен- 
ки были бы тогла несколько точнее, зато формулы оказались бы 
сложнее. Нам совсем не обязательно находить наиболее точную 


Какое удивитель- 
ное совпадение. 


Я так устал, про- 
дираясь через 
ДЛИННЫЕ, ТЯЖе- 
ЛЫе КНИГИ, И НИ В 
одной не встретил 
хотя бы слова одо- 
брения от автора. 
А как было бы 
приятно прочесть: 
„Благодарим до- 
шедших до этого 
места, надеемся, 
что вы потратили 
время не зря,— 
вместо того, чтобы 
В КОНЦЕ ДЛИННОГО, 
сухого доказатель- 
ства обнаружить 
холодную картон- 
ную обложку. Вы 
понимаете меня? 
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оценку, поскольку главная наша цель — найти значение констан- 
ты о.) Точно так же другой хвост 

> + 

ограничен 2п-кратным максимальным слагаемым, получаемым 
в разделительной точке К я п!/2*е. Это слагаемое, как известно, 
приближенно равно Ък(п), что, в свою очередь, экспоненциаль- 
но мало в сравнении с А„; экспоненциально малый множитель 


перевешивает множитель 2п. 
Итак, мы успешно применили трюк замены хвоста и доказали 


оценку 
2. 2п 7 1] 
22" — — 22% +о 22 д-2+3е 
(и) - ‘ео . 
если 0О<Е< т. (9.99) 
Благодарим до- Можем выбрать Е = 5 и сделать вывод, что 
шедших до этого 
места, надеемся, б = 7 Ш 2п. 
что вы потратили — чтл 
время не зря. 
— Авторы 
Упражнения 


Разминочные упражнения 
1 Локажите или опровергните: если +{1(п) < 91(п) и №5(п) = 
92(п.), то Н (п) + 2(п) < 91(п) + 92(п). 
2 Какая из функций растет быстрее: 
а п") или (шп)"7 
Ь п") или (шп)!? 
с (п!)! или (п- п-т? 


а Рн,1 или Нь,? 


| 


3 Что неверно в слелдующих рассуждениях? „Поскольку п, 
1 
Оп) и2п=О(п) ит. д., то заключаем )„_, Ки =У х_О(п) 
О (п-)“ 
4 Приведите пример верного соотношения, содержащего символ 


О в левой части, но не в правой. (Не используйте умножение 
на нуль; это слишком просто.) Указание: рассмотрите пере- 


ход к пределу. 
5 Докажите или опровергните: О ({(п) +9(п)) = (п) +О (9(п)), 
если (п) и 9(п) положительны для всех п. (Сравните с (9.27).) 


| 


6 Умножьте (шп--у+О(1/п)) на (п+О(\/п)) и выразите ответ 
в О-обозначениях. 


7 Оцените )_„-ое-^/" с абсолютной погрешностью О(п-'). 
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Обязательные упражнения 


8 Приведите пример функций (п) и 9(п), таких, что ни одно 
из трех отношений (п) < 9(п), (п) > 9(п), (п) > 9(п) не 
выполняется, несмотря на то что обе эти функции монотонно 
стремятся к со. 


9 Строго докажите (9.22), показав, что левая часть являет- 
ся подмножеством правой части в соответствии с теоретико- 
множественным определением О. 


10 Докажите или опровергните: соз О(х) = 1+ О(х^) для всех 
вещественных х. 


11 Докажите или опровергните: О(х +9)? = О(х^) + О(\2). 


12 Локажите, что 


1+ - +О(п-2) = (1 + =) (1+0(м-°)) 


при п -} со. 

13 Вычислите (п+2+0О(п '))" с относительной погрешностью 
О(п_'). 

14 Докажите, что (п-+а)"*В = пп Вех (1+ %(В-та)т- +0 (п-?)). 


15 Дайте асимптотическую формулу для „среднего“ триномиаль- 
ного коэффициента (=".), верную с относительной погреш- 


ностью О(п-3). 


16 Предполагая, что В(1 —х) = —В(х) > 0 для0<х< т, дока- 
жите, что 


ь 
| В ({х}) (х) ах > 0 


а 
при дополнительном условии {'(х) > 0 лляа <х<Ь. 


17 Используя производящие функции, покажите, что В, (5) = 
(2'-" — 1)Ви для всех т > 0. 


18 Найдите >, (2")" для © > 0 с относительной погрешностью 
О(п_'/“). 


Домашние задания 


19 Сравните с помощью компьютера левую и правую части ап- 
проксимаций из табл. 491, положив п = 10, д = я = 0.1 и 
О ((п)) =0({(2)) = 0. 
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20 Докажите или опровергните следующие оценки при п -} ©: 


(шт) - о). 


Ь е'+001/")* = е+0(1/м). 
сп! = о(((1 — ти“) 


21 Уравнение (9.48) дает п-е простое число с относительной 
погрешностью О (10 п)-?. Улучшите относительную погреш- 
ность до О (105 п)-3, использовав в (9.46) еще один член (9.31). 


22 Улучшите (9.54) ло О(п- 3). 


23 Сделайте еще один шаг в улучшении (9.62), достигнув абсо- 
лютной погрешности О(п_ 3). Указание: пусть 90 = 
с/(п+1)(п+2) + Ва; какому рекуррентному соотношению 
удовлетворяет П‚? 


24 Предположим, что а, = О( п)) и Ъ, = О(Кп)). Докажи- 
те или опровергните то, что свертка )_ „о акб,_к также есть 
О ((п)) в следующих случаях: 


а (п) =п®”, х>1. 
Ь (п) =х", х>1. 


25 Докажите формулы (9.1) и (9.2), с которых начиналась эта 
глава. 


26 Уравнение (9.91) показывает, как вычислить п 10! с абсолют- 
ной погрешностью < 75506005 - Следовательно, перейдя к экс- 
понентам, мы получим 10! с относительной погрешностью, ко- 
торая меньше, чем е!/126000000 _] < 10-8, (Фактически эта ап- 
проксимация дает 3628799.9714.) Если теперь, зная, что 10! — 
целое число, округлить результат до ближайшего целого, то 
получим точный ответ. 


Всегда ли возможно вычислить п! подобным методом, взяв до- 
статочное количество членов аппроксимации Стирлинга? Оце- 
ните значение т, дающее наилучшее приближение к пп! для 
фиксированного (большого) целого п. Сравните абсолютную 
погрешность этой аппроксимации с самим значением п\!. 


27 С помощью формулы суммирования Эйлера найдите асимпто- 
—м п 
тическое значение НГ” = > к К”, где х— любое фиксиро- 
ванное вещественное число. (Ваш ответ может включать кон- 
станту, значение которой в замкнутом виде вам неизвестно.) 


28 В упр.5.13 определена функция гиперфакториал: О, = 
1122...п”. Найдите асимптотическое значение Ох с относи- 
тельной погрешностью О(п-'). (Ваш ответ может включать 
константу значение которой в замкнутом виде вам неиз- 
вестно.) 
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29 Оцените функцию 1'/121/2...п!/" как в предылущем упраж- 
нении. 


‚ —у2 
30 Найдите асимптотическое значение ›_ Ке-К/" с абсолют- 


ной погрешностью О(п-3), если 1 — фиксированное неотрица- 
тельное целое. 


31 Вычислите > к>о Т/(ск + с") с абсолютной погрешностью 
О (с 3"), если с > Та т — положительное пелое. 
Контрольные работы 


Н.Н) 


32 Вычислите е с абсолютной погрешностью О(п-'). 


33 Вычислите „о (у) /7 с абсолютной погрешностью О(п-3). 


34 Определите значения коэффициентов от А до Ё такие, что 
(1+ 1/м)"Н" равняется 


Е(шп)^ Ешп 
+ 
п 





Ап +В(шп)? + Сшп+ + +О(п'). 


35 Вычислите )_„_/ 1/КНк с абсолютной погрешностью О(1). 


36 Вычислите $, = Ук 1/(п? + К?) с абсолютной погрешно- 
стью О(п_?). 


37 Вычислите ) (п шоаК) с абсолютной погрешностью 
О (п1обп). 


38 Вычислите >. К“(т) с относительной погрешностью О(п`'). 


39 Вычислите )_/ <к<п 11 (п — К) (шп)*/К! с абсолютной погрешно- 


стью О(п`'). Указание: покажите, что членами с К > 10 шп 
можно пренебречь. 


40 Пусть т — положительное целое (фиксированное). Вычислите 
Ук (-Т)^НГ с абсолютной погрешностью О(1). 


41 Вычислите „факториал Фибоначчи“ []‚_| Ех с относительной 
погрешностью О(п-') или лучшей. Ваш ответ может вклю- 
чать константу, значение которой в замкнутой форме вам не- 
известно. 


42 Пусть х — константа в диапазоне 0 < х< 7. Как мы видели в 
предыдущих главах, не существует общего выражения в зам- 
кнутой форме для суммы Уса, (+). Покажите, однако, что 
имеется асимптотическая формула 


Ух (;) — 2тН(®)-} 18 п+0(1) 
К ) 


К< ки 


где Н(х) = ЕТ + (1-х) 18(т—-). Указание: покажите, что 


(т) < = (+) дляб<К< ом. 
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43 Покажите, что С»„, число способов размена п центов (рассмо- 
тренное в гл. 7), асимптотически равно сп” + О(п?) для неко- 
торой константы с. Чему равна эта константа? 


44 Локажите, что 


х1/2 = к |, , хи [ / " х-3/2 № р +0(х-5/2) 


при х — со. (Вспомните определение хИ2 = х!/(х— т)! из (5.88) 
и определение обобщенных чисел Стирлинга из табл. 302.) 

45 Пусть х— иррациональное число от 0 до Т. В гл. 3 рассматри- 
валась величина О (х, п), измеряющая максимальное отклоне- 
ние множества {Ко} для 0 < К < п от равномерного распреде- 
ления. В (3.31) было доказано рекуррентное соотношение 


О(&, п) < О({ '}, [т] ) + "+2; 
кроме того, имеются очевидные границы 

0 < О(х, п) < п. 
Докажите, что Пти О(х, п)/п = 0. Указание: в гл. 6 обсу- 
ждаются непрерывные дроби. 


46 Покажите, что числа Велла @„ =е > к>о К"/К! из упр. 7.15 
асимптотически равны 


т(п)"е"@-п-1/2 Ипа, 


где т(п.} шт(п.) = п—5. Оцените относительную погрешность 
этой аппроксимации. 
47 Пусть т — целое число > 2. Проанализируйте две суммы 
п п 
У Пов,к и > Пк. 
к=1 к=1 
Какая из них асимптотически ближе к 105 п!? 
48 Рассмотрим таблицу гармонических чисел Нк для | < К<п 


в десятичной записи. В этой таблице К-й элемент Нк округлен 
до Ак значащих цифр, где Ак выбрано как раз таким, чтобы 
можно было отличить этот элемент от Нк_1 и Нк.1. Здесь в 
качестве примера приведены 5 строк из этой таблицы в том 
месте, где Нк преодолевает рубеж 10: 


—. 










к 




















9.99980041 — 9.9998 5 
12365 9.99988128-- 9.9999 5 
12366 9.99996215— 9.99996 6 
12367 10.00004301-— 10.0000 6 
12368 10.00012386- 10.0001 6 


Оцените общее число цифр в таблице, )_„_/ 4к, с абсолютной 
погрешностью О(п). 
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49 В гл.б мы рассмотрели историю червяка, который допол- 
зет до конца растягивающейся ленты через п секунд, где 
Н._т < 100 <Н.. Локажите, что если п — положительное 
целое число, такое, что Ни_1 < я < Нь, то 


[ет] п < [ет]. 


50 Рисковые капиталисты из Кремниевой долины получили пред- 
ложение, лающее шанс на экспоненциально большую прибыль 
по их инвестициям: консорциум ГКП обещает в случае вклада 
в размере п миллионов долларов, где п > 2, выплатить че- 
рез год сумму, соответствующую М миллионам долларов, где 
М = 10". Разумеется, существует некоторая доля риска; на са- 
мом деле ГКП платит К миллионов долларов с вероятностью 


1/ (кн) для целых К в диапазоне 1 < К < М. (Все платежи 
осуществляются в мегадолларах, т.е. целых кратных 1000000 
долларов; выплата определяется истинно случайным процес- 
сом.) Обратите внимание, что вкладчик всегла получает назад, 
по крайней мере один миллион долларов. 


а Чему равен асимптотически ожидаемый результат через 
год, если было вложено п миллионов долларов? (Другими 
словами, каково среднее значение выплаты?) Ваш ответ 
должен быть точен в пределах абсолютной погрешности 
0(10-") долларов. 

Ь С какой асимптотической вероятностью вы будете иметь 
прибыль, вложив п миллионов? (Другими словами, како- 
ва вероятность того, что вы получите назад больше, чем 
вложили?) Здесь допускается абсолютная погрешность от- 
вета ло О(п 3). 


Конкурсные задачи 
51 Докажите или опровергните: [^о (х-^)ах=О(п ') при п-зоо. 


52 Покажите, что существует степенной ряд А(2) = }_ о ап2”, 
сходящийся для всех комплексных 2, и такой, что 


А(п) = пл |. 


53 Докажите, что если производные функции {(х} удовлетворяют 
неравенствам 


"(х) < 0, —1"(х) < 0, +" (х) 50, ..., (-0" +) <0 
для всех х > 0, то 


! (т-—1) 
Е(х) = (0) + о | РТ ©) т +О(х") для х>0. 
1! (м— 1)! 


В частности, в случае 1(х) = — 1(1 +х) получаем доказатель- 
ство (9.64) для всех К, п > 0. 


Названный по 
первым буквам 
фамилий его осно- 
вателей — Грэхема, 
Кнута, Паташника 


— Перев. 
Как-то раз я 
заработал 
0(10-") 
долларов. 
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54 Пусть 1(х) — положительная, дифференцируемая функция, 
причем х!'(х) < Е(х) при х + со. Докажите, что 


У. с = о("®) | если сх > 0. 


К>2и 





Указание: рассмотрите величину ИК-1)/(К-т)“ — 
(к+5)/(к +1)“. 


55 Улучшите (9.99), уменьшив относительную погрешность до 
О(п-3/2+5<). 





—_ а п 1—2 
56 Величина О(п) =1 + 7— + = к пе/п^ встре- 
чается при анализе многих алгоритмов. , Найхйле ее асимпто- 
тическое значение с абсолютной погрешностью о(1). 


57 В (9.54) получена асимптотическая формула для суммы Го- 
ломба >: 1/К| 1 +10 К] ?. Найдите асимптотическую фор- 
мулу для аналогичной суммы без округления до целых, 
Ук! ИКИ + 195; к)2. Указание: рассмотрите интеграл 


[о чем к" ам = 1/(1 ++шК)-. 
58 Локажите, что 


(27Кх — 5 
В, (©) = у ох — 21) латы 
тя и кт 


Для этого вычислите с помощью теории вычетов интеграл 


27а. е27129 42 
р `е2т12 — ] ут 


1 


по квадратному контуру 2 = х + 1/, где шах (|х|, ||) = М + 5, 


устремив затем целое М к со. 


59 Пусть 9„() = У ‹е`(+9“/" — периодическая функция +. По- 
кажите, ще о разхкение ©, (+) в ряд Фурье выглядит следую- 
щим образом: 


9. (+) = Улп (1 + 2е-""" (соз 2+) + 2е-4" "п (соз 4т+) 
+ 2е- 7" " (соз бт) +.. -). 


(Эта формула дает быстро сходящийся ряд для суммы ©, = 
9, (0) из уравнения (9.93).) 


60 Объясните, почему у всех коэффициентов в асимптотическом 
разложении 


т Зоны 
п/ п 8п 12812 1024т3 3276814 


знаменатели являются степенями 20. 
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61 В упр. 45 доказывается, что отклонение от равномерного рас- 
пределения О(х,п)} есть о(п) для любого иррационального 
числа х. Предъявите иррациональное ©, такое, что О(х, п) 
не является О(п!-®) ни для какого е > 0. 


62 Для данного п пусть {и(„)} = тахк {у} — максимальный эле- 
мент строки п треугольника Стирлинга (для числа подмно- 
жеств). Покажите, что для всех достаточно больших п выпол- 
няется одно из равенств т(п.) = [т(п)| или т(п) = т(п)], 
где 


т(п.) (т (п) + 2) ш(т(п.) +2) = пм(п) +1. 
Указание: это трудно. 


63 Докажите, что самоописывающиеся последовательности 
С.В. Голомба из упр. 2.36 удовлетворяют соотношению {(п.) = 
ф`—Фп®-Т+ О(п®-1/]юр п). 


64 Лайте доказательство тождества 


со$ 2плх 2/2 | 
—- = п? (х°—х+1) для 0<х< 1, 
п>21] 


использующее только „Эйлерову“ математику (т. е. то, что бы- 
ло известно в восемнадцатом столетии). 


65 Чему равны коэффициенты асимптотического ряда: 


1 а То 92 +... ? 
п] (п-1)(п-2) (и бп’ 


Исследовательские проблемы 


66 Найдите ‚„комбинаторное“ доказательство аппроксимации 
Стирлинга. (Обратите внимание на то, что п” есть число ото- 
бражений множества {1,2,..., п} в себя, тогда как п! — число 
отображений того же множества на себя.) 


67 Рассмотрим решетку точек размера пхи, п > 3, в ко- 
торой каждая точка имеет четырех соседей. (На краях мы 
‚перескакиваем“ на противоположную сторону по модулю п.) 
Пусть Х„ означает число способов раскрасить эти точки в три 
цвета — красный, белый и синий, так чтобы никакие две со- 
седние точки не были окрашены в один цвет. (Так, Хз = 12.) 
Докажите, что 


Хо ^ (ем 6. 


68 Обозначим через О„ минимальное целое тт, такое, что Ни > п. 
.. п— 1 
Найдите наименьшее целое п, для которого @и 7 [е"" +5], ребята, 
или докажите, что такого п, не существует. это коне-е-ец! 


(Нашедшему 
первым всякую 
ошибку в этой 
книге причитается 
вознаграждение в 
2.56 доллара.) 


Это утверждение 
ОТНОСИТСЯ И К 
русскому переводу? 


(На опечатки в 
русском переводе 
это не распростра- 
няется. 


А как же понять, 
кто ошибся? 


(Гм-м... По- 
пробуйте, а там 
посмотрим.) 





Ответы к упражнениям 


КАЖАДОН УПРАЖНЕНИЕ сопровождается (по крайней мере, 
кратким) ответом, а некоторые из этих ответов выходят за рамки 
того, что спрашивалось. Читатели извлекут наибольшую пользу, 
если предпримут серьезную попытку найти свои собственные от- 
веты, ПРЕЖДЕ ЧЕМ ЗАГЛЯНУТЬ в данное приложение. 

Авторам будет интересно узнать о любых (хотя бы частич- 
ных) решениях исследовательских проблем или же о любых бо- 
лее простых (или более правильных) способах решения других 
задач. 


1.1  Локазательство безупречно за исключением случая п = 2. 
Если все пары лошадей состоят из лошадей одинаковой масти, 
данное утверждение справедливо для любого числа лошадей. 


1.2 Если Х„ — требуемое число перекладлываний, то Хо =0и 
Хи = Х,-1+1+Х,—1-+1+Х,-1 при п > 0. Отсюда следует (если, 
например, прибавить 1 к обеим частям), что Х„ = 3" —1. (По- 
сле ТХн перекладываний оказывается, что башня целиком будет 
находиться на среднем колышке — перевалочный пункт!) 


1.3 — Всего существует 3" возможных размещений, ибо каждый 
диск может оказаться на любом колышке. Мы обязательно столк- 
немся с каждым из них, поскольку самое короткое решение требу- 
ет 3" — 1 перекладываний. (Подобная конструкция эквивалентна 
‚троичному коду Грея’, который пробегает все числа от (0...0); 
до (2...2)з, изменяя каждый раз только одну цифру.) 


1.4 — Нет. Если самый большой диск не перекладывать, то будет 
достаточно 2"! —1 перекладываний (доказывается по индукции); 
в противном случае будет достаточно (2"—! — 1) + 1+ (2"-! — 1) 
перекладываний (также по индукции). 


1.5 — Нет. Произвольно расположенные окружности могут пере- 
сечься самое большее в двух точках, так что добавление четвер- 
той окружности сможет увеличить число областей самое боль- 
шее до 14. Однако данное задание можно выполнить с помощью 
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овалов: „Число точек пе- 
ресечения“ может 
послужить сюже- 
том целой истории, 
в которой выпу- 
клость играет роль 
„отвлекающего 
момента" 


Венн [51] утверждал, что случай пяти множеств невозможно про- 
иллюстрировать эллипсами, однако такое построение было най- 
дено Грюнбаумом [92]. 


1.6 — Если новая п-я прямая пересекает прежние прямые в К > 0 Здесь предполага- 
различных точках, мы получаем К — | новых конечных областей ется, что п > 0. 
(в предположении, что ни одна из прежних прямых не парал- 

лельна никакой другой) и 2 новые бесконечные области. Следо- 

вательно, максимальное число конечных областей равно (п — 2)+ 

(п—3) + --: = $12 = (п- 1) (м - 2)/2 = — 2. 


1.7 — Мы не доказали базу индукции; и в самом деле, Н(Т) # 2. 
1.8 02 = (1+В)/х, Оз = (1+х+В)/«В, О4 = (1+х)/В, 05 =х, 


Об — В, так что данная последовательность периодична! 


1.9 (а) Утверждение Р(п — 1) мы получаем из неравенства 


Хх: Хи-1 жи” 
Х1... Хт-—1 АТ о < р о . 


(Ъ) ХХ... ХаХи-+т.. .Х2жт < (1 +... +х»)/п.) (Хи +... +х2ж)/п))" 
в силу Р(п); произведения внутри < ((х. +... +х2.)/2п)? в силу 
Р(2). (с) К примеру, Р(5) следует из Р(6) , Р(6) —из Р(3), Р(3) — 
из Р(4), аР(4) —из Р(2). 


1.10 Вначале покажите, что В, = К -+ 1+ О -+1+ Ви 
при п > 0. Между прочим, методы гл. 7 позволяют показать, что 


О» = ((1+ УЗ )"*1 — (1-— УЗ)" т) / (2/3) — 1. 


1.11 (а) Мы не можем сделать ничего лучшего, чем переместить 
вначале двойную (п—1)-башню, затем переложить (с изменением 
порядка) два самых больших диска, а на них снова поместить 
двойную (п — |)-башню; следовательно, А. = 2А 1+2 и А. = 
2Т, =2"+! — 2. Это решение меняет местами два самых больших 
диска, но сохраняет исходный порялок других 2п — 2 лисков. 

(5) Обозначим через В минимальное число перекладыва- 
ний. Тогда В1 = 3, и можно показать, что нет лучшей стратегии, 
чем В, = Аи_1 +2 + А, _1+2+ Ва _1, когда п > 1. Следователь- 
но, В, = 2"*? —5 для всех п > 0. Как ни странно, но это про- 
сто 2А‚ —1, имы также имеем В = А, _1-+1+ А, _1-+1+Ан 1+ 
1+ Ад -1. 


Держу пари — я 
знаю, что будет 
в случае четырех 
измерений! 
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1.12 Если все тк > 0, то А(тл,..., та) = 2А(тл,..., Мат) + 
т... Это уравнение является уравнением ‚обобщенного иосифова" 
типа с решением (ту... ти)2 = 20 ил +... + тит + та. 

К тому же соответствующее обобщение упр. 11Ъ приводит 
к рекуррентности 


А(тл,..., та), если та =1Т, 
2лти — 1, если п. =1, 
В(ти,... пы) = 2А(тл,..., тат) + та 
+ В(ил,..., Пы-1), если п. > | 
и п > |. 


1.13 Зная, что п прямых разбивают плоскость на [„ областей, 
мы можем заменить их исключительно узкими зигзагами с на- 
столько длинными отрезками, что каждая пара зигзагов имеет 
девять пересечений. Это показывает, что ДЛ = (Л.-1 +9 — 8 
при всех п > 0; следовательно, 7.7 = 95, —8п +1 = п? — 5 п +1. 


1.14 Число новых трехмерных областей, образованных новым 
разрезом,—это число двумерных областей, образованных на но- 
вой плоскости линиями ее пересечений с прежними плоскостями. 
Следовательно, Ри = Р._1-+[_1, откуда выясняется, что Рё = 26. 
(С помощью шести разрезов кубической головки сыра можно по- 
лучить 27 кубиков сыра или же до 42 кусков сыра неправильной 
формы.) 

Между прочим, решение этого рекуррентного соотноше- 
ния приобретает привлекательный вид, если выразить его через 
биномиальные коэффициенты (см.гл.5): 


(5) + (1). 
ы- (9) +(1)+0). 
(5) + (1) + (2) +5). 


Здесь Х„ — наибольшее число одномерных областей, на которые 
прямая делится п точками. 


Х" 


Ри 


1.15 При п > 1 функция 1 удовлетворяет тому же самому ре- 
куррентному соотношению, что и функция ], однако при п = 1 
функция [(1) не определена. Поскольку [(2) = 2, а (3) = 1, не 
существует значения [(1} = ©, которое позволило бы использо- 
вать наш общий метод: „исход“ развертывания зависит от двух 
старших битов в двоичном представлении п. 

Если п = 2" +2" 1+ К, глед < К< 2" +1 +2" — (2% 2-1) = 
2" + 2т-1, то решением является (п) = 2К +1 при всех п > 2. 
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Другой способ записи решения в случае, когда п = 2" + 1, таков: 


Хм.) + и т если0<1< 2" 1, 
(п) = 1 
Кл) — 2", если 2" <1<2м. 


1.16 Пусть 9(п) = ам) х-Ъ(п)Во-+с(п)В1+а(му. Из (1.18) из- 
вестно, что а(п)х - В (п)Во + с(п)Вт = (х Въ, Выи_› ... Вы, Вы )з 
при п = (1Ьт_1...61 60}2; это определяет а(п.), В (п) ис(п). Под- 
становка (п) = п в наше рекуррентное соотношение означает, 


что а(п) +с(п)—а(п.) = п, так что нам все известно. [Подстановка 
д(п) = 1 дает дополнительное равенство ап) —26(п)—2с(п) = 1, 
которое может быть использовано для определения Ь(п.) через 
более простые функции а(п.) и а(п) + с(п).] 


1.17 В общем случае У/ и < 2М/и_к-+ Тк при 0 < К < м. (Данное 
соотношение соответствует перемещению верхних т — К дисков с 
последующим использованием только трех колышков для пере- 
кладывания К дисков и завершающим перекладыванием верхних 
п — К дисков.) Установленное соотношение оказывается основан- 
ным на единственном значении К, которое минимизирует правую 
часть данного общего неравенства при т = п(п + 1)/2. (Однако 
мы не можем утверждать, что имеет место равенство, поскольку 
для перемещения подобной башни приемлемы многие другие спо- 
собы.) Если мы положим Ук = (М/н(и-+1)/2— 1)/2", то обнаружим, 
что \„ < Ун-1 + 1; следовательно, М/„ (+1) /2 < 2"(п- 1 +1. 


1.18 Достаточно показать, что обе линии, выходящие из точки 
излома (п^), 0), пересекают другие такие же линии, выходящие из 
точки (п7К, 0), и что все они пересекаются в различных точках. 

Линия, выходящая из точки (х;, 0) и проходящая через точ- 
ку (х; —а;,1), пересекает линию, выходящую из точки (хк,0) и 
проходящую через точку (хк — ак,1), в точке (х; — {а;,{), где 
+ = (хк—х;)/(ак-а;). Пусть х; = п? иа; =п)+(0илип-"). Тогда 
величина отношения + = (п?^ — п) / (пк — п) + (-п-" или 0 или 
п") находится строго между п) +п“—1 и п/-+п^-+1; следователь- 
но, ордината точки пересечения определяет } и К единственным 
образом. К тому же четыре точки пересечения с одинаковыми } 
и К различны. 


1.19 Не могут, когда п > 5. Ломаная линия, полупрямые кото- 
рой образуют при вершине углы 6 и 9 -- 30°, может пересечься 
четыре раза с другой ломаной, полупрямые которой образуют 
углы фиф- 30°, только если 30° < |0 —Фф| < 150°. Невозмож- 
но выбрать более 5 углов, удаленных друг от друга на требуемое 
расстояние. (5 углов выбрать можно.) 


1.20 Пусть (п) = ам) х-Ъ(п)Во-с(м)В1+а(пм)уо-+е(м)ут. Из 
(1.18) известно, что а(п)х + Б(п.)Во + с(п)В1 = (хВь„_, Вь,_, ... 
Вь, Вь)4 при п = (11...61 60)2; это определяет а(п), Ъ (п) 
ис(п). Подставляя В (п) = п внашу рекуррентность, имеем а(п)-+ 
с(п) — 24(п.) — 2е(п.) = п; а подставляя Н(п) = п?, имеем а(п) + 
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с(п) + 4е(п) = п?. Итак, а(п) = (За(п) + 3с(п) — п? — 2) /4, 
е(п.) = (п? —а(п) — с(п)) /4. 


1.21 Можно положить т равным наименьшему (или любому 
другому) общему кратному чисел 2п, м —Т1,..., п - 1. [Нестро- 
гое рассуждение наводит на мысль, что „случайное“ значение т 
подойдет с вероятностью 


и п-| то ] 2, \/ ти 

тип +т п Ди’ 
поэтому можно было бы ожидать, что удастся найти т, мень- 
шее 4".] 


1.22 Возьмите правильный многоугольник с 2" сторонами и по- 
Я однажды катал- метьте кажлую из сторон элементами ‚цикла де Брейна" длины 
ся на [мотоцикле 2". (Это циклическая последовательность нулей и единиц, в ко- 
де Брейна (когда торой все наборы из п смежных элементов различны; см. [139, 
гостил у него лома упр. 2.3.4.2-23] и [140, упр. 3.2.2-17].) Затем добавьте к каждой 
в еиене, что В стороне, которая помечена единицей, очень тонкий „довесок‘. Тре- 
идерландах). буемые множества представляют собой п. таких многоугольников, 
повернутых ‚на длину" К сторон при К =0, 1,..., п-Т1. 


1.23 Да. (Нам потребуются основные понятия элементарной те- 
ории чисел из гл.4.) Пусть (п) = нок(1,2,...,п). Можно пред- 
положить, что п >> 2; тогда, согласно постулату Бертрана, между 
п./2 и п имеется простое число р. Можно также предположить, 
что } > п/2, поскольку а’ = (п) +1 - 4 оставляет в живых 
]}' =п-+1-) тогда и только тогда, когла 4 оставляет в живых ). 
Выберите 4 так, что 4 =1 (тоа (п/р) иа =) +1-—п (шоар). 
Тогда люди выбывают в порядке |1, 2,.... п-р,)-+1,)-+2,..., п, 
п-р-+1,...,)-Т. 


1.24 Единственно известные примеры: Х. = Аашлт - 1/Хи-1, 
гле т— рациональное число, 0 < т< 7 (при изменении т все пе- 
риоды имеют длину > 2); рекуррентность Гаусса с периодом 5 
из упр.8; еще более замечательная рекуррентность Тодда [196] 
Хи = (1+ Х,1+Х,-2)/Хи-з с периодом 8; а также рекуррент- 
ности, полученные из них путем замены Х.„ на Хи, умноженное 
на константу. Мы можем считать, что первый ненулевой коэф- 
фициент в знаменателе равен единице и что первый ненулевой 
коэффициент в числителе (если таковой имеется) имеет неотри- 
цательную вещественную часть. Как легко показать при помо- 
щи компьютерной алгебры, при К = 2 нет никаких других реше- 
ний с периодом < 5. Частичная теория была разработана Линес- 
сом [196, 197] и Куршаном и Гопинатом [172]. 

Интересным примером иного сорта, когда начальные зна- 
чения вещественны, служит рекуррентность Хи = |[Хи_1| — Хн-2 
с периодом 9, обнаруженная Мортоном Брауном [34]. Получение 
нелинейных рекуррентностей с любым желаемым периодом > 5 
может быть основано на ‚„континуантах“ [164]. 
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1.25 Если через Т(® (п) обозначить наименьшее число перекла- 
лываний, ых АЛЯ дения п Аисков с К добавоч- 
ными колышками (так что Т\ = ни Т@)(п) = М), то 


т ((*+')) < < 2т(* (1 ут (к-1) ( , Не известно примеров пар 
(п, К), для которых это неравенство не является на самом деле ра- 
венством. Если К мало по сравнению с п, то формула 2"+!-К (1) 
дает приемлемую (но не оптимальную) верхнюю границу для 


т ((х). 


1.26 Перестановка ‚порядка экзекуции" может быть вычислена 
за О(п1оёп) шагов при всех т ип [141, упр. 5.1.1-2 и 5.1.1-5]. 
Бьерном Пооненом доказано, что неиосифовы множества с ров- 
но четырьмя ‚гадкими парнями“ существуют при любых п =0 
(то 3) ип > 9; в действительности таких множеств имеется 
по меньшей мере е (1) при некотором е > 0. Путем обширных 
вычислений им также найдено, что единственным среди других 
п, < 24 с неиосифовыми множествами является п = 20, которое 
имеет 236 таких множеств при К = 14 и два при К = 13. (Одно 
из последних — множество {1,2,3,4,5, 6, 7, 8, 11, 14, 15, 16,17}, дру- 
гое — его отражение относительно 21.) При п = 15 иК = 7 име- 
ется единственное неиосифово множество, а именно множество 


{3,4,5, 6, 8, 10, 11,12, 13}. 


2.1 По этому поводу нет общего согласия — приемлемы три 
ответа. (1) Можно считать, что )‚_ „к всегда эквивалентна 
> п<к<и; Тогда указанная сумма равна нулю. (2) Можно было бы 
считать, что данная сумма есть 44 + Цз - 42 + 41 - до — сумма по 
убывающим значениям К. Но это противоречит общепринятому 
соглашению, что )`„_/ ак = 0 при п = 0. (3) Можно также счи- 


п. 
тать, что ) _м Чк = > к<и Чк- )_к<п Як; Тогда указанная сумма 
есть —41 — 42 — аз. Это соглашение может показаться странным, 


но оно удовлетворяет удобному правилу УР ЧУ кьн = У ка 
при всех а, Ъ,с. 

Лучше всего использовать обозначение )_„_ ‚только когда 
п —м > -1; тогда оба соглашения (1) и (3) дают одинаковый 
результат. 


2.2 Это |х|. Величина ([х > 0] -— [Х < 0]) часто называется 
‚знаком х“ и обозначается ‘звп(х)’: она равна +1 при х > 0,0 
при х =0и-—1 прих <0. 


2.3 — Первая сумма, разумеется, есть ао + а! + а) - аз - ал - а5, 
вторая а4 | а! - ад + а! - а4, так как это сумма по элементам 
КЕ {-2, —1,0, +1, +2}. Переместительный закон в данном случае 
не выполняется, ибо функция р(К) = К? не является перестанов- 
кой. Некоторым значениям п (например, п = 3) не соответствует 
ни одного К, такого, что р(К) = п; другим (например, п = 4) 
соответствуют два таких К. 
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4 4 4 2 3 4 
2.4 (а) Уна анк Як = Ул нтк аук = 
((а12з + а124) + а1з4) + а2з4. 
4 К-1 —)—1 4 К-1 —)—1 
(5) > к 2—1 У азк = к-з 2-2 Утлацк = а12з + 
(а124 + (а1з4 + а2з4)). 


2.5 Олин и тот же индекс ‘К’ использован для обозначения 
двух разных переменных суммирования, хотя К связан с вну- 
тренней суммой. Это широко распространенная ошибка в мате- 
матике (и программировании). Результат будет правильным, если 
а; = ак при всех ) ик, 1<),К< п. 


2.6 Это П<)<п|(п-)-+ 1. Здесь первый множитель необхо- 
дим потому, что при } < 1 или} > п должен получиться нуль. 


2.7 Это тх"-!. Поэтому вариант разностного исчисления, ос- 
нованный на \, а не на А, особо выделил бы возрастающие 
факториальные степени. 


2.8 Это равно 0, если т > Т, и 1/|т!, если т < 0. 


2.9 хи" = хп (х+ т)" при целых т и п. Полагая т = —п, 
получаем, что х_" = 1/(х— п)" =1/(х— 1). 

2.10 Другой возможный вариант записи правой части: Ем Ду + 
уДи. 


2.11 Разбейте левую часть на две суммы и во второй из них 
замените К на К + 1. 


2.12 Еслир(К) = п, то пе = К+ ((-1)^+си ((-1)^+1) четно; 
следовательно, (—1)"*° = (—1)^ иК =п- (—1)"+сс. И обратно, 
это значение К дает р(К) =п. 


2.13 Пусть Ю = хи В, = Ки _1 -+ (-—1)"(В + пу + п-^65) при п > 
0. Тогла В(п) = А(п)х + В(п)В + С(п)у + О(п)ё. Подстановка 
К, = | лает А(п) = 1. Подстановка К, = (-1)" дает А(п) + 
2В(п) = (-1)". Подстановка К. = (—1)"п дает —В(п) + 2С(п) = 
(—1)"п. Подстановка В, = (—1)"п? дает В(п) — 2С(п) +20 (п) = 
(—1)"п2. Следовательно, 20 (п) = (—1)" (п? + п) и искомая сумма 
равна О(п). 


2.14 Предложенное переписывание справедливо, поскольку мы 
имеем К =) | <}<к | При 1 < К < п. Просуммируем вначале по К; 
тогда кратная сумма сводится к 


у (2741 — 2) — п"! — (27+ _2). 


15) <п 
2.15 На первом шаге заменяем К(К +1) на 2) 1<;<к). Второй 
шаг дает б7. + 0. = (Ук к)" + Ол. 


2.16 хи(х—т)п = хе = хА(х — п) согласно (2.52). 
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2.17 Воспользуйтесь индукцией для доказательства первых 
двух равенств и правилом (2.52) — для третьего. Вторая формула 
вытекает из первой. 


2.18 Используйте те факты, что (2)* < [2], (2) < 1, 


(32) < [2 (32)7 < Ши | < (2) 1 + (2) + (32) + (5%). 

2.19 Умножьте обе части на 2"—'/п! и положите $ = 2" Т,/п!= 
$и_1-+3.2'-1 = 3(2" —1) + 5%. Решением будет Т„ = 3-п!+п!/2"-1. 
(Как выяснится в гл. 4, Т, является целым числом только тогда, 
когда п равно 0 или  тОпани 2.) 


2.20 Метод приведения дает 


5 + (и + ПН — п - 


у нь) + 1+1. 


О<К<п 


2.21 Выделение последнего члена суммы $41 дает $41 =1-— 
5; выделение же первого члена дает 


бит = (-1) "+ + у (-1)+т-к 
1<К<и-+1 
— (1)! + у (—1)"-* 
О<К<и 


— (17+ +. 5 , 


Следовательно, 2$. =1+ (—1)" и $; = [п четно]. Точно так же 
устанавливается, что 


п 


Тин = и +1-Т, = > (-1)"«(К+П = 1, + $8, 
К=о 


Следовательно, 21 =п-+1-$ци Г, = 5 (п + [п нечетно]). На- 
конец, тот же прием дает 


Чт+1 — (п -+ 1) — И; — Ча + 21. + $. 
= Ц: + п + [п нечетно] + [п четно] 
= Ш +т-Т. 


Итак, Чи — это треугольное число Т(п Тм. 


2.22 Улвоенная общая сумма дает ‚ванильную“ сумму по 1 <}, 
К < п, которая раскладывается и дает ()хакАк)() к ЪкВк) — 
(> какВк) (Хх БкАх). 

2.23 (а) Этот подход дает четыре суммы, вычисление которых 
приводит к 2 -+Н,—2м-(Н.-+ т —1). (Проще было бы заменить 
общий член на 1/К-+1/(К+1).) (Ъ) Пусть щ(х) = 2х +Ти Ау(х) = 
1/х(х-+ 1) = (х—1)=2; тогда Ац(х) =2и\у(х) = —(х- 12 = -1Их. 
Ответ: 2Н; — — 


\-1° 


„Глубоко ошибоч- 
НЫЙ трюизм, кото- 
рый повторяется 
во всех прописях 
и речах почтен- 
НЫХ ораторов, 
СВОДИТСЯ К ТОМУ, 
ЧТО МЫ ДОЛЖНЫ 
иметь привычку 
обдумывать свои 
поступки. В дей- 
ствительности 
имеет место как 
раз обратное. Про- 
гресс цивилизации 
выражается в 
умножении числа 
поведенческих 
актов, которые 
мы совершаем 
необдуманно. 
Мыслительные 
же акты подобны 
кавалерийским 
атакам, число 
которых весьма 
ограничено, —они 
требуют свежих 
лошадей и долж- 
ны совершаться 
лишь в решающие 
моменты битвы“ 

— А. Н. Уайтхед 
[298] 


А бывает еще 
Не абсолютно 
правильно. 
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2.24 Суммируя по частям, ) х®Н,бх = хх Н,/(т +1) — 
хи /(т - 1)? + С; следовательно, > о<к<н К"Нк = пех 


(Н„ — 1/(т + 1))/(м + 1) + О" (т + 1)2. В нашем случае 
т = —2, поэтому данная сумма сводится к 1 — (Н‚ +1)/(п +1). 


2.25 Вот некоторые основные аналоги: 


У сак = су ах — [< = (Па). 


КЕК КЕК КЕК КЕК 
у (ак-+Бк) = у ак- ) 6к [акЪх 
КЕК КЕК КЕК КЕК 


— (Пн с, (Пьекь.) 


У ак = У ар + [= Г 


КЕК Р(К)ЕК КЕК р(К)ЕК 
к =) рак к [ак= [6 
)Е] )Е] КЕК Е] Е] КЕК 
КЕК КЕК 

КЕК 
ока [КЕК] > П«= Пак 
КЕК КЕК к 
У т=#к — Пе=с*к 
КЕК КЕК 

2 — | | ы 
2.26 Р? = (П\ <; к<, зак) (Пи<;-к<, @ак). Первый сомножи- 


тель равен ([]у_1 а^)^, а второй — []к_, а?. Следовательно, Р = 
+1 
(Пк-так)””. 


2.27 А(с^) = с*(с—-х-1) = сеР/ (с —х). Подстановка с = —2 и 
уменьшение х на 2 лает Д(— [— 2)х-2) = (—2)*/х, так что искомая 
сумма равна (—2)-\ — (—2)"—\ = (—1)" и! — 1. 

2.28 Незаконно изменение порядка суммирования при перехо- 
де от второй к третьей строке: члены этой суммы не сходятся 
абсолютно. Все остальное абсолютно правильно, за исключением 
того, что промежуточный результат к! [К =) — |К/) следовало 
бы, наверное, записать в виде |) —1>21]() —1)/) и упростить. 


2.29 Воспользуйтесь элементарными дробями для получения 
равенства 


к 1 1 + 1 
4? —1 4\2ж+1 2-1)’ 
Тогла множитель (—1)К заставит обе половинки каждого члена 


суммы сократиться с их соседями. Следовательно, ответом будет 
—1/4 + (—1)"/(8п + 4). 
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2.30 У хах = 5(62— а) = Т(Ь —а)(Ъ +а— 1). Поэтому 
(6 -а)(6 -+а-—1) = 2100 = 22.3.52.7. 


Существует одно решение нашей задачи для каждого способа за- 
писи 2100 в виде произведения х. у, где х — четное, а у — нечетное 
число: мы полагаем а = к у--1 5иб = ху) +1 Поэтому ис- 
комое число решений равно числу делителей 3.52.7, а именно 12. 
В общем случае имеется [15>2(пр + 1) способов представления 
[1 р"?, где произведения берутся по простым числам. 


2.31 У) (=>) 1/)° 1-1) =>,-,1/70-1.. Аналогич- 
ным образом вторая сумма равна 3/4. 


2.32 Если м <х<2п + 1, то данные суммы суть 0+... +п + 
(х-п-1) + + — 2п) = п(х— п) = (х- 1+ (х— 3) +... + 
(х—жтм-1). сли же 2п — 1 <х < 2м, то аналогичным образом 
обе суммы равны п(х — п). (Забегая вперед, в гл. 3, отметим, что 


оба случая охватываются формулой | 5(х + 1)| (х-— [1(х+1}|). 


2.33 Если множество К пусто, то /\,скак = со. Вот основные 


аналоги: 
У сак = с) ак > Л (с+ак) 
КЕК КЕК КЕК 
= с+Лкек@х 
| ак-- Ок) = У ак+> № — /\ аи(ак к) 
КЕК КЕК КЕК КЕК 


= пп (АьекаыЛиеквь) 
«= > аж > = Л т 


КЕК р(К)ЕК КЕК 

у аук = У» ак — \ ак = Л я а; к 
Е] }Е]кЕК Е] }Е]КЕК 

КЕК КЕК 

У ак = — уж [КЕК] —> Л Ак —= \ косо“ 
кКЕК КЕК К 


2.34 Пусть К* = {К | а 2 0} иК = {К | ах < 0}. Тогда, если  Перестановка, по- 
например п нечетно, мы выбираем Ё, равным Р\_1 0 Ед, где под-  глощающая члены 


множество ‚1 С К настолько большое, что } „(т пк+) ак —  ЧАНОГО знака бы- 
у ) <А- "7 стрее, чем другого, 

кЕЕ, (— может сделать 

2.35 То, что сумма Гольдбаха равна сумму равной 

какому угодно 

п 1 значению. 
> т = › ———щ=|, 
т.(т — 1) 


т,п>22 т>2 
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можно показать слелующшим образом. Если развернуть каждый 
ее член в _ сумму геометрической прогрессии, то она равна 
> кЕР, 1>1К _; Поэтому доказательство будет завершено, как толь- 
ко мы установим взаимно однозначное соответствие между упоря- 
лоченными парами (т, п) ст,п > 2 и упорядоченными парами 
(КП скЕРитз> 1, где т" = К' в случае соответствия этих 
пар. Если т © Р, мы полагаем, что (т, п) +—>› (м”,Т), а если 
т. = а? ЕР, полагаем, что (т, п.) = (а",Ъ). 


При подобном 2.36 (а) По определению, 9 ) — 9(м ыы (п). (Ь) Согласно 
самоописании по — части (а), 9(9(п)) — оо 1)) = КК) [9(п- 1 <к<9(п]] = 
следовательности 

мб ряд ли п (9(п) — 9(п — 1)) = ) (<) И снова, согласно части (а), 


кто захочет с ней 9(9(9(п))) — о — ми есть 


познакомиться. 
2 1® —1))<к<9(9(п)}] 


= ‚ р =+(к)] [9(9п-—1))<к<9(9(п))] 


=пу [9м-1)<)<9(м)]. 
Колин Мэллоуз заметил, что данная последовательность может 
быть также определена рекуррентно: 


ЕТ) =1; 1п+1 =1+ п +1- п))) прип>0. 


2.37 (Р.Л.Г. полагает, что, вероятно, нельзя; Д.Э.К. считает, 
что, вероятно, можно; О.П. предпочитает не компрометировать 
себя.) 


3.1 т=|вщ|, 1=п- 2" =п- 218%. 
3.2 (а) |х+.5|; (Ъ) х-.5]. 
3.3 Это [тп — {тот/х]| = тп — 1, поскольку 0 < {то} < 1. 


3.4 — Нечто, где требуется не доказательство, а только счастли- 
вая догадка. (Угадали?) 


3.-5 Имеем [пх| = [п[х]| +п{х}| =п[х]| + [п{х}| согласно (3.8) 
и (3.6). Следовательно, [пх] = п[х| <=> |пх}| =0 < 0< 
м{х} < 1 <> {х} < 1/п, если п-— целое положительное число. 
(Заметьте, что в этом случае п[х| < [пх| при любом х.) 
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3.6 |4) = КР. 
3.7 [п/щм] п шоа м. 


3.8 [(— Если в каждом из ящиков содержится < [п/т| предметов, 
топ < ([п/т|- 1) т, откуда п/т-Е1 < [п/м, что противоречит 
(3.5). Другое доказывается аналогично. 


3.9 Имеем т/п — 1/4 = (п шашЫе т)/дп. Данный процесс 
должен завершаться, поскольку 0 < п шитЫе т < т. Знамена- 
тели подобных дробей строго возрастают, а потому они различны, 
ибо дап/ (п шитЫе т) > д. 


3.10 Выражение [х + 7] — [(2х +1)/4—не целое] — это ближай- 


шее целое к х, если {х} 72 5; в противном случае — это ближайшее 
четное целое число. (См. упр.2.) Таким образом, данная формула 
дает ‚несмещенный“ способ округления. 


3.11 Если п — целое число, то х<хп< В <= [“| <п< В]. 
Когла аи 6 — целые, количество целых чисел, удовлетворяющих 
условию а < п < Ъ, равно (Ъ — а— 1)[Ь > а|. Поэтому, если бы 
было х = В = целое, мы получили бы неправильный ответ. 


3.12 Вычтем |п/т| из обеих частей в соответствии с (3.6), по- 
лучая [ (п шо т)/т]| = [(п шо т-+ т—1)/т|]. Тогда обе части 
становятся равными [п шо т > 0], так как 0 < п шо4 т < м. 

Более краткое, не столь прямое доказательство сводится 
просто к наблюдению, что первый членв (3.24) должен равняться 
последнему члену в (3.25). 


3.13 Если они образуют разбиение, то формула для М(х, п) из 
текста влечет за собой, что 1/х - 1/В = 1, поскольку коэффици- 
енты при п в уравнении М(х, п) + М(В, п) = п должны быть со- 
гласованы так, чтобы данное уравнение было справедливым при 
большом п. Следовательно, числа х и В либо оба рациональ- 
ны, либо оба иррациональны. Если они оба иррациональны, то 
мы действительно получаем разбиение, как и показано в тексте. 
Если же они оба могут быть записаны с числителем тт, то вели- 
чина т — |1 не встретится ни в одном из спектров, тогла так т 
встретится в обоих. (Тем не менее, Голомб [77| обнаружил, что 
множества {|по| | п > и {|пВ| —1 | п > 1} всегда должны 
образовывать разбиение, если 1/х + 1/В =1.) 


3.14 Если пу = 0, то это очевидно из (3.22); в противном случае 
это справедливо на основании (3.21) и (3.6). 


3.15 Подставьте [тх| вместо п в (3.24), получая [тх] = [х] + 
[х] +. + [х- =]. 


м 


3.16 Можно убедиться в справедливости формулы п шоЯ 3 = 
1+ $ (№ — мп — («+ 2)%2"), проверив ее при 0 < п< 3. 

Общая формула для п. то т при любом целом положи- 
тельном т. приводится в упр. 7.25. 
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3.17 2 к0<К< т] [1 <) <х+К/мт] 
=) ко <к< МП <) < КП [К> тб —х)] 


= << к 0 < К< м] - к 0 К< 0-х) 
= т[х] — [м(] -х)] = -[-мх] = [мх]. 


3.18 Имеем 


$= > Уи! <к<о+уя |. 


0<)<[1п«х| К2п 


Члены с) < по —Т1Т < па — у не существенны, поскольку 
( +у)х_' < п. Следовательно, } = |п&| — единственный су- 
щественный случай, и искомая величина в этом случае равна 
[([по] у) | -п< м |. 


3.19 Необходимо и достаточно, чтобы Ь было целым. (Если 6 — 
целое число, 105, х — непрерывная возрастающая функция, кото- 
рая принимает целочисленные значения только в целых точках. 
Если Ъ — нецелое число, то это условие нарушается при х = Ъ.) 


3.20 Имеем )_‚ Кх[а < Кх < В] =х> „К| [/х| <К< |В/х|], что 
в сумме дает 2х (|В/х||В/х +1] — [«/х] [«/х-— 1). 


3.21 Если 10" < 2М < 10", то имеется ровно п + 1 таких 
степеней 2, поскольку для каждого К имеется ровно одна такая 
степень 2 из К цифр. Ответ, поэтому, 1 + [М10=2]|. 

Замечание: найти число степеней двойки с первой цифрой 1 
для 1 > 1 труднее, оно равно „хи <м([п1052 — 1051] — [п1052 — 


101+ 1)|). 


3.22 Все члены при п и п — | одинаковы, за исключением К-го, 
глеп = 2К1ци д — нечетно; имеем $, = 51-1 и Ти = Т, 1-24. 
Следовательно, $. =пи ТТ =п(п-+ 1). 


3.23 Хы=м <> ди(т- Поп ум(т-+ И < м -т+ 
Тото +м +1 < м-1<Ут<м+1. 


3.24 Пусть В = х/(х +1). Тогда число вхождений целого нео- 
трицательного числа т в Эрес(В) ровно на единицу превышает 
число его вхождений в брес(х). Почему? Потому что М(В, п) = 
М(х, п) +п-+ 1. 


3.25 Если бы, продолжая предпринятое в тексте, мы сумели 
найти 1, такое, что Ки < щ, то мы нарушили бы указанное 
неравенство для п-|- 1, когда п = 2щт-+1 (а также когда п = 3Зт-{ 1] 
ип =3т-2). Но для существования такого т. = п'-+-1 требуется, 
чтобы 2К\„'/2| < П' или ЗК|п’/з| < п’, т.е. чтобы 


К п, /2] < [м '/2] или Кл’ /з] < [п’/3] " 


Ага. Это уводит все дальше и дальше, приводя к тому, что Ку < 0, 
однако Ко = 1. 
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Что нам действительно нужно доказать, так это то, что Ки 
строго больше п при каждом п > 0. А это уже легко доказать 
по индукции, несмотря на то что это более сильный результат, 
чем тот, который мы не смогли доказать! 

(Данное упражнение преподает важный урок — это в боль- 
шей степени выяснение сущности индукции, нежели свойства 


функции пол.) 


3.26 , Доказательство по индукции с использованием более силь- 
ного предположения 


а п-+1 


3.27 Если О) = 2"Ь—а, где а равно 0 или 1, то °), =3"Ъ—а. 


3.28 Ключевым моментом является то, что а, = т? влечет за 


собой ап+2к+1 = (т + К)? + т-— Ки ан+2к+2 = (т + К)? + 2т при 
О <К < м; отсюда ан+2т-1 = (2т)?. Поэтому искомое решение 
может (следуя Карлу Уитти) быть записано в виде 


2 
ыы + | (№) |, где 2+1 < п < 2141 +1+1. 


3.29 Величина О (х', |хп|) не превышает максимума абсолют- 
ного значения выражения 
$(’, [п], у’) 
= —$(х,п, у) —-5+еЕ-{0 или }-у' — {0 или 1}. 
3.30 Хи =а2“ +2" (доказывается по индукции), и Х‚ — целое 


число. 
‘ 


3.31 Вот элегантное’ ‚впечатляющее“ доказательство, но о том, 
как оно было обнаружено, остается только догадываться: 


[х] + [9] + Х-+у| = [х+ [9] | + Х+у] 
< [х+ > [2ч|| + [х+ 3125] +3] 
= [2х + [25| | = [2х] + [2ч]. 


Но существует также простое графическое доказательство, осно- 
ванное на том наблюдении, что достаточно рассмотреть только 
случай 0 <х,у < 1. Тогла данное соотношение графически вы- 
глядит вот как: 


[2 ыЁ: 
Г] 


„Когда вы пыта- 
етесь придумать 
доказательство с 
помощью матема- 
тической индукции, 
вам оно может не 
удаваться по двум 
противоположным 
причинам. Оно 
может вам не 
удаваться и потому, 
что вы пытаетесь 
доказать слиш- 
ком много: ваше 
Р(п-+1) — слишком 
тяжелый груз. 

Оно может вам не 
удаваться и потому, 
что вы пытаетесь 
доказать слишком 
мало: ваше Р(п.) — 
слишком слабая 
опора. Вообще, вы 
должны уравнове- 
сить утверждение 
вашей теоремы так, 
чтобы опора была 
как раз достаточна 


для груза“ 
— Д. Пойа [242] 


Это аргументация 
на уровне пола. 
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Возможен и несколько более сильный результат, а именно 
+ ШУ] < [2х] + [2], 


но это является усилением только при {х} = 5. Если же заменить 
(ху) на (—х,х +9) и применить рефлексивный закон (3.4), то 
получим 


[+ [х-+ч| + [2х] < [х| + [2х+ 24]. 


3.32 Обозначим интересующую нас сумму через {(х). Посколь- 
ку {(х) = {(—х), то можно считать, что х > 0. Члены суммы 
ограничены величиной 2^ при К -} —с0 и величиной х?/2^ при 
К -› +00, так что данная сумма существует при любом веще- 
ственном х. 

Имеем 1(2х) =2).2^1||х/2к- |? = 2х). Пусть ((х) = 
Ц(х) + т(х), гле Цх) — исходная сумма при К < бит(х) — исходная 
сумма при К > 0. Тогла Цх +1) =Кх) и Цх) < 1/2 при любом х. 
Если 0 <х < 1, тот(х) = х7/2 + х?/4 +... = х? ит(х+ 1) = 
(х — 1)2/2 + (х+ 1)2/4 + (х+ 1)2/8 +... = х2 + 1. Следовательно, 
(х +1) = Ех) + 1, если 0 <х<1. 

Теперь можно доказать по индукции, что (хп) = 1(х)+п 
при любом целом п > 0, если 0 <х < 1. В частности, (п) = 
п. Поэтому в общем случае, 1(х) = 2" Е2"х) = 2" [2х] + 
2—"+({2тх}). Но 1({2"х}) = Ц@2"х}) + т({2"х}) < $ +1, поэто- 
му |1(х) —х| < 27" [2х] -х| +2".5 <2".3 при любом 
целом т. 

Неизбежный вывод состоит в том, что {(х) = [х| при любом 
вещественном х. 


3.33 Пустьт=п- > — радиус окружности. (а) Между клетка- 
ми доски 2п — 1 горизонтальных прямых и 2п — 1 вертикальных 
прямых, причем окружность пересекает каждую из этих прямых 
дважды. Поскольку т^ — не целое число, то по теореме Пифаго- 
ра окружность не проходит через угол никакой клетки. Следова- 
тельно, окружность проходит через столько клеток, сколько име- 
ется точек ее пересечения с прямыми, а именно 8п — 4 = 8т. (Это 
то же самое, что и число клеток по краям доски.) (Ъ) 1(п,К) = 
4 Ут? — К? |. 


Из (а) и (Ъ) вытекает, что 


тг” — 2т < У [М т2 — К2| < 1лг”, т=п— 5. 


0<К< 
См. также книгу т 


Серпинского [272* 
часть 2, с. 42-43]. Задача получения более точных оценок этой суммы представляет 


—Перев. собой знаменитую проблему теории чисел, которой занимались 
Гаусс и многие другие; см. Диксон [109, том 2, гл. 6]. 
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3.34 (а) Пусть т = [1] п]. Можно добавить еще 2" — п, членов, 
чтобы упростить вычисления в граничных точках: 
2%" 


п) + м2 П8\ = 2) = ПЕкПП <к<2"] 


ке ку 
},К 


-212 = 2“(т-—1) +1. 


Следовательно, {(п) = пт — 2" + 1. 

(Ъ) Имеем [п/2] = |(п+1)/2]|, откуда следует, что решение 
рекуррентности общего вида 9(п) = а(п) + 9([п/2]) + в([п/2]) 
должно удовлетворять соотношению Дд(п) = Да(п) +Да([п/?2] ). 
В частности, если а(п) = п — 1, то соотношению Ап) = 1+ 
А+ ([п/2]) удовлетворяет число битов в двоичном представлении 
п, а именно [15(п + 1)]. Остается перейти от Д к %. 

Более прямое решение может быть основано на соотноше- 
ниях [152)| = 16) +Ти [15(2) —1)] = 18] +0> 1 для} > 1. 


3.35 (п+1)2пме=А. + (п+1)2+ (п+1) + Ва, где 
(м+1)2п!  (п+1)2 (м+1)2п 
Ал = ОВ ОИ ОЗОН 
ИР бЫИ 
кратно п, а 


п+1)2п! (п+1 


В" = (м+2)! (м+3)! 


а 
м2 п+3 (п+3)(м-+4) 


< мя +) 
м-+2 п+3 (п+3)(м +3) 
м+т)(п +3) 
(п + 2) 
меньше 1. Следовательно, ответ 2 под п. 


3.36 Эта сумма равна 


У 24" [т= в] [= [в] <к<27] 


кт 
= ут р" << 2205 т<т] 
К, т 
= }_ 4" [2" <1<2"+1 [0 <т<т] 
1 т 


= У 2"0<т<п| = 2(1—2-"). 
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3.37 Сначала рассмотрите случай т < п, который распадается 
на подслучаи в зависимости от того, меньше ли т, чем тп, или 
нет; затем покажите, что обе части изменяются одинаково, когда 
т, увеличивается на п. 


Несмотря на фор- 3.38 Самое большее одно хк может быть нецелым числом. От- 
мулировку, на бросим все целые хк и предположим, что осталось п, чисел. Если 
самом деле это {х} 2 0, то среднее значение {тх} при т —} со лежит между 1 и 


уровня 4. и 5; следовательно, {тх1} +... -+{тх,}—{тх: +... +щха} не может 
иметь нулевое среднее значение при п > 1. 

Только что проведенное рассуждение основано на трудной 
теореме о равномерном распределении. Однако возможно элемен- 
тарное доказательство. Вот его набросок при п = 2. Пусть Ри — 
точка ({тх}, {тм}. Разделим единичный квадрат 0 <х,1 < 1 на 
треугольные области А и В, для которых х-+у <Тих-+у> 1. 
Мы хотим показать, что Ри Е В при некотором т, если {х} и {у} 
отличны от нуля. Если Р\ Е В, то показывать нечего. В против- 
ном случае найдется круг О радиуса Е > 0 с центром в Р\, такой, 
что О С А. По принципу ящиков Дирихле последовательность 
Р1, ..., Рм должна содержать две точки с |Рк —Р;| <ЕиКк>)}, 
если М достаточно велико. 


Р1 | (1) 
о (1 › ] ) — Р1 
Отсюда следует, что Р„_; 1 лежит в е-окрестности точки (1,1) — 
Ру; следовательно, Рк_; 1 Е В. 


3.39 Замените) на .—} и добавьте к этой сумме членс) = 0, так 
что для вычисления суммы по т можно воспользоваться упр. 15. 
В результате члены 


ХИ" — х/к +1 
телескопируются при суммировании по К. 


3.40 Пусть [2\/п]| = 4К + т, где —2 <т<2, и пусть т = ||. 
Тогда по индукции могут быть установлены следующие зависи- 


мости. 





тогда и только тогда, когда 










Уи, к (2к—1)(2к—1) < п< (2—1) (2) 
бк т(т-1) пк (2к—1)(2к) <п < (2к)(2к) 
Ек —к (2к) (2к) < п< (2к)(2к-+1) 
Мк п-т(м-П-к| (2) (2к- 1) <п< (2к+1)(2к+1) 
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Таким образом, если К > 1, то У/к является сегментом длины 2К 
там, гле путь идет на запад и у(п) = К; $к — сегментом дли- 
ны 2К — 2 там, где путь идет на югих(п) = —К; ит.д. (а) Поэтому 
требуемая формула имеет вид 


у(п) = (-10"(®- т(т + 1)). [[2Мп]| нечетное| — Г} 


(Ь) На всех сегментах К = шах([х(п)|, у(п)|). На сегментах У\/к и 
$к имеем х<уип+х+ч=т(т +1) = (2К)? — К; на сегментах 
Ек и Мк имеем х > чип-х-у= мм +1) = (2) + Ж. 
Следовательно, знак определяется по формуле (—1)(*(<у(%)). 


3.41 Поскольку 1/ф-+1/ф? = 1, то указанные последовательно- 
сти действительно разбивают все целые положительные числа. А 
поскольку условие 9(п) = + (+ (п)) + 1 определяет Ти д единствен- 
ным образом, то нужно лишь показать, что | [пф]ф| +1 = [пф*| 
при любом п > 0. Это вытекает из упр.3 при х =фип =1. 


3.42 Нет. Рассуждение, подобное проведенному в тексте и 
упр. 13 анализу случая с двумя спектрами, показывает, что раз- 
биение на три части имеет место тогла и только тогда, когда 
1/х + ТИВ + 1/у =Ти 


ня) 


при любом п > 0. Однако по теореме о равномерном распреде- 
лении среднее значение последовательности {п 1) /х} равно 
1/2, если х иррационально. Все параметры не могут быть рацио- 
нальны, а если у = т/п, то среднее значение равно 3/2 — 1/(2). 
Следовательно, у должно быть целым числом, но это тоже не 
годится. (Имеется также доказательство невозможности, в кото- 
ром используются лишь простые соображения — без теоремы о 
равномерном распределении; см. [84].) 


3.43 Один шаг развертывания рекуррентности для чисел Ки да- 
ет минимум из четырех чисел 1 {а а-Ъ.К | (и-1-а)/(аъ)|› ГДе ка- 
ждое из чисел а и Ъ равно либо 2, либо 3. (Подобное упрощение 
требует применения правила (3.11) для удаления „полов“ внутри 
„полов“ вместе с тождеством х- пип(у, 2) = пип(х-+у,х-2). Следу- 
ет опустить члены с отрицательными индексами, т. е. с индексами 
п—1-а< о.) 

Продолжая в таком духе, мы приходим к следующей ин- 
терпретации: К, — наименьшее число > п в мультимножестве $ 
всех чисел вида 


1 + а! + ата? + ата аз - -.: + аталаз... ат, 


где т >20 и кажлое ак равно либо 2, либо 3. Так, в мультимно- 
жестве 


5 = {1, 3, 4, 7, 9, 10, 13, 15, 19,21, 22, 27,28, 31,31,...} 


А ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 555 


число 31 встречается „дважды поскольку оно имеет два пред- 
ставления 1 +2-4+8+ 16 = 1+3-+ + 18. (Майкл Фредмен 
[318] показал, что Шиа» К./п. = 1, т.е. между элементами 5 не 
бывает слишком больших промежутков). 


3.44 Пусть а(а) = 09. шишЫе (4—1), так что 09) = (909. + 
4%”) / (а — 1) иак? = [2:9 /(а- 1]. Тогда 0%, < (а-Пп = 
а (9) < п, откуда вытекает требуемое. (Это решение найдено Эй- 
лером [380], который устанавливал а и 4 последовательно, не до- 


гадываясь, что достаточно одной последовательности 9). 


... Такому прос- 3.45 Пусть х > 1 удовлетворяет условию сх + 1/х = 2т. Тогла 
тому. выясняется, что 2\, = х2` +2’, и отсюда следует, что У, = 
[2 /2]. 
3.46 Данное указание вытекает из (3.9), так как 2п(п +1) = 


1+1 


|[2(п. + 1)2]. Пусть п+0 = (2 +2 ')тип’ +0" = (М2 + 
М?) т, где 0 < 0,0'’< 1. Тогла 0' = 20 шоа1 = 29 -— а, гле 


4 равно 0 или 1. Мы хотим доказать, что п’ = [М2(м + 7)|, а это 
равенство справедливо тогда и только тогда, когла 


о < 6'(2— 2) +/21-а) <2. 


Относительно решения  рекуррентности отметим, что 

Зрес(1 + 1/2) и брес(1 + У2) образуют разбиение всех целых 

положительных чисел, следовательно, любое целое положитель- 

ное число а может быть записано единственным образом в виде 
| 1-1 

а = | (/2`+\2 )т|, гдети т— целые числа, причем т — не- 


1 1+и-—1 
четноеи 1 > 0. Отсюда вытекает, что [. = | м2 "+2 м т]. 


3.47 (ас =-т; (Ъ) с- целое; (с) с = 0; (4) с — произвольное чи- 
сло. Относительно более общих результатов см. ответ к упр. 1.2.4— 
40 в [139]. 

3.48 Положим х:0 = Ти х:®+0 = х[х\|, а также ак = {х'} 


и Вх = [х:*|; тогда наше тождество запишется как х3 = 3х:3 + 
Зата2 + а? — 36162 + Ъ3. Поскольку ак + Ък = х:* = хбк_1 для 
К > 0, имеем (1 — х2)(1+Ъ12-+ 522+...) =1-а12- а222—.... 
Следовательно, 


] — 146124 6227 +... 
1-х2 1—-а12- а222—...° 


Возьмем логарифм от обеих частей, чтобы отделить а от Ъ. Диф- 
ференцируя затем по 2, получаем 


Хх _ ал + 2а22 + Заз27 +... Ъ: + 252 + 35322 +... 


1 — х2 1 — а12 — а222 —... 1+ Ъ12 + 5222 +... 
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Коэффициент при 2'`' в левой части равен х"; в правой части 
для этого коэффициента имеем формулу, совпадающую с нашим 
тождеством при п = 3. Можно вывести аналогичные тождества 
и для более общего произведения хох1...Хи_1 [340]. 


3.49 (Решение Генриха Ролечека.) Можно заменить (х,В) на Более интересная 
{В} «-+ [В]|) без изменения [п] + [пВ|. Следовательно, условия (еще не решенная) 
х = {В} является необходимым. Оно же является и достаточным. Задача: выяснить, 
Действительно, пусть т = |В| — наименьший элемент заданно-  КОГАа заданное 


го мультимножества, и пусть 5 — мультимножество, полученное во определя ет 
-го в порядке возрастания эле- 
из заданного вычитанием тп из п-го в поряд раст упорядоченную 


мента при всех п. Если х = {В}, то последовательные элементы 5 пару {х, В}, если 

, ) 
отличаются либо на 0, либо на 2; следовательно, мультимноже- как х, таки В 
ство 55 = эрес(х) определяет х. меньше 1. 


3.50 Согласно неопубликованным заметкам Уильяма А. Вича, 
достаточно, чтобы хВ, Ви 1 были линейно независимы над мно- 
жеством рациональных чисел. 


3.51 Как замечает Г.С.Вильф, функциональное уравнение 
{(х2—1) = {(х)? определяло бы {(х) при любом х > Ф, если бы 
функция {(х) была задана на некотором интервале (ф, ф-+е). 

3.52 Существует бесконечное количество способов разбиения 


всех целых положительных чисел на три или более обобщенных 
спектра при иррациональных ск; например, 


орес(2х; 0) Ц Зрес(4х; —х) Ц Зрес(4х; —3х) Ц Зрес(В;0). 


Но суть в том, что все такие разбиения возникают в результате 
( . 
„расширения“ основного спектра Зрес(х) Ц Зрес(В); см. [87]. Все 

известные примеры с рациональными ок, например 


Эрес(7; —3) Ц Зрес(5; Ру Зрес(7; 0), 


используют параметры как в сформулированном предположении, 
которое принадлежит А. С. Френкелю [322]. 


3.53 Частичные результаты обсуждены в [391, с. 30-31]. Жад- 
ный алгоритм, вероятно, не заканчивается. 


4.1 Это 1, 2,4, 6, 16, 12. 

4.2 Заметьте, что т,-+п» = шш(ть, пъ) + тах(тр, пр). Рекур- 
рентность нок(т,п) = (п/(п шо4 т)) нок(п шо@ т, т.) право- 
мерна, но вычислять с ее помощью величины НОК нецелесообраз- 


но; наилучший из известных способов вычисления НОК(т, п) — 
сначала вычислить НОд(т, п), а затем разделить тм на этот нод. 


4.3 Это верно, если х— целое число, однако функция Т(х) 
определена при всех вещественных х. Правильная формула 


п(х) — п(х — 1) = [[х| — простое число] 


легко проверяется. 
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4.4 — Между дробями 1 и 2: оказалось бы отраженное слева на- 
право дерево Штерна—Броко с отрицательными знаменателями 
у всех дробей и т.д. Так что результирующее дерево содержит 
все дроби т/п с т 1 п. Условие т’п — тп’ = 1 остается спра- 
ведливым в процессе всего построения. Подобную конструкцию 
называют венком Штерна—Броко, поскольку для удобства по- 
следнюю дробь $ можно считать идентичной первой дроби т, 
соединяя тем самым наверху деревья в венок. Венки Штерна-— 
Броко имеют интересные применения в машинной графике, по- 
скольку с их помощью представляется любое рациональное на- 
правление на плоскости.) 


4.5 Это 1* = (1 ий* = (,°), что справедливо и при К < 0. 
(В гл. 6 будет установлена общая формула для произведения лю- 
бого числа матриц [ и К.) 


4.6 Это означает а = 5. (В гл.3 было определено х то 0 =х 
В конечном счете — главным образом для того, чтобы это было так.) 


в записи ‘то4 у’ 
бы подра. 4.7 Аля этого необходимо, чтобы т шо4 10 = 0, т шоа9 =К 


зумевается, что и т шоа 8 = 1. Но т не может быть одновременно как четным, 
„претензии у игре- так и нечетным числом. 
ка равны нулю“ А 4.8 


если это уже так, Надо, чтобы 10х + 6у = 10х +у (шоа 15); отсюда имеем 


то и претендовать 5у = 0 (то4 15); откуда у = 0 (то4 3). Должно быть: у = 0 или 
не на Что. Зих =0 или 1. 
4.9 Так как 32"! шо4 4 = 3, то (32*+1—1)/2 нечетно. Указанное 
число делится на (37 — 1)/2 ина (3'' —1)/2 (и на другие числа). 


4.10 999(1— 5) (1—3 >) = 648. 


4.11 Это функция 0(0) = 1, о(1) = -1, о(п) = 0 при п > 1. 
(Обобщенные функции Мёбиуса, определенные на произвольных 
частично упорядоченных множествах, обладают интересными и 
важными свойствами, впервые установленными Вейснером [50] и 
развитыми многими другими, особенно Джан-Карло Ротой [264].) 


4.12 Согласно а (4.7) и и 9) ам кан (Я/К) 9(К) = 
> км 2а\(т/ю) (Я =) кн 9(К)[т/К=1] = 9(т), 
4.13 (а) п» < 1 при любом р; (Ъ) и(п.) #0. 


4.14 Эти правила правильные, если К > 0. Воспользуйтесь 
(4.12), (4.14) и (4.15). 
4.15 Нет. К примеру, е, шоа5 = [2или3]|, а е, шо@а11 = 


2,3, 7, или 10]. 
4.16 1/е-+1/е2 +. .--1/е = 1—1/(е.(е,—1)) =1—1/(еи-—Т1). 
4.17 Имеем Г, под = 2; следовательно, НОД(,.) = 


нод(2, 1) = 1. (Между прочим, соотношение {„ = 1 ..._1+2 
весьма напоминает рекуррентность, посредством которой опреде- 
ляются числа Евклида ен.) 
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4.18 Если п = д, а 4 нечетное, то 2“ +1 = (2" + 1)(2"" — 
20—2т +... 2% +1). 


4.19 Первая сумма равна д(п), так как ее общий член есть 
(К + 1 — простое). Внутренняя сумма во втором равенстве есть 
У 1<к < К\т], так что она больше 1 тогда и только тогда, ко- 
гла т — составное число; и снова мы получаем л(п.). Наконец, 
{тм} = [пут], так что третья сумма— упражнение на при- 
менение теоремы Вильсона. Но, разумеется, вычислять д(п) по 
любой из этих формул — полнейшая глупость. 


4.20 Пусть р1 = 2 и пусть р, — наименьшее простое число, боль- 
шее, чем 2Р"-'. Тогда 2Р"-! < ри < 2Р"-!+1, откуда следует, что 
надо взять Ь = Ши,» оо 1" рп, где 16) — это функция 15, прои- 
терированная п раз. Указанное числовое значение получается из 
р) =5ир; = 37. Оказывается, что р4 = 237 +9, и это дает более 
точное значение 


Ь = 1.2516475977905 
(но не дает ключа к значению рэ). 


4.21 В силу постулата Бертрана Р. < 10". Пусть 


к=>у 10-® Ру = .200300005.... 


К>1 


Тогда 10" К = Р‚ + дробь (шо 102"). 


4.22 (5 —1)/(Ь-Т) = (6—1) -—1)) (5 "т. .. +1). [При 
р < 2000 простые числа вида (107 — 1/9 встречаются только для 
р =2, 19, 23, 317, 1031.] Числа такого вида называют ‚герипз“ 


4.23 Это р(2К +1) =0и р(2К) = р(К) +1 при К > 1. Можно 
показать по индукции, что р(п) = р(п — 2"), если п > "и 
т, > р(п). На К-м шаге перекладывается р(К)-Йй диск ханойской 
башни, если диски перенумеровать номерами 0, |,..., п-1. Если 
К — степень 2, то ясно, что это так. А если 2" < К < 2"+*1, то 
р(К) < м; К-еи К- 2"-е перекладывания соответствуют друг 
другу в последовательности перекладываний, перемецающей т-{ 
1] дисков за Ти +1 + Гд шагов. 


4.24 Цифра, которая вносит вклад ар" в п, вносит вклад 
ар" +... +а = 4(р" — 1)/ — 1) в ве, (п!), следовательно, 
ер(п!) = (п-м,(п))/(р— 1). 

4.25 Поскольку т\п <> т» =0 или т» = пр при всех р, то 
отсюда следует, что утверждение (а) верно. Однако утверждение 
(5) неверно уже для нашего излюбленного примера т = 12 и 
п. = 18. (Это широко распространенное заблуждение.) 


4.26 Верно, так как последовательность Эм определяет некото- 
рое поддерево дерева Штерна—Броко. 
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4.27 Лополните более короткую строку символами М (исходя 
из того, что в алфавите М находится между Ги К) так, чтобы обе 
строки стали одинаковой длины, а затем воспользуйтесь словар- 
ным упорядочением. К примеру, самые верхние уровни дерева 
упорядочены так: 1. < [М < ММ < К < КМ < ВЕК. (Другое 
решение заключается в присоединении бесконечной строки сим- 
волов КГ<° к обоим входам, после чего сравнение производится 
до установления [. < К.) 


4.28 Лостаточно воспользоваться лишь началом этого предста- 
вления: 


ВЕ ЕГгкккк к к 
2347 10 13 16 19 22 25 47 69 91 113 135 
Т› 1 


4710 13 16 17 22 25 47 71 113 135 


13 1 
1,2) 3) 4,5) 6›7› 8 › 15› 22° 29° 36° 43 ›''’' 


—|— 


) 


Дробь т появляется потому, что оценивает сверху лучше, чем 
дробь 5, а не потому, что она оценивает лучше, чем дробь 3. 


Аналогично, дробь 2 — лучшая оценка снизу, чем дробь 3. Здесь 
присутствуют все простейшие оценки сверху и все простейшие 
оценки снизу, но ближайшее действительно хорошее приближе- 
ние не должно встречаться до тех пор, пока строка символов К 
не перейдет обратно в строку символов [. 


4.29 Число 1/х. Чтобы получить | —х из х в двоичной системе 
счисления, мы меняем местами 0 и |, а чтобы получить 1/х из хв 
системе Штерна—Броко, мы меняем местами Ги К. (Кроме того, 
следует обратить внимание на случаи с конечным числом знаков, 
но с ними должно быть все в порядке, так как данное соответствие 
сохраняет упорядочение.) 


4.30 Поскольку т целых чисел х Е [А, А + т) различны по 
шо т, то их остатки (х то тл,..., х шо т.) пробегают все 
тм...П. = т возможных значений, одним из которых должно 
быть (а1 то пл,..., а; то т.) согласно принципу ‚голубиных 
гнезл.. 


4.31 Вообще, число, записанное в системе счисления с основа- 
нием ., делится на 4 тогда и только тогда, когда сумма его цифр 
делится на 4 при условии, что $ = 1 (то4 4). Это вытекает из 
того, что (аш... ао)ь = ащЬ" +... + аоб8 = ам +. + ад. 


4.32 Система ф(т) чисел {Кип шодйт | К тми0<К<мт}\ 
представляет собой систему чисел {К |К1 мид<К<т}, 
взятых в некотором порядке. Перемножьте их и поделите на 


Пока, К-т К. 


4.33 Очевидно, что 1(1Т) = |1. Если т [1 т, то И(тм) = 
Ха\тл (а) 9(ии/а) =  Улта (са) (т/с) (ма)) = 
ам Ха\и (С) 9(т/с) (а) 9(п/а), а это равно В (т) п(п), так как 
с 1 ав каждом члене этой суммы. 
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4.34 Лействительно, 9(т) = ан (а) = Ха, т/а) = 
у а>1 (т./а4), если\ функция {(х) равна нулю, когда х не явля- 
ется целым числом 


4.35 Начальные условия суть 
0, п) =0; Км, 0) =1. 
А при т, п > 0 имеются два правила: 
(т, п) = (т, п шо т) — [п/м]Г(п шо т, т), 
Кт, п) = (м шоп, п), 
первое из которых тривиально при т > п и второе тривиально 
при т < п. 


4.36 Разложение любой из заданных величин на необратимые 
множители должно содержать т? — 101? = +2 или -3, а это 
невозможно по модулю 10. 


4.37 Пусть аи =2"ш(е — 7) и. =2 "(ед + т). Тогла 
еек = [Е2" +1] <—> а < шШЕ < Ь. 


Но ал_1 < а) < В: < Б,-1, так что можно взять Е = Пти, е“". 
На самом деле оказывается, что 


п т т и 
2 (2е„ — 1)? 


п>] 


— произведение которое быстро сходится к числу 
(1.26408473530530111)2. Однако эти наблюдения не позволяют 
выяснить, чему равно число ел , если мы не сможем найти другое 
выражение для Е, которое не зависело бы от чисел Евклида. 


4.38 Пусть т = пшоат. Тогда а" — 6" = (а" — 5") х 
(ап "бо + ап"-2т рт +... + аъ") + ри и/т. (а' __ Ът). 
4.39 Если а1...аи 61...66 — полные квадраты, то таковым 


будет и число 
2 2 
ат... а 61... Би/С1 ... С 


где {а1,..., а} П{Ьт,..., би} = {с1,..., Су}. (На самом деле можно 
показать, что последовательность ($(1),5(2), 5(3),..., } содержит 
любое не простое целое положительное число ровно один раз.) 


4.40 Пусть (п = [[л<к<а, рухкК = п/р“ [п/р и 9(п) = 
п!/ре» (1%). м 


9(п) = (п) ([п/р])1([п/р"|)... = п)о([п/р]). 


Кроме того, {(п) = ао!(р — 1)!!"/Р] = ао!(-1)Р] (под р), и 
ер (п!) = [п/р] +ер(|п/р/!). Эти кузена позволяют лег- 
ко доказать требуемое по индукции. (Возможны и другие реше- 
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4.41 (а) Если п? = —1 (шо4 р), то (п?)?-'/2 = —1, но теорема 
Ферма говорит, что это +1. (Ъ) Пусть п = (р — 1)/2)!, тогда 
п, = (—-1)®-0/2 Г] <к<р/2 (ф-—К) = (р-Т)!/п, следовательно, п? = 
(р-1)!. 

4.42 Вначале заметим, что К 11 <> КТ аК для любо- 


го целого а, так как НОД(К,1) = нод(К,1 - аК) в соответствии с 
алгоритмом Евклида. Итак, 


щем и п'1п < тп’ 1п 
—  тмп’+пм п. 
Аналогично, 
ти пп’ <= т пм’. 
Следовательно, 
щи мп и пп < пм пм’ пп’. 
4.43 Надо умножить на [ 'К, затем на К-'[- ТВТ, затем на ГК, 


затем на К-21-'ВТ2 ит. д.; п-м множителем будет КР) 1ВТ 0%), 
поскольку мы должны сократить р(п.) матриц К. А В-"Г- ВТ" = 


(ржа) 

1 2т-1/° 

4.44 Мы можем найти простейшее рациональное число, которое 
лежит в интервале 


[.3155, .3165) = [.881, 883), 
631 633 


— такой флаг просматривая представления Штерна—Броко дробей дб и 55 
ожно 0 
и останавливаясь непосредственно перед тем, как в первой из них 


увидеть на Г _ р. 
чемпионате мира встречается символ (|, а во второи СИМВОЛ К. 
огда Джон Круз (ти, пи, то, п2) := (631,200, 633,2000); 
вступил В борьбу. как только пи >п или т) < п) исполнять 
если т› < п? 
то (вывод(Т.); (пл, п2):= (пл, п2) — (пи, т2)) 
иначе (вывод(К); (ту, 12) := (пил, т2)— (пл, п2)). 


Искомый результат ГЕККККК = е ^ .3158. Между прочим, ко- 
эффициент .334 означает по меньшей мере 287 ударов. 


4.45 Имеем х? = х (шоа 10") <> х(х-1) = 0 (шоа 72") и 
х(х — 1) = 0 (мод 5") <>» хшоа2" = [дили1] и хшод 5" = 
[0 или 1]. (Последний шаг оправдан, поскольку х(х—1) шоЯ 5 =0 
означает, что либо число х, либо число х — | кратно 5, в случае 
чего другой множитель взаимно простс 5" и может быть выделен 
из данного сравнения.) 

Поэтому существует самое большее четыре решения, два 
из которых (х =0их = 1) не достойны имени ‚п-значного числа“ 
кроме случая п = 1. Два других решения имеют видхи 10" 1-х, 
и по меньшей мере одно из этих чисел > 10"-'. Если п = 4, то 
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другое решение 10001 — 9376 = 625 не является четырехзначным 
числом. Мы надеемся получить два п-значных решения примерно 
для 90% всех п, но это предположение еще не доказано. 

(Подобные самовоспроизводящиеся числа называют „авто- 
морфами“) 


4.46 (а) Если }') — К'К = нод(), К), то пк КиН®АОЮ) = 9 ЕТ и 
пк = Т. (Ъ) Пусть п = ра, где р — наименьший простой дели- 
тель числа п. Если 2" =1 (то@ п), то 2" = 1 (шоа р). К тому 
же 2Р'=1 (шо р), следовательно, 2#°АФ-1") = ] (шод р). Но 
нод(р—1, п) = 1 по определению р. 


4.47 Если п" = 1 (шоа т), то должно быть п 1 т. Если 
пк = п) при некоторых 1 <) <К< м, топ* 7] = 1, посколь- 
ку можно разделить на п). Поэтому если числа п! шо т, ...) 
п" шо т не все различны, то имеется некоторое К < т -— 1, 
для которого п“ = 1. Наименьшее из таких К делит т — 1, со- 
гласно упр. 46(а). Но тогла Ка = (т — 1)/р при некотором про- 
стом числе р и некотором целом положительном числе а, что 
невозможно, так как п^Ч = 1. Поэтому все числа п! шо4 т, ..., 
п”! по т различны и взаимно просты с т, а потому числа 
1,..., м — 1 взаимно просты с т, и число т должно быть про- 
стым. 


4.48 (Объединяя числа с обратными к ним попарно, произведе- 
ние (тоЯ т) можно свести к произведению [| |. <п<т, п2 шоа т=1 П. 
А теперь можно воспользоваться нашим умением решать уравне- 
ния п? шоЯ т = 1. С помощью модулярной арифметики выясня- 
ется, что искомый результат равен т-— 1, если т =4, р" или 2р* 
(р > 2); в остальных случаях он равен +1. 

4.49 (а) Либо т < п (Ф(М — 1) случаев), либо т = п (один 
случай), либо т > п (вновь Ф(М — 1) случаев). Следовательно, 
КМ) =2Ф(М-1) +1. (Ъ) Из (4.62) получаем, что 


2Ф(М) -1=-1+ > ща) ма] 1+ ма]; 
а>1 
следовательно, требуемый результат справедлив тогда и только 
тогда, когда 
У ва) миа! = ] при М> 1. 
а>1 


А это частный случай правила (4.61), если положить {(х) = 
х>1.. 


4.50 (а) Если {— некоторая функция, то 


$3 =» ›» июа=нодкт]] 


О<Кк<м 4\т О<Кк<м 


=> > чю[катти/а] 


4\т О<К<т 
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=>) > Канта] 


а\т 0<К<т/а 


=>) >) Икм/а[к-ьа|. 


А\т 0<к<а 


С частным случаем этого вывода мы знакомы по выводу форму- 
лы (4.63). Аналогичный вывод проходит и при замене | [ на). 
Таким образом, имеем 


2—1] = П (2— 4*) =] П (2 — мк"\/9) 


0<к<т а\т 0<к<а 
ка 


= ] [ №а(2) 


а\т 
т/4 — е2п/а. 
Пункт (Ъ) следует из пункта (а) по аналогии с принци- 
пом (4.56) для произведений вместо сумм. Кстати, эта формула 
показывает, что многочлен У и(2) имеет целочисленные коэффи- 
циенты, так как У„(2) получается путем умножения и деления 
многочленов со старшим коэффициентом 1. 


4.51 Имеем (х+.--+х„)Р = = Хх. к, =рР!И(Кл!.. Ки!) хх ‚ХЕ, 
гле коэффициент при иксах делится на р, если только некото- 
рое К; не равно р. Следовательно, (х1 +... + хи)? = х +... + ХА 
(по@ р). А теперь можно положить все иксы равными "1 ‚ получая 
ПР Ел. 


ибо 


4.52 Еслир > п, то доказывать нечего. В противном случае х 1 
р, так что х®?-П = 1 (то4 р); это означает, что по меньшей мере 
|(п—1)/(р-—1)] заданных чисел кратны р. А (п-—1)/(ф-1) > п/р, 
поскольку п 2р. 


„Пе вапзеп ба еп 4.53 Вначале покажите, что если т > 6 и т — не простое чи 
раё ег Пебе Сбой сло, то выполняется условие (т—2)! = 0 (шо4 т). (Если т =р-, 
детас, те то произведение для (т — 2)! включает р и 29; в противном слу- 


М ц чае оно включает 4 и т/4, где а < т/4.) Затем рассмотрите 
епзспепу’егК. 
— Л. Кронекер [48] следующие случаи: 
Случай 0, п < 5. Данное условие выполняется только при 
м =Т. 
Случай 1, п 25 и п простое. Тогда (п —1)!/(п + 1) — целое 
число и оно не может быть кратным п. 
Случай 2, п > 5, п составное и п + 1 составное. Тогда п и 
п {1 делят п-Т)!ип 1 п + 1; следовательно, п(п + 1)\(п-—1)!. 
Случай 3, п > 5, п составное, а п + | простое. Тогда 
(п! =Т (моЯ п + 1) по теореме Вильсона и 


(п ПМ] = (м- 1! +1) п +1, 


а это число делится на п. 
Итак, ответ такой: либо п = 1, либо п = 4— составное 
число. 
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4.54 Поскольку е2(1000!) > 500, а е5(1000!) = 249, то 1000! = 
а. 10247 при некотором четном целом а. А так как 1000 = (1300)5, 
то упр.40 говорит, что а.224? = 1000!/5247 = —1 (тод 5). Кроме 
того, 2247 = 2, следовательно, и а = 2, а значит, а то4 10 = 2 
или 7, и, следовательно, ответ такой: 2.10247. 

4.55 Олин из способов доказательства — доказать по индукции, 
что Ри/РА(п + 1) — целое число; этот более сильный резуль- 
тат обеспечивает дальнейшее проведение индукции. Другой путь 
основан на доказательстве того, что каждое простое число делит 
числитель по меньшей мере столько же раз, сколько оно делит и 
знаменатель. А это сводится к доказательству неравенства 


2. п 
У [к/т >4 У [к/т | 
к=1 к=1 
которое следует из неравенства 
| (2 — 1) + |[2/м] > 4[п/т]. 

Обе части последнего неравенства, справедливого при 0 < п < м, 
увеличиваются на 4, когда п увеличивается на 1". 
4.56 Пусть т) = У шик, т-Ют\Ю, 9(т) = 

рии (2 — 2к — 1) [м\(2к + 1}]. Число раз, которое р делит чи- 
слитель указанного отношения, равно {(р) + (р^) + {(р3) +... а 
число раз, которое р делит его знаменатель, равно д(р) + 9(р^) + 
9д(р3)-.-.. Но (т) = 9(т.) всякий раз, когда т нечетно, согласно 


упр. 2.32. Следовательно, согласно упр. 3.22, указанное отношение 
сводится к 2" "1. 


4.57 Указание предполагает обычное изменение порядка сумми- 
рования, поскольку 


У [4\т.] = у ри. = К] = [п/4]. 
1<м<п О<к<п/а 
Обозначая сумму в указании через Х(п), получаем 
Я(т+т)- (т) -х(м) = > $(а). 
аЕ$ (тм) 
С другой стороны, из (4.54) известно, что Х (п) = тп, + 1). Сле- 
довательно, Х(т + п) — Х(т) — Х(п) = мм. 


4.58 Функция (т) мультипликативна, а когда т = р*, она рав- 
на1-+р-+...-+р*. А это равно степени 2 тогда и только тогда, когда 
р — простое число Мерсенна и К = 1. Действительно, К должно 
быть нечетным, и в таком случае данная сумма есть 


(НР) р” р" +. +р°') 


и (К —1)/2 должно быть нечетно и т. д. Требуемое необходимое и 
достаточное условие состоит в том, что т должно быть произве- 
дением различных простых чисел Мерсенна. 


„Человек создал 
целые числа, 
все остальное — 
Дьёдонне“ 
—РК.Ги 
(Или „от бога“ 
если переводить 
фамилию извест- 
ного французского 
реформатора мате- 
матики Огеидоппё 
буквально. 
— Перев.) 
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4.59 Доказательство указания. Если п = |, тох1 =х=2 и нет 
проблем. Если п > 1, можно считать, что х1 < --. © хл. Случай 1: 
х| +... + Хх! + (хи —1)-' > Тижн > хн_1. Тогда можно найти 
В 2х, —1> хи_1, такое, что хт +... + Хх! +В-! = 1; следова- 
тельно, хи < В+1<еих!... хи < Ж...хХи-1(В-+Т) < е...е — 
по индукции. Существует целое положительное число тт, такое, 
что х = Х1...хХи/т; следовательно, х < е|1...еи = ещ - 1, 
и имеем х1...х.(х-+1Т) < в... елелт. Случай 2: ху + 
хо + (хи — 1) > Тиж = хит. Пусть а =хииа '+(а—1)-' = 
(а—2)-'+(-'. Тогда можно показать, что а > 4и (а—2)((+1) > 
а?. Так что существует некоторое В > (, такое, что хт -... 
+ Хх! + (а 2}-'+8В-' = Т; отсюда по индукции следует, что 
Х1...Хи © Х1...Хи_2(а — 2)(6+1) < ж...хи-2(а- 2) (В+1 < 
е1...еп, и можно закруглиться, как и раньше. Случай 3: х +... 
хи +(-— 1-1 < 1. Пусть а =х, иа'+7' = (а-—1)-1+ 8-1. 
Можно показать, что (а—1)(В-+1) > а(х- 1), ибо это соотношение 
эквивалентно соотношению 


2 


ас — а’х + ах — а? та-а > 0, 


которое является следствием неравенства ах(х — а) + (1 +а)х > 
(1-- а) > а? —а. Следовательно, хи и х можно заменить на а-—1 
и В, повторяя подобное преобразование до тех пор, пока не будут 
применимы случаи 1 или 2. 

Другим следствием данного указания является то, что 
1Ихл + --- + 1/х. < 1 влечет за собой 1/х1 +... + 1/х. < 1/е + 
... + 1/ев; см. упр. 16. 


4.60 Суть дела в том, что 0 < =. В таком случае можно выбрать 
р: достаточно большим (с тем, чтобы удовлетворить указанным 
ниже условиям), а р, — наименьшим простым числом, большим 
р?_\1. При таком определении р, положим аи = 3"шриь и 
Ъ, = 3 “Ш(р» +Т). Если нам удастся показать, что аи_1 < 
аи < В: < В _1, то мы сможем взять Р = Шах е‘", как в 
упр. 37. Но это предположение эквивалентно тому, что р _| < 


Ри < (Ри-1 + 133. Если в этих пределах не найдется простого чи- 
сла р», то должно быть некоторое простое число р < т, такое, 


что р-+ ре > (рн_1 + 1)3. Но это означает, что р® > 3р2/3, а это 
невозможно, если р достаточно большое. 

Можно почти наверняка выбрать р1 = 2, так как все име- 
ющиеся данные указывают на то, что известные оценки для про- 
межутков между простыми числами много слабее по сравне- 
нию с истинными промежутками (см. упр. 69). В таком случае 
р2 = 11, рз = 1361, р4 = 2521008887 и 1.306377883863 < Р < 
1.306377883869. 


4.61 Обозначим через т и Й правые части; заметим, что име- 
ет место равенство Мп’ — т’й = 1, следовательно, М 1 1. 


^ 


Кроме того, Т/Й > т’/п' и М = ((п+М)/п’)п'-п>2й> 
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(и +М)/п’-Пп'-п = М-п’ > 0, так что М/ИЙ > щ"/п". 


Если же равенство не имеет места, то получаем, что п" = (\п' — 
т’) п” = п’(Ял" — мА) + А(мл" — м") 2 п + > М- 
противоречие. 


Между прочим, из этого упражнения следует равенство 
(м + т”)/(п-+п”) = м’/п/, хотя первая из этих дробей не все- 
гла несократима. 


4.62 Это число 2—1 + 2-2 42-3 — 2-6 — 2-7 + 2-12 4- 2-13 — 2-20 — 


2-21 +230 2-31 — 72—42 72—43 -..., которое может быть записано 
в виде 
] — ак? —6к— —4к2 —10К— 
5+3) (2 к? -6к-3 _ 7-48 —10к-7) 
КО 


Между прочим, эту сумму можно выразить в замкнутой форме, 
2..2. 
используя „тета-функцию“ 0(2,Л) = )_ хе "АК 12к; 


е +} 1+30(1ш2,3112) - :1350(1 12,512). 


4.63 Всякое число п > 2 либо имеет нечетный простой делитель 
4 > 2, либо делится на 4 = 4. В любом случае разрешимость урав- 
нения с показателем п влечет за собой разрешимость уравнения Я нашел пои- 
(а"/9)4 + (Ъ"/4)4 = (с"/4)9 с показателем 4. А так как при Я =4  СТИНе чудесное 
6 доказательство 
уравнение неразрешимо, то 4 должно быть простым числом.  ПОСЛЕЛНЯЙ 
Указание проистекает из биномиальной теоремы, посколь- А Ф 
р АЕ ТЕОРЕМЫ ФЕР- 
ку (ар + (х-а)Р)/х = раР`` (под х), если р нечетно. В наимень- уд однако ПОЛЯ 
7 
шем контрпримере если (4.46) неверно, то должно быть а 1х. слишком малы 
) 
Если х не делится на р, то Х взаимно просто с сР/х. Это означает, чтобы оно здесь 
что всякий раз, когда простое а обладает свойством а°\\х и а'\\с, уместилось. 
мы будем иметь е = р. Следовательно, х = т? при некотором т. 
Если же х делится на р, то СР/х делится на р, но не делится на 
р, и сР не имеет других общих с х множителей. 


4.64 Олинаковые дроби в последовательности ? появляются в 
‚торядке органных труб": 


2т 4т тт. Зт т 
20. ’4п’ ``’ тп’ 3 ’п. 
Предположим, что описание ?н корректно; надо доказать, что и 


описание ?м.1 корректно. Это означает, что если КМ нечетно, то 
нужно показать, что 


к 1 


— = Тмкм; 
м+1 т 
а если КМ четно, то нужно показать, что 


к 1 
М-+1 





Рм км-1 ?мкм Рм км Рмкм-. 
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В обоих случаях полезно знать число дробей в ?м строго меньших 
дроби (К — 1)/(М +1); их число равно 


хрена = Е 


М 
—-Пп+м| _ &«-2м а-1 М 
Инт М+1 | = 22 аа 


согласно (3.32), гле а = нод(К — 1,М +Т). Это сводится к 
7(КМ — а+Т), поскольку М шо а =а-1. 

Кроме того, число дробей в Тм, равных (К -— 1)/(М +1), 

которые должны предшествовать ей в Тм-.1, равно (а —1— 


[4 — четное]) — в соответствии с порядком органных труб. 

Если КМ нечетно, то 4 четно и (К — 1)/(М +1) предше- 
ствуют (Км — 1) элементов ?м: это именно то число, которое 
нужно. Если КМ четно, то 4 нечетно и (К — 1)/(М +1) предше- 
ствуют т (КМ) элементов ?м. Если 4 = 1, ни один из них не ра- 
вен (К 1)/(М +1) и Тм км есть символ ‘<’; в противном случае 
(К —1)/(М + 1} оказывается между двумя равными элементами 
и ?Рм км есть символ ‘=’. (Ч. С. Пирс [238] независимо обнаружил 
дерево Штерна—Броко примерно в то же время, когда он обна- 
ружил последовательность ?м.) 





„Ни один квадрат, 4.65 Аналогичный вопрос для (аналогичных) чисел Ферма {, — 
меньший 25х10“, одна из знаменитых нерешенных проблем. Наш же вопрос может 


не делит никакое оказаться полегче, а может — и потруднее. 
число Евклида“ , |8 
—Илан Варли 4.66 Известно, что ни один квадрат, меньший 36 х 10 °, не де- 


лит никакое число Мерсенна или число Ферма. Однако до сих 
пор не доказано предположение Шинцеля о том, что существу- 
ет бесконечно много чисел Мерсенна, свободных от квадратов. 
Не известно даже, существует ли бесконечно много р, таких, что 
р\ (а Ъ), где все простые множители чисел аи Ъ < 31. 


4.67 М. Сегеди доказал это предположение для всех больших п; 
см. [267], [391, с. 78-79] и [326]. 


4.68 Это предположение гораздо слабее по сравнению с резуль- 
татом из слелующего упражнения. 


4.69 Правдоподобность этого предположения показана Краме- 
ром [166] из вероятностных соображений и подтверждена вычи- 
слительными экспериментами: Брентом [38] показано, что Ри+1— 
Р„ < 602 для Ри-1 < 2.686 х 101?. Однако гораздо более сла- 
бые оценки из упр.60 —это наилучшее из того, что было из- 
вестно к 1994 г. [205]. Упражнение 68 имеет ответ „да“ если 


Ра-+1—Ра < 2Р1/ 2 при любом достаточно большом п. По утвержде- 
нию Ги [73, проблема А8], Пауль Эрдёш предлагает 10000 долла- 
ров за доказательство того, что существует бесконечно много п, 
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таких, что 
р Р._> сш ппт Шор 
м (вп шп)? 
ля всех с > 0. При этом, как 


4.70 В соответствии с упр. 24 это имеет место тогда и только то-  УТВерждает Грэ- 


гда, когла^у2 (п) = \з (п). Методы из [392] могут помочь расколоть № ВОЗМОЖНА 
этот орешек замена на марки, 
ь золото, бриллиан- 


4.71 Если К = 3, то наименьшим решением является п = ты или нефть — 
4700063497 = 19-47-.5263229; другого решения в этом случае не- кто что предпочи- 
известно. тает. 


4.72 Известно, что это справедливо для бесконечно многих зна- — Перев. 


чений а, включая —1 (само собой разумеется) и 0 (не столь оче- 
видно). Лемеру [191] принадлежит знаменитое утверждение о 
том, что ф(п)\(п — 1) тогда и только тогда, когда п — простое 
число. 

4.73 Известно, что это эквивалентно гипотезе Римана (согласно 
которой комплекснозначная дзета-функция ((2) отлична от нуля, 
если вещественная часть 2 больше 1/2). 

4.74 Экспериментальные данные дают основание предполагать, 
что существует около р(1 — 1/е} различных величин — точно так 
же, как если бы факториалы были беспорядочно распределены 
по модулю р. 

5.1 (11) = (14641); в любой системе счисления с основанием 


т > 7 согласно биномиальной теореме. А что такое 11“ по 


5.2 Отношение (,".)/(") = (п-К)/(К-+1)}; это число < 1, если С°МОРАНИЮ п? 


К > [п/2|, и> 1, если К < [п/2], так что максимум достигается 
при К = [п/2| и при К = [п/2]. 

5.3  Выразите через факториалы. Оба произведения равны 
(п) /Е (п — К)+(К), где (п) = (п +1)! п! (п -— 1)! 

5.4 (к) =) =(10<() = (0420. 

5.5 Если 0 < К < р, то в числителе дроби (т) имеется р, ко- 
торое ни с чем не сокращается в знаменателе. Поскольку (2) = 
(2')+(2-'), то должно быть (?.') = (-1)* (шоар) при < К<р. 


5.6 — Решающим шагом (после избавления от второго К) должен 
быть следующий: 


кт нет 
— тя 2 .(“:“) (с 
ых) 
Сет 


Но не бессильной. 


Любое значение ги- 
пергеометрического 
члена +(К) может 
быть записано в 
виде 0*(®у(К), 

гле е(К) — целое 

и У(К) # 0. 
Допустим, что 
отношение членов 
+(К + 1)/+(К) есть 
р(К)/а(К) ирич 
полностью факто- 
ризованы в ком- 
плексных числах. 
Тогла для любого К 
е(к +1) равняется 
е(К) плюс число 
нулевых множите- 
лей в разложении 
р(К) минус число 
нулевых множите- 
лей в разложении 
а(К); у(К+1) есть 
У(К), умноженное 
на произведение 
ненулевых мно- 
жителей р(К) и 
деленное на произ- 
ведение ненулевых 
множителей а(К). 
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В первоначальном выводе был забыт этот дополнительный член, 
который представляет собой [п=0]. 


5.7 Да, поскольку т=^ = (—1)К/(-—т — 1). Кроме того, 
тие = (2т)2/22к. 
5.8 Функция ЕК) = (К/п — 1)" является многочленом степени 


п, со старшим коэффициентом п". Согласно (5.40), данная сум- 
ма равна п!/п“. При большом п в соответствии с приближени- 


ем Стирлинга это примерно /2пп/е". (Это совершенно отлично 
от величины (1 — 1/е}, которая получается, если воспользоваться 
приближением (1 —К/п)" -- е^, справедливым при фиксирован- 
ном Кип —} со.) 

5.9 &4(2) =) ро К И И ИК = У ыо(К + 1) = 
&1 (+2), в соответствии с (5.60). 


5.10 У кыо22/ (К +2) = 


Е(2,1;3;2), поскольку %к1/%к 


(К+2)2/(К +3). 
5.11 Первая функция является бесселевой, а вторая — гауссо- 
вой: 


Е(1;1, 3; —22/4), 
=Н 27). 


21812 = ) ,-о(-1)*22“/(2К +1)! 
2 | агсзп 2 = > к>о 22(1)К/(2к + тук! 


т 
, 7’ 


м 
> 


5.12 (а) Является, если п = 0, поскольку отношение членов 
равно п. (Ъ) Является, если п — целое число; отношение чле- 
нов равно (К | 1)"/К". Заметьте, что для получения этого чле- 
на из (5.115) мы полагаем т = п+ Та! = --: = @а = 1, 
... = = 0, 2 = Ти умножаем на 0". (с) Является — 
отношение членов равно (К + 1)(К-+ 3)/(К +2). (а) Не является — 
отношение членов равно | +1/(К+1)Нк и Нк -^ ШК не рациональ- 
ная функция. (е) Является — обратное к любому гипергеометри- 
ческому члену есть снова гипергеометрический член. Тот факт, 
что {(К) = со при К < биК > п не исключает {(К) из гипергео- 
метрических членов. (#) Да, конечно. (=) Не всегда — например, 
при *(К) = К иТ(К) = 1 не является. (В) Да; отношение членов 
+(п—1—К)/4(п — 1-—(К-+ Т)) — рациональная функция (обратное 
к отношению членов для + при замене К на п — 1 — К) при произ- 
вольном п. (1) Является — отношение членов может быть записа- 
но как 


а(к+1)/*(к) +ъ (К + 2)/4 (К) + с (К+3)/«К) 
а ъ+(к + 1) /4(К) + с (К + 2) /К) 


и {К + м)/4 (К) = (К+мА(К+мт - 1)... + ПА) 
является рациональной по К функцией. ()) Нет. Если две ра- 
циональные функции р1(К)/41(К) и р2(К)/42(К) равны для бес- 
конечно многих значений К, они равны для всех К, посколь- 
ку р!(К)92(К) = а! (К)р2(К) — полиномиальное тождество. Поэто- 


1 — 
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му отношение членов [(К + 1)/2]/[К/2] должно было быть рав- 
ным 1, если это рациональная функция. (К) Нет. Отношение чле- 
нов должно было быть равным (К + 1)/К для всех К, поскольку 
это так для всех К > 0; но тогда 4(—1) может быть нулем, только 
если +(0) кратно 02, тогда как +(1) может быть равно 1, только 
если +(0) =0'. 


5.13 В, =п!" ИР? = О„/Р, = 02/1. 


5.14 Первый сомножитель в тождестве (5.25) — это (| Г^_) при 


К < Та это есть (ем (тт). При К < 1 данная сумма 
представляет собой сумму по всем К, поскольку т > 0. (Условие 
п > 0 на самом деле необязательно, хотя переменная К должна 
принимать отрицательные значения при п < 0.) 

Чтобы перейти от (5.25) к (5.26), сначала замените $ на 
—\—п — 4. 


5.15 Если п нечетно, то данная сумма равна нулю, поскольку К 
можно заменить на п — К. Если же п. = 2т, то в соответствии с 
(5.29) при а =Ъ = с = м данная сумма равна (—1)" (3т,)!/т/3. 


5.16 Это всего лишь (2а)! (25)! (2с)!/(а-+ Ъ)! (6 + с)! (с-+а)!, по- 
множенное на (5.29), если выразить слагаемые через факториа- 
лы. 


5.17 Поскольку (2"-'/?) = (3) /22" и (2%1/*) = (4) /24", имеем 


(2"—1/2) — 22" (295172). 
5.18 (3) (.*)/3*% 


5.19 31-1 (-2) = У ко (ит (-1/(кК—4к-—1)) (-2)* согласно 
(5.60), а это есть )_„>о (=) (1/(+к —К- 1))2^ = 34 (2). 


5.20 Этот ряд равен (-—а1,..., —ат;—61,..., =; (-1)"1Т" 2); 
см. упр. 2.17. 


5.22 Умножение и деление отдельных значений (5.83) дает 


(—1/2)! 
х! (х— 1/2)! 


— па (“= Ино (“7 
п-—}со п п п 


(^ + ”) — 2 
= Ши п ^^”, 
п} со 2№м 


согласно (5.34) и (5.36). К тому же 


1/(2х)! = Ша [“; ”) (2п)-2*. 


п—со п. 
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Следовательно, и т.д. Межлу прочим, гамма-функциональным 
эквивалентом этой формулы является 


Г(х)Г(х+ 7) = Г(2х) Г(5)/22*— 
5.23 Это (-Т)"ту, см. (5.50). 


тит 1) — 


5.24 Согласно (5.35) и (5.93) сумма равна (")Е( т 
(5. 

2т/° 

5.25 Это эквивалентно легко доказуемому соотношению 


а а@ + а 
(+Тк +1 Ш 


или, в операторной форме, а — Ь = (З-+а) — (9 +Ъ). 


Аналогично, 
1, а2, @а3,..,, а 
ата ( , , , , “| 
б1,..., бл 
На (бп) 
1, ..., бя 
| 
—а2Ё 2], 
Ъ1,..., бп 


поскольку а1—а> = (а1-+К)-— (а2-+К). Если а1—51 — целое неотри- 
цательное число 4, то второе соотношение позволяет выразить 
функцию Ко1,..., аш; б1,..., би; 2) в виде линейной комбинации 
функций (а? +}, аз,..., аш; 62,...,6и;2) при 0 < } < 4, тем са- 
мым удаляя один верхний параметр и один нижний параметр. 
К примеру, таким образом получаются выражения в замкнутой 
форме для (а, Б; а- 1;2), Ка, Ъ; а— 2;2) ит.д. 

Гаусс [68, 37|] вывел аналогичные соотношения между 
На, 5; с;2) и любыми двумя „смежными“ гипергеометрическими 
функциями, в которых один из параметров изменен на +1. Рей- 
нвиль [255] обобщил их на случай нескольких параметров. 


5.26 Если отношение членов в исходном гипергеометрическом 
ряду есть %к.1/&к = т(К), то отношение членов в новом ряду есть 
{к+2/4к41 = т(К-+Т). Следовательно, 


1, ..., Ап 
Е 
(о :) 
ат... ам 2 а-Т1Т,..., @щ-+ 1,1 
Ь1...Б; Ъ+1,..., 6+1, 2 





=1+ 


5.27 Сумма четных членов ряда 2 ат,...,2ат; 261,...,26щ; 2). 
Имеем (2а)?**2/(2а)2^ =4(К +а)(К+а+ т) итд. 
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5.28 Е(“ 2) = (1—2) Р( С Е) = (1 — 2) “Е (Ч Е) = 

(1 — 2)°—“— (6—9, ° в] 2). Приравнивая 
(Эйлер доказал это тождество, показав, что обе части удо- коэффициенты 

влетворяют одному и тому же лифференциальному уравнению. ПРИ 2”, получаем 

Правило симметрии зачастую приписывается Эйлеру, но оно, ка- Формулу Пфаф- 


жется, не встречается в опубликованных им работах.) тия 


5.29 В соответствии с правилом свертки Вандермонда коэффи- 
циенты при 7" равны. (Первоначальное доказательство Куммера 
было другим: он рассматривал Шпти-, со Е(т, 6 — а; 6; 2/т) в пра- 
виле симметрии (5.101).) 


5.30 Продифференцируйте еще раз, получая 2(] — 2)Е"(2) + 
(2—32)Е'(2)-—Е(2)=0. Поэтому, согласно (5.108), Е(2)=Н\1, 1;2;2). 


5.31 Условие (К) = сТ(К+1)—сТ(К) означает, что {(К-+1)/ЕК) 
(Т(к+2)/т(к+1)-—1)/(1-Т(К)/Т(к+1)} является рационально 
по К функцией. 


к [ 


5.32 При суммировании многочлена относительно К метод Го- 
спера сводится к ‚методу неопределенных коэффициентов". Име- 
ем а(К) = т(К) = 1 и пытаемся найти решение соотношения 
р(К) = $(К-+Т) — $(К). В этом методе предполагается, что $(К) 
является многочленом, степень которого 4 = 4её(р) + 1. 


5.33 Решением соотношения К = (К -—1)$(К +1) - (К+1)$(К) 
служит $(К) = -К+ 5; следовательно, ответ: (1—2К)/2кК(К—1)+С. 


5.34 Предельное соотношение выполняется, ибо все члены при 
К > с стремятся к нулю, а при вычислении предела остальных 
членов е — с сокращается с —с, т.е. вторая частичная сумма 
есть Птаео Е(—т, —п; Е — 11; 1) = Ши о(е-+п-т)"/(Е- т)" = 


(0"(",). 
5.35 (а) 2—"3"пт> 0]. (Ъ) (1 К [к > 0] = 2+ [к> 0]. 


5.36 Сумма цифр числа т. + п является суммой цифр числа т. 
плюс сумма цифр числа п минус р — 1, умноженное на число 
переносов, поскольку каждый перенос уменьшает сумму цифр 
нар —1. [См. в [158] расширение этого результата на обобщенные 
биномиальные коэффициенты. | 


5.37 Деление первого соотношения на п! дает свертку Вандер- 
монда (^*') =), (®) (1). Второе соотношение вытекает, к при- 
меру, из формулы х" = (-1)*(—х)^, если обратить как х, так иц. 


5.38 Выберите с как можно большим так, чтобы (5) < п; тогда 
3 ) 


о <п- ($) < (°1') - (5 = (5. Замените п нап - (9) и про- 


должайте в том же духе. И наоборот, любое такое представление 
получается тем же способом. (Можно проделать то же самое с 
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представлением 


п = и + ие +: + бт | 0 < а! <а? < --: < ап 
1 2 т, 


при любом фиксированном т.) 
5.39 Индукция по т + п: хм" = у, ("о К) атрт-Кхк + 
Ур ("+") а"-Кытук при любых т > бип > 0. 


м-1 


Зоне 5.40 (Пт (м) = (т) 


утверждение | (“-"@П-е-т)) = (1) ("те — (1) = ("9% — (1). 


на обороте 2+1 
этой страницы 5.41 > х-оп!/(п-— К)! (п + КТ}! = (п!/ (2 +1)! Уи (7), 


ИСТИННО. что равно 2" п!/(2п + 1)!. 





5.42 Будем рассматривать п как неопределенную вещественную 
переменную. При 4(К) = К+1 ит(К) = К- 1—п метод Госпера дает 
решение $(К) = 1/(п +2) — следовательно, требуемое выражение 
для неопределенной суммы есть (—1)*-1 141 /("}"). И 





м2 
г т //и+ т [7+ 
2 } /(} п п+2 х б 
м +] 
=2 +2 [п — четное]. 


Между прочим, из этого упражнения вытекает формула 
] ] 1 


И 
"(“, И (Ь мт) 


„Авойственная“ основной рекуррентности (5.8). 


5.43 После подсказанного первого шага можно применить пра- 
вило (5.21) и просуммировать по К. Затем правило (5.21) при- 
меняется еще раз и завершает дело свертка Вандермонда. (Ком- 
бинаторное доказательство этого тождества было дано Эндрюсом 
[385]. Способ быстрого перехода от этого тождества к доказатель- 
ству соотношения (5.29) объяснен в [139, упр. 1.2.6-62].) 


5.44 Сокращение факториалов показывает, что 


ео 905): 
У \К/\ м —) +к/` 
так что вторая сумма — это дробь 1/ ("+"), умноженная на пер- 
вую сумму. А первая сумма есть просто частный случай (5.32) 
для 1 = 0, п = БВ т=а $ = м+т -— Ь, так что она равна 
(+5) (метла) 

а п-—а ° 
5.45 Согласно (5.9), „<, (“,/?) = ("*1/°). Если же это вы- 
ражение недостаточно „замкнуто, то можно применить (5.35) и 


получить (2п + 1) (2")4-". 
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5.46 По формуле (5.69) эта свертка противоположна к коэффи- 


циенту при 27" в разложении В_1(2)В_1(-2). Далее, (28_1 (2) — 
ПОВ- 1(-2 ) — 1) = р | 1622; следовательно, В (2) В_1 (-2,) — Заключенное 
ТУ — 1622 +5 ТВ 2) + 5 1В_1(-2) = т. По биномиальной теореме, в рамку 
, утверждение 
1/2 пот 2 427" на обороте 
(1 — 162^)'/? — Я ( п 9 27“ = ->. (т этой страницы 
п, т, ложно 





так что ответ такой: (7) 4" У(2п + (*')/(4"- 1. 


5.47 Согласно (5.61), это коэффициент при 2” в разложении 
(В. (2/06) (в. 9) = 9-8, тле ОФ) = Т-т+ 
тВ,(2)7 


5.48 Это Е + 2,1;п+2;5) = 227+ (271), частный случай 
соотношения (5.111). 
5.49 Тождество Заальшютца (5.97) дает 


х+п) у Е [-* п, —п-у| 1) _ (у—х)“ 
п /уфп \-х-"п1му (ут ° 
5.50 Левая часть есть 
у акЪ® (—2)* у ‚. а-+ т — "=" 
к>о К т>0 т 
=) 2 ") — К к/п +а-1 
— к ( п-_кК 


п>0 К>0 











а по правилу свертки Вандермонда (5.92) коэффициент при 2" 


равен 
п-+а- 1 Е а, Ъ, —п 1) — ап (с —Ъ)" 
п с, а м с‘ 


5.51 (а) Согласно правилу симметрии имеем Г(а, —п;2а;2) = 


(—-1)"Еа, —п;2а;2). (Между прочим, из этой формулы вытека- 
ет замечательное соотношение Д?"+11(0) = 0, когла 1(п) = 
2" хп /(2х)“.) 


(5) Почленный предел равен ххх (1) ее (-2)* 


плюс некий дополнительный член при К = т — 1; этот дополни- 
тельный член есть 


([-2т,)... (-1) 2т-— 1)! 
| рун т 207 2. 
п 709 


следовательно, согласно (5.104), искомый предел равен —1 / (71/2) 
противоположному значению того, что мы имели. 
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5.52 При К > М члены обоих рядов равны нулю. Это тождество 
соответствует замене К на М — К. Заметьте, что 


а№ = аМ-® (а+ М — к) 

= а К (а+м т = аМ® (1 -а— М)“ (-1К. 
5.53 Если Б = —5, то независимо от а левая часть (5.110) равна 
1 — 22, а правая часть равна (1 — 42 + 422)'/?. Правая часть — это 
формальный степенной ряд 


1+ (74а - т + (уве - 17 +..., 


который может быть расписан по степеням 2 и переупорядочен 
так, чтобы получить 1 — 22 + 027 + 023 +...; однако подобное пе- 
реупорядочение включает, в качестве промежуточного шага, рас- 
ходящийся при 2 = 1 степенной ряд, так что оно незаконно. 


5.54 Если т + п нечетно, скажем, 2М — |, то нужно показать, 


ЧТо 

тм 

шее (^ пор, +1) =0. 
Ее-+0 —т-е 


Равенство (5.92) применимо, поскольку —т + Е > —т — . + Е, 
а сомножитель Г(с — 6) = Г(М — т) в знаменателе бесконечен, 
поскольку М < 1; все остальные сомножители конечны. В про- 
тивном случае тт + п. четно; подставляя п. = т — 2М, получаем 


(- —М, М те) — (М- 1/2)“ 


—т-е М 


11 Е 
Е_>0 шщ 


согласно (5.93). Остается показать, что 


( т атм м-М\) м 
т—2М№М/ (—1/2)! тт! = (м) 


а это случай х = М из упр. 22. 


5.55 Пусть О(К) = (К+А,)...(К+Ам}Л и К(К) = (К+В\)... 
(К +Вм). Тогда (К + 1)/К) = Р(КО(К — Т)/Р(К — ПК(К), где 
Р(К) = О(К) — К(К) — ненулевой многочлен. 

5.56 Решением соотношения —(К-+1)(К-+2) = $(К-+1) + $(К) слу- 
жит $(К) =—5К?—К-— 1; следовательно, )_ (7. )ок=(-1 к! (22+ 
4К +1) +С. К тому же 


| К+Т| | К+2 
но | 


_ си 1+ (1 1 (1 
Рен) (в+2--5 5%) 


(-1) к! › 
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5.57 Имеем +(К + 1)/4(К) = (К-п)(К+1+0)(-—2)/(кК +1) (к +60). 
Поэтому можно взять р(К) = К + 0, а(К) = (К-п)(-2), т(К) =К. 
Секретная функция $(К) должна быть константой со, и мы нахо- 
дим 


К +0 = (-2(К—п) —К) о; 


следовательно, со = —1/(1] +2) и 0 = —п2/(1 + 2). Сумма равна 


п) к/, _ 12 оп (п-Цх 
У (*) (. Е) к = (1) С. 


(Формула (5.18) соответствует частному случаю 2 = 1.) 








к к/к 1 
5.58 Если т > 0, то можно заменить (^) на *(^_\1) и выве- 
сти формулу Тип = мет —1 — т ("—'). Следовательно, уместен 


суммирующий множитель (")_ 


Тип Тип —1 1 1 
С м тт. 
т (1—1) 
А это можно развернуть, получая 


Тм 
(.) 


Наконец, Тол-т = Нл-ш, Так что Тти = (П)(Н» — Ню). (Этот 
результат можно также получить, воспользовавшись производя- 


щими функциями; см. пример 2 в разд. 7.5.) 

5.59 2 ;>0к> (5) В = По» К]] = > ;>0,к>1 (3) <к< пит, 
что равно У. (%)(т — т) = (м-П>, (м = 
(м— 1) (м +1)”. 





— То п-т — На + На — Нм . 


5.60 [В случае т = п приближение 


т муз (ж+н) (1+1) (+1). 
сводится к (7) = 4"//лт, 


5.61 Пусть [п/р| = дит шоар = т. Полиномиальное тожде- 
ство (х +1)? = хР +1 (то@ р) означает, что 


(Хх ТРа*" = (х+1)"(ХР +1) (шоар). 


Коэффициент при х" слева равен ("). Справа же он равен 


к (1 рк) (+), что равняется всего лишь (. поа 5) (тур) по- 


скольку 0 < т<р. 
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5.62 (1) =У к... к-т (2)... (2) = (№) (тоа р?), посколь- 
ку все члены данной суммы кратны р*, за исключением (") чле- 





 Заключенное нов, для которых ровно т из К1,...,К„ равны р. (Стенли [282, 
в рамку упр. 1.6(9)] показывает, что данное сравнение в действительности 

утверждение выполняется по модулю р? при р > 3.) 

на обороте 

этой "траницы 5.63 Это $ = У ко(-4)* ("15 = Ук (-4)"-*(2"-®). Знамена- 
не является тель в (5.74) обращается в нуль при 2 = А, так что мы не 
утверждением. можем просто так осуществить подстановку в эту формулу. Ре- 
куррентное соотношение 5, = —25_1—5$и_2 приводит к решению 


$ = (—1)" (т +Т). 


5.64 Это У кыо( (2%) + (кн) (К) = У ко (кн) /(К+ 1) что 
равно 


2 п+2\ _ 222 
от 


5.65 Умножая обе части на п"`' и заменяя К на п — 1 — К, по- 
лучаем 


п-—1 


5 (", "тн к) | — п-1) "2 (п/к! — К/ (К —1)!) 
К 


= ПА 1 )!. 


(Частичные суммы на самом деле могут быть установлены с 
помощью алгоритма Госпера.) С другой стороны, (")Ки”-1-КК! 
можно интерпретировать как число отображений множества 
{1,...,п} в само себя при условии, что 1(1),..., (К) различны, 
а К +1) Е {Т),... ,(К)}; суммирование по К лолжно дать пп. 


5.66 Это задача о ‚прогулке по аллее парка“ где имеется только 


один ‚очевидный“ способ продолжения на каждом шаге. Сперва 


заменяем К — } на |, затем заменяем [1 | на К, получая 
у —] 1 \2К+1 

у К/\м/ 2 ` 

},к>0 


Бесконечный ряд сходится, поскольку все его члены при фикси- 
рованном } не превосходят некоторый многочлен относительно }, 
деленный на 2). Теперь просуммируем по К, получая 


> (2) = 
5 т/ 2 


Внося в скобки } -- 1 и применяя (5.57), получаем ответ: 4(т +1). 
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5.67 Согласно (5.26), это 3(2" +2), ибо 


(9) 


5.68 Исходя из того факта, что 


п т 1 —_ 
у (.) = =2 +5(1 "| п — четное], 
К<п/2 





получаем п(2"-' — (1 |). 
_ 3 

5.69 Поскольку (“+т) + (7) 5 (5) + (5) <— К< 1 то минимум "рамку 

достигается при как можно более одинаковых К. Следовательно, утверждение 

согласно формуле разбиения на как можно более равные части на обороте 

из гл. 3, минимум равен этой страницы 
не заключено 

п/т п/т. в рамку. 
(п шоа го (' , | + (п-— (п шо т)) (| , 7) 


= (“о + (шо ту [1]. 


Аналогичный результат справедлив при любом нижнем индексе 
вместо 2. 


5.70 Это Е(-—п,5;1;2), но это также (—2)" (М)Е(-т. —п;7—п;5), 
если сделать замену К на п — К. Олнако Е(—п, —п; > —п; 5) = 
Е(-1,—щ;1 — п;1) согласно тождеству Гаусса (5.111). С другой 
стороны, Е(—п, —п; . —п; 7) = = 2-Е (—п, 1 5; . — п; —1) по правилу 
симметрии (5.101), а формула Куммера (5.94) сводит это к (5.55). 
Ответ: 0, если п нечетно, и 2" (72), если п. четно. (См. [82, 81.2] 


по поводу другого вывода. Эта сумма возникает при изучении 
одного простого алгоритма поиска [123].) 

5.71 (а) Заметьте, что $(2) = ) „-оакх" КИТ — 2) 

2" (1 — 2) "ТА (2/(1 — 2)2). (Ъ) А(2) = Ук (№) (-2)/(К+Т) = 
(УТ+42- 1) /22, так что мы имеем А(2/(1 —2)^) =1—2. Таким 
образом, 5 = [2”] (2/(1—2))" = ("7"). 


пм 


т-2к-1 


5.72 Указанную величину можно представить как т(т— п)... 
(м — (К -1п)пк-У®/Ик. Любой простой делитель р числа п. де- 
лит числитель самое меньшее К — у(К) раз и делит знаменатель 
самое большее К—у(К) раз, так как именно столько раз 2 делит К!. 
Простое число р, которое не делит п, должно делить произведе- 
ние т(т— п)... (т- (к —1)п) по меньшей мере столько же раз, 
сколько оно делит К!, ибо т(т — п)... (м — (р" — п) кратно р" 
при любом т > | и любом т. 
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5.73 Подстановка Хи = п! дает х = В = 1, подстановка Хи =1п] 
дает х = 1, В =0. Поэтому общее решение таково: Х„ = хп] + 
В(и! — п®. 


5.74 Это ("+') — ("-!) приТ < К< п. 


5.75 Рекуррентность $к(п-+1) = 5$к(п)+5$(к_1) шоа з(П) дает воз- 
можность индуктивно подтвердить, что два из чисел 5 совпадают 
и Что $(—п) шоа з(П) отличается от них на (—1)". Три этих вели- 
чины разбивают свою сумму $50(п) +51 (п)-+52(п) = 2" как можно 
более поровну, так что здесь должно быть 2" шо 3 вхождений 
величины [2"/3] из — (2" шоа 3) вхождений величины |2"/3|. 


5.76 Решением является Ок к = (п-+1) (5) — (," |). 


5.77 Все члены суммы равны нулю, за исключением случая 
К: < .-. < К, когда данное произведение представляет собой 
мультиномиальный коэффициент 


Ки 
Кл, К2 —К1,..., Км — Ки-1 


Следовательно, сумма по К1,..., Ки_1 равна т"", а последняя 
сумма по К» дает (т”*1 — 1)/(т-— 1). 


5.78 Расширьте область суммирования ло К = 2т? + т - 1, 


тогда новые члены суть (1) + (2) +... + ("-') = 0. Поскольку 


т,  (2т + Т), то пары (к шо т, К шоа (2т- 1 )} различны. Кро- 
ме того, числа (2) -- 1) шоа (2т + 1), когда } изменяется от 0 до 
2т,— это числа 0, 1,..., 2т, взятые в некотором порядке. Сле- 
довательно, данная сумма — это 


К 
х (ух -м- 
О<К<т ) О<К<т 
0<)<2щт-+1 

5.79 (а) Эта сумма равна 22"-1 так что искомый НОД должен 
быть степенью 2. Если п = 2%4, где 4 нечетно, то (^^) делится 
на К и не делится на 2*+2. А поскольку каждое из чисел (=) 
делится на число 2**' (см. упр. 36), то это число должно быть их 
нод. (Ъ) Если р' < п+1<р"*', то наибольшее число переносов 
при сложении К с п-К по основанию р получается при К =р'-—1. В 
этом случае число переносов равно т-ер(п-+1), ит = Ер (С(п-1 )) 


5.80 Сначала докажите по индукции, что К! > (К/е)*к. 


5.81 Обозначим через Н и„(х) левую часть. Достаточно пока- 
зать, что Н ти(1) > Ои что и. (х) < 0 при 0 <х < 1. Величи- 
на Нш„(1) равна (—1)"-"-1 (т+9) согласно (5.23); эта величина 
положительна, поскольку данный биномиальный коэффициент 
имеет ровно п. — т — | отрицательных сомножителей. По той же 


589 ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 


самой причине данное неравенство справедливо и при | = 0. А 


если 1 > 0, то Я ти (Х) —= — Я-т тит (Х), И по индукции эта вели- 


чина отрицательна. 


5.82 Пусть ер(а) — показатель степени, в которой простое чи- 

сло р делит а, и пусть т = п — К. Тождество, которое требуется 

доказать, сводится к 

пит (ер(т)—ер(т-+К),ер(т-+К-+1)—е›(К+1),ер(К)—ер(т-+1)) 
=пив(ер(К)—ер(т-К),ер(т)—ер(К-+1),ер(т+К-+1)—ер(т-+1)). 

Для краткости запишем это как пип(х1, 111,21) = пип(х2, 142,22). 


Обратите внимание, что х1 +1 -+ 21 = Хх) + Ч) + 22. Общее соот- 
ношение 


Ер(а) < е›(5} => ер(а) = ве» (а Ъ) 


позволяет заключить, что х1 = х2 = пиш(х1,х2) = 0; то же самое 
справедливо также для (1,12) и (71,22). Теперь не составляет 
труда завершить доказательство. 


5.83 (Решение П. Пауле.) Пусть т — неотрицательное целое. Дан- 
ная сумма есть коэффициент при х\)" в 


1 +К 
} (-1 р (;) (;) (Ту "о чр 


},К 
1 _И+жу\ (1 1х $+т 
- ( у ( ня) Пу) 
("а ху" а утра: 


ит) ( $—т 


От). (См.также 


ясно поэтому, что она равна (-—1)'( 
упр. 106.) 


5.84 Следуя указанию, получаем 


= {К -+т\ Кг“ 
= (2) зе = у ( к в 
к>0 





и аналогичную формулу для &,(2). Таким образом, формулы 
(228; '(2)В1(2) + 1) (2)" и (2461 (2) 81(2) + 1)84(2)" дают соот- 
ветствующие правые части формул (5.61). Поэтому необходимо 
доказать, что 


1 
1—++ 8, (2)-' ° 
1 
1— 2%6(2)1 


(2; (2)! (2) +1) 82)" = 


(24; (2) 84 (2) + 1) &4(2)" = 


а это вытекает из (5.59). 
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5.85 Если {(х) = апх" +. -- +а1х + ао является некоторым мно- 
гочленом степени < п, то можно доказать по индукции, что 


Заключенное 
в рамку > 

утверждение ОЗЕт,... и 1 

на обороте — (—1)" п! ацхт...Ха. 


этой страницы 
опирается Предложенное в упражнении соотношение является частным слу- 


само на себя. чаем данного при ав = 1/п! и хк = КЗ. 


(Еее ЕТ + ++. + вихи) 





5.86 (а) Сперва представьте с п(п — 1) переменными индексами 
Ц; при всех 1 # ). Подстановка К; = И; — : при 1 <1<)}]<п 
и использование ограничений )_; (№ —1:) =0 при всех 1 < п 
позволяет вычислить суммы по [„ при | © } < %, а затем по |; 
при | <1< } < п по правилу свертки Вандермонда. (Ъ) {(2) — | 
является многочленом степени < п, который имеет п корней, так 
что он должен быть равным нулю. (с) Рассмотрите постоянные 
члены в 


7. а: п 7. а;—[1 =К] 
=) = (1-=) | 
пи 
<) <п К=1 1<)<п 
1) 17) 
5.87 Согласно (5.61), первый член—это )_› ("›“)2"К. А слага- 


емые во втором члене — это 


ту (а ль 


т К 
к>0 


__ 1 (1+1/м)К—п-—1] 
то ( К—п-1 усе. 


Поскольку Хо<;<т (69) = т(—1) [К =], эти члены дают в 


сумме 
(1+1/т)мк-—-п-1] т 
> мк—п—1 =: ) 


К>п/т 


_ (п+К—п-—1 т 
(те 


К>п/т 


у (" м) тк 


К>п /т 


Между прочим, функции Ви(2") и 27412 Вл (09412) И 


т + 1 комплексных корней уравнения уи/"*! — уу" = рт. 


суть 


5.88 Воспользуемся теми фактами, что Г (е* — е"*) а4/+ = 
шпи (1-е *)/4 < 1. (Согласно (5.83), (®) = О(К->-') при К - со, 


так что эта оценка означает, что ряд Стирлинга )_, $к () сходится 


прих > -—1. Эрмит [395] показал, что его сумма равна ш Г(1+х).) 
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5.89 В силу биномиальной теоремы, сложение этого соотноше- 
ния с (5.19) дает у "(х-+у)"*"" в обеих частях. Дифференцирова- 
ние же дает 


т т) /м-—К\ к ки Заключенное 
> К ху в рамку 
м 
К-т утверждение 
—т\ /м-—К м к на обороте 
— > С) п ) [хх у", этой страницы 


К>т не опирается 


само на себя. 





и можно заменить К на К + т + 1 и применить (5.15), получая 


тт —п-1 т-+1-+К.,—1-К-—п 
(ить) ( к )} х) У 


К>0 


_ т —п-—1 т-1+К —1-К-—п 
= (ник ( к )> ху) | 


к>0 


В гипергеометрической форме это сводится к 


1— 1| — —и=! 1 
г тм |=) = (1+>) = ("* тм х ), 
т,-+2 1 1 т. 2 х-+у 
что является частным случаем правила симметрии (5.101) при 
(а, Ъ,с,2) = (п+1м-+1+т м + 2, —х/у) (Таким образом, пре- 


образование (5.105) связано с правилом симметрии и формулой 
из упр. 52.) 


5.90 Если т— целое неотрицательное число, то данная сумма 
конечна, и вывод в тексте справедлив постольку, поскольку ни в 
одном из членов этой суммы при 0 < К < т не содержится нуля 
в знаменателе. В противном случае данная сумма бесконечна, и, 
согласно (5.83), ее К-й член (^`" ") /(^`*`') приблизительно равен 
К Т(—5—1)!/(-—т-— 1)!. Поэтому необходимо условие т > $ +1 для 
того, чтобы данный бесконечный ряд сходился. (Еслити $ — ком- 
плексные числа, то этим условием будет Ут > $ + 1, поскольку 
|К2| = К\*.) Согласно (5.92), искомая сумма равна 


Е(-* И — Г(т-$- 1)Г(-5) _ $+1 
—$ — Га- $)Г(-$—Т) 5+1 -т, 

а это та же формула, что и установленная для целых ти $. 

5.91 (В этой задаче лучше всего прибегнуть к помощи компью- 
тера.) Между прочим, ввиду правила симметрии Пфаффа, при 
с = (а+1)/2 это сводится к тождеству, которое эквивалентно то- 
ждеству Гаусса (5.110). Действительно, если му = —2/(1 — 2), то 
4% (1 — мл) = —42/(1 — 2)^, и 


1 1 1 
-а за-+5—Ь а а+1—25|1 —2 

Е! 2 ’2 2 [4% 1-м) |] =Е —_ 

Т+а—Ъ ) 1 +а—Ъ =) 


а, Ь 
= (1—2)° 
И-2) До : 


Карточка 


Журдена 
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5.92 Эти правила можно доказать так, как их доказал Пфафф 
более 150 лет назад, показав, что обе части удовлетворяют одно- 
му и тому же лифференциальному уравнению. Один из способов 
записать получающиеся равенства между коэффициентами при 
2“ — запись через биномиальные коэффициенты: 


Сю 609 
> (+172) [ве (225) ("+ 1/2) 


п-—К п, 


С САР САС 
СЭС) 


К К 


С) 


(Ез)(ЕТ-=) 
п, п, 


Другой способ — выразить их в гипергеометрической форме: 


а, Ъ, —а—Ъ—п, —п | _ (2а)" (а Ъ)" (2ъ)"_ 
т-+а-+Ъ,1-а-п,1-Ъ—п —_ (2а+26/"ать" ' 


та, +5, а+Ъ-—п, —п | | 
1-+а-ъЪ,  +а-п,2-+6-—п 


— (1/2) (1/2 +а- Ъ)" (1/2 -а+Ъ)" 
—_ (Т-+а-ь) (1/4 — а)" (1/4— 5)" 


5.93 Это я" [51 (+6 ) + <) /1()). 


5.94 Алгоритм Госпера находит ответ — (°—1) (-‘^\) а/п-+С. Сле- 
довательно, если т, > 0 — целое, получаем 


а\ (м—а —а /а—1] —а—1] 

хе (и) (к) < 
5.95 Старшие коэффициенты многочленов р ит должны быть 
единицей, р не должен иметь общих множителей с 4 или т. Эти 
дополнительные условия легко выполнимы при помощи переста- 
новки множителей из одного многочлена в другой. 

етерь предположим, что р(К + )а(К)/р(кт(кК + Т) = 
Р(К + 1)О(К)/Р(ЮВ(К+Т), причем обе тройки многочленов 
(р, а, т) и (Р, О, К) удовлетворяют новому критерию. Пусть ро(К) = 


р(К)/9(К) и Ро(К) = Р(К)/в(К), где 9(К) = нод(р(К),Р(К)) являет- 
ся произведением всех общих множителей р иР. Тогла 


Ро(К + 1) 4(К)Ро(К)К(К-Т) = ро(К)т(К + ПРо(к+ ТП) О(К). 


Допустим, что ро(К) 5 Т. Тогда найдется комплексное число с, 
такое, что ро(х) = 0; отсюда следует а(х) # 0, т(х) # би 
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Ро(«) = 0. Таким образом, мы должны иметь ро(х-{+1)К(х-+1) =0 
и ро(х —1)О(х-—1) =0. Пусть М — положительное целое, такое, 
что ро(х + М) 0и ро(х — М) 2 0. Повторяя те же рассуждения 
М раз, получаем К(х+1)...К(х- М) =0=0О(х-Т)...О0(х-—М), 
что противоречит (5.118). Аналогично, ро(К) = 1. Следователь- 
но, Ро(К) = 1, так что р(К) = Р(К). Далее, а(х) = 0 влечет за 
собой т(х + 1) 0Ов силу (5.118); следовательно, а(К)\О (К). Ана- 
логично, О(К)\а(К); так что а(К) = О(К), поскольку у этих мно- 
гочленов одинаковый старший коэффициент. Это влечет за собой 
и т(К) = К(К). 


5.96 Если т(К) — ненулевая рациональная функция и Т(К) — ги- 
пергеометрический член, то т(К)Т (К) — тоже гипергеометрический 
член, который называется подобным Т(К). (Мы допускаем обра- 
щение т(К) в ©, а Т(К) —в 0, или наоборот, для конечного мно- 
жества значений К.) В частности, Т(К-+ 1) всегла подобен Т(К). 
Если Т1(К) и Т>(К) — лва подобных гипергеометрических члена, 
то Т1(К) + Т2(К) есть снова гипергеометрический член. Всли Т1(К), 
.., |щ((Ю) взаимно неподобны и т, > 1, то Т1(К)+...-+Ти(К) не мо- 
жет быть нулем для всех К, кроме конечного множества. Действи- 
тельно, если бы это было возможно, мы взяли бы контрпример 
с минимальным т и положили т;(К) = Т(К + 1)/Т.(К). Посколь- 
ку Г1(К) +... + Ти(К) = 0, то ти (ЮТК) + - + ти(ЮТа (К) =Ои 
т! (КТ (кю -+-. + ти (КТК) = ТКК+Т)+.. ТКТ) = 0; следо- 
вательно, (ти(К) —т1(К)) Т1(К) + -- -+ (ти (К) — ти—1(К))Т‚К) = 0. 
Не может быть ти (К)—т; (К) = 0 для всех } < т, поскольку Г; и Тм 
неподобны. Но т было выбрано минимальным, так что выбран- 
ный набор не может быть контрпримером; отсюда следует, что 
тт, = 2. Но тогда Т1(К) и Т2(К) должны быть подобными, посколь- 
ку они оба равны нулю для всех К, кроме конечного множества. 
Пусть теперь {(К) — любой гипергеометрический член, та- 
кой, что 4(К + 1)/+(К) = т(К), допустим также, что 1(К) = (Т.к - 
+... +Т.(к+1)) — (Тю) +-.-+Т-(®), где т— минимально. 
Тогда Т1,..., [м должны быть взаимно неподобны. Пусть т; (К) — 
такая рациональная функция, что 


т(К) (Т(к + 1) — Т5®)) - (Тк +2) -ТК+ 1)) =" (ЮТЮ. 


Допустим, что т, > 1. Так как 0 = т(К)+(К) —(К-+Т) = т, (КТ (ю- 
-.. + та (Ю)Т, (К), мы должны иметь т;(К) = 0 для всех }, за 
исключением, возможно, одного. Если т;(К) = 0, то функция 
(К) = Т(К+ 1) — ТК) удовлетворяет соотношению 1(К-+1)/4(К) = 
+(К + 1)/+(К). Поэтому алгоритм Госпера найдет решение. 


5.97 Примем сначала, что 2 не равно —4 — 1/4 ни для како- 


го целого 4 > 0. Тогла имеем в алгоритме Госпера р(К) = Т, 
а(к) = (К +1)2, т(к) = К? + К2 + 1. Поскольку деё(О) < аев(®) 
и аеё(р) — аеё(К) +1 = —Т, то единственным возможным выбо- 


ром будет 2 = 4+2 для некоторого неотрицательного целого 4. 
Попытка взять $(К) = хак“ +... + о терпит неудачу при 4 = 0, 
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но оказывается успешной при любом 4 > 0. (Система линейных 
уравнений, получаемая приравниванием коэффициентов при К“, 
К4-1,..., К! в (5.122), выражает ха-1,..., бо как положительные 
кратные ха, и тогда оставшееся уравнение | = ха-+-.: + о! опре- 
деляет ха.) Например, для 2 = 3 неопределенная сумма равна 
(+2) / ПЕ! 02+3+0+С. 

Если, напротив, 2 = —4 — 1/4, то указанные члены +(К) 
бесконечны для К > 4. Есть два разумных способа действий в 
этой ситуации. Можно убрать нули из знаменателя, переопреде- 
лив +(К): 

К!2 (а— 1/а)! к! 


КЮ = План (2 — (а-+1/а) +1) — (к ма к-а)!’ 


Тем самым мы делаем +1(К) нулевым для 0 < К < ди поло- 
жительным для К > 4. В этом случае алгоритм Госпера да- 
ет р(К) = К% а(К) = К+Т1, т(К) = К- 1/4 и мы можем ре- 
шить (5.122) относительно $(К), поскольку коэффициент при К) 
в правой части равен () +1 + 1/4) плюс кратные {0+1,..., ба}. 
Например, для 4 = 2 неопределенная сумма равна (3/2)! К! х 
(2К2 — к 22)/(к— 3/2)! + С. 

Действуя по-другому, мы можем суммировать исходные 


Заметьте, что члены, но только в диапазоне 0 < К < 4. Тогла можно заменить 
любая конечная р(К) = К9 на 

последователь- 

ность суммируема а а. 

тривиальным р'(К) = У (-1°5) тю 

образом, поскольку 5 ) 


всегда можно най- 


ти многочлен, со- Эта замена допустима, поскольку (5.117) по-прежнему выполнено 
впадающий с +(К) Аля 0 < К < а- 1; имеем р'(К) = тео ((К + е)9 — КЧ) /е — 
для 0 < К< 4. Ште_›о(К-+-е)9/е, так что этот трюк по существу сокращает нули в 


числителе и знаменателе (5.117), как в правиле Лопиталя. После 
этого метод Госпера вычисляет неопределенную сумму. 


5.98 п5и-+1 = 2151. (Будьте осторожны: мы не имеем информа- 
ции относительно $1/50.) 


5.99 Пусть р(п, К) = (п Т+Ю)Во (м) + (и--1-аЪе-+ю)В1 (п) = 
р(м, К), (п, К) = (м, К)/(п ТК), а(п,К) = м +Т+фа+Ьь+ 
с +К)(а—К)(Ъ —К), т(п,К) = (п+1+К)(с+КЮ)К. Тогда решением 
(5.129) будет Во(п) = (п +Т-та+Ъ + с) (п +1 -+а-+Ъ), Вт (п) = 
—(п-+1-+а) (п-+ 1+5), ж(п,) = $(п,К) = -—Т. Мы находим (5.134), 
заметив, что это равенство выполнено для п, = —а, и используя 
индукцию по п. 

5.100 Алгоритм Госпера — Зильбергера легко находит, что 


2 2+2 К 1—К 
ПРЕ Па _ Пк ПК о<к< т. 


О в 
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В результате суммирования от К = 0 до п — | получаем 
(п + 2)($, —1) - (2, + 2) ($1 —-1— т) = —п. Следовательно, 
(2".-+2)$ 1 = (п-+2)$„-+2-2. Теперь применение суммирующего 
множителя приводит к выражению $ = (п + 1)2-" "у", 2%. 

5.101 (а) Если зафиксировать 1, то алгоритм Госпера— Зиль- 
бергера обнаруживает, что (п + 2)$ти+2(2) = (2-П(п-+1х 
т (2) + (2п-3—2(п—т-1))$ т п-+1 (2). Можно также применить 
тот же метод к слагаемому 

Вот, м4 (тт, п, К) + Вт (т, м) 1, п, К) 
+ В2 (т, п.) (тт, м, + 1, К), 


получая в этом случае более простое рекуррентное соотношение 


(тп, + 1) $ т--1,м (2) — (п + 1)$ п п-+1 (2) 
= (1- 2) (м — п) $ тм (2). 


(Ь) Здесь нам достается чуть больше работы — пять уравнений с 
шестью неизвестными. Алгоритм находит 


2 2 
пе 1) *- т+эе + ("9") 





К К 
2 
+142 (“1”) 2^ =Т(п,К+1) —Т(м,К), 
п+1\ 2$ п, К 
Тк) = (т) ы г, 


$(пм, К) = (2-Т)К? — 2((п+2)2— т-— ЗК 
+ (м+2)((м+2)2-4п-—5). 

Следовательно, (п+1)(2 — 1)7$5.(2) — (т +3)(2-+ 1)$.41(2) + 
(м- 2)$и-.2(2) = 0. Оказывается, что это соотношение выполняет- 
ся и для отрицательных п, и мы имеем $—_1(2) = 
$в(2)/(1 — 2) 29°". 

Сумму $„(2) можно рассматривать как некую модифика- 
цию многочлена Лежандра Р,„(2) =>), (")°@ — Тк (2 + Т)К/2т, 


поскольку можно записать 5 (2) = (1 — 2)"Р‚ ( ТЕ). Аналогично, 


бт (2) = (1-— рр т (1+2) является модификацией много- 
члена Якоби. 


5.102 Эта сумма есть Е(а— зп, —п; 6 — зп; —2), так что можем не 


рассматривать случай 2 = —1. Пусть п = Зт. Мы ищем решение А как насчет 
(5.120) для Е=07 
р(т,К) = (3Зт-+3—К)*(т-+ 1 — К)Во + (4т-+4—Ъ-—К)В1, 
а = (Зт+3—К)(м-+1-—а-К)2, 


) 
) 
} = К4т-+1-Ъ-К), 
) = а2К? + К- о. 
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Получающиеся в результате пять однородных уравнений имеют 
ненулевое решение (хо, ол, х2, Во, В1} тогда и только тогда, ко- 
гла матрица коэффициентов имеет нулевой определитель; этот 
определитель, многочлен от т, обращается в нуль только в вось- 
ми случаях. Один из этих случаев есть, конечно, (5.113); однако 
теперь мы можем вычислить сумму для всех неотрицательных 
целых п, а не только для п = 2 (шоа 3): 


х (:) (5) (м. ) 
еет-я()/(". 


Злесь запись [со, с1, с2] обозначает одно значение си шоа з. Другой 
случай, (а, 6,2) = (5, 0,8), приводит к тождеству 


(1) ("= /(Р)- поел (1) (2) 


(Удивительным образом эта сумма оказывается нулевой, если п 
не кратно 3; в последнем случае получаемое тождество 


у Зт,\ /2т,\ /2К к 4тт.\ (тп _ бт (3тт,)! (210)! 
—\ к жк К к) (дтп, тт 
может даже оказаться полезным. ) Остальные шесть случаев по- 
рождают еще более таинственные суммы 


х ("И") 
К К К 
к 
(и .) " мы 

[п/3] [1/3] 
(2 зп, — °)( зп — (2 зп — у) 

т [п/З] [п/З] 
гле значения (а,Ъ, 2, со, С1,с2, а’, 6’, Хх) равны, соответственно: 

( ‚ 81-1, О, 1,0, 64); 0 812 0-2 64); 


(3 4› ‚15,3, 
(3,3, 81, 0,-3,4,0, 64); (15,3, 81,3, 0, 3,0, 64); 
(5 ‚ 0, —4,1, 2, О, 1,3, —16); ( 


= [Со,с1, С? 


› 


[ыы 


› › 


1 № 
Ко 91 - 
—А 


2,3 
2 
1,2,—4,1,0,—3, 5,0,—16). 


5.103 Мы будем считать, что все а; и Ъ; ненулевые, так как в 
противном случае соответствующие множители не окажут вли- 
яния на степени относительно К. Пусть {(п,К) = р(п, К) (м, К), 
где 
_ [-; (ат + а К + а [а < 0] + а")! 
(мы, К) = И. 
(т К ЫЦЬ: > 0] +Ъ/')! 
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Тогда Ч4её(р) = Чев(+) + шах(у т, 6. > 0] — Ур ла ал < 0], 
2 а; [а > 0]— ре Ъ: 6: <0]) 2 ев (4 ) + 71 ([а1|-+ ° ‚Нар + 1[+ 
| 16|), за теми исключениями, когла в старшем коэффициен- 
те происходит сокращение. Кроме того, Чев(а) = >? - а; [а; >0]— 
2:5! < 0], 4её(т) = УЗ: [6;: > 0] - Ура, а а! < 0], опять- 
таки кроме исключительных случаев. 

(Используя эти оценки, можно непосредственно показать, 
что с увеличением | степень р в конце концов становится до- 
статочно большой, чтобы обеспечить существование многочлена 
$(п,К), а число неизвестных ©; и В; в конце концов становит- 
ся больше числа однородных уравнений в решаемой системе. Так 
что мы получаем еще одно доказательство сходимости алгоритма 
Госпера—Зильбергера, если, как в тексте, прибегнем к аргумен- 
ту о существовании решения, в котором не все Во(п),..., Ву(п) 
нулевые.) 


5.104 Положим +(п, К) = (—1)^(т-$-—К)! (т-2К)!/ (("-$—2К)! х 
т-пм-К+П!(м“- К)! К!). Тогда Во(п,)4 (п, К) + В: (п)+(п + Т,К) не 
суммируемо в гипергеометрических членах, поскольку 4её(ф) = 
Т, Чеё (4 —т) — 3, Чеё (4 +т) — 4, А = —58, А' = —4; но Во(п,)+ (п, К) + 
Вт (п) (м Е Т,К) + В2(м)4 (п + 2,К) уже суммируемо, в основном 
потому, что Л’ = 0 при а(п,К) = —(т-—$- 2К)(т-$—2к-1х 
(и+2—К)(т-п-—К+Т) ит(К) = (т-$—К+1)(т-2К-+2)(т-2к-+ ТК. 
Решением является 


Во(п) = ($ —п)(т-п-+1(т- 20-0, 

В1(м) = (1$ — $2 — 2тп + 212 — 1+2) -—2жт-1), 
В2(п) = ($ —-т+п-+1)(п-+ 2)(т- ж-—3), 
доп) =т-2м-Т, 


и мы можем заключить, что Во(п)$ и + Вт (п) $ п-т + В2(п)$п+2 = 
0, гле $, обозначает требуемую сумму. Этого достаточно, чтобы 
доказать тождество по индукции, проверив случаи п =Оип = |. 

Однако 5„ удовлетворяет и более простому рекуррентно- 
му соотношению Во(п)$ + В1(п)5и+т = 0, где Во(п) = ($—п)х 
т ж-+Т) и В: (п) = + Пе-жт-Т. Почему же наш ме- 
тод не обнаружил это соотношение? Во-первых, никто не утвер- 
ждал, что такая рекуррентность с необходимостью влечет за со- 
бой неопределенную суммируемость членов Во(п.)4 (п, К) Вт (пм) х 
(м + Т,К). Уливительно, однако, то, что метод Госпера—Зильбер- 
гера и во многих других случаях не находит простейшего рекур- 
рентного соотношения. 

Заметим, что найденное нами рекуррентное соотношение 
второго порядка может быть факторизовано: 


Во(п.)) + Вт(м)М + В2 (м) М2 . _ 
= ("-п+Пм+(-з-п-1) (85 (п) + 81), 


где М — оператор сдвига, как В (5.145). 
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5.105 Положите а = 1 и сравните коэффициенты при 2?" в обеих 
частях тождества Хенричи — „дружественного монстра’, 


(а, 2) (а, 42) (а, 72) 
20—4, 794 |(=)) 
аа ь 4 ара | (9). 


гле (а, 2) = Е(Т; а, 1; 2). Это тождество может быть доказано, если 
показать, что обе части удовлетворяют одному и тому же диф- 
ференциальному уравнению. 

Петер Пауле нашел еще один интересный способ вычи- 
слить эту сумму: 


М кн ь " к 
У (амлк 1)“ > (инк) 


К 
-5 (= 
х (+) (. 
М 2 к 
=> ) ^ [2^] ((1 + 2) (4 + 2)) 
м (еб каш +:)) 


г 


р 
=» 


использовав биномиальную теорему, свертку Вандермонлда и тот 
факт, что [20] 9(а2) = [2] (2). Мы сейчас можем положить М = 3, 
и применить алгоритм Госпера—Зильбергера к этой сумме $%, 
получая волшебным образом рекуррентное соотношение первого 
порядка (п + 1)2$„ +1 = 4(4п + 1)(4п + 3)$; результат Пауле сле- 
дует отсюда по индукции. Если заменить Зп, на 3Зп. + 2, то данная 
сумма обращается в нуль. В самом деле, )_, чаатем (К, Ь т) м" 
всегда равно нулю, когда М шоа 3 0и (К, т) =+( т, К). 
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5.106 (Решение Шалоша ВБ. Эхада.) Положим 


(Туи $) (1+ т) — (1+п+т))+ ($—т)к0-1) 


(тк) = 1 т-+и-—т+$)(п+т+1)0-т-10+К) 
х {(т,),К); 
ие рю = ЕИИЖНОХ Е.Ю). 


щит +$)(п-+т+1)0 К) 


Проверка сформулированного тождества является чисто рутин- 
ной работой, а (5.32) получается суммированием по } и К. (Мы 
суммируем Т(т,) +1, К)—Т(т,), К) сначала по }, затем по К; другой 
член Ц(т,), К+Т) — Ц(т,), К) суммируем сначала по К, затем по ).) 

Однако надо еще проверить (5.32) для т = 0. В этом 
случае, после триномиальной перестройки оно приводится к ви- 
АУ УТ (а) () (т) — (ПИ (0). Мы считаем, 
что |, ти п — целые числа и п > 0. Обе части, очевидным обра- 
зом, нулевые, если не выполнено п +1 > 0. Если же это нера- 
венство выполнено, то можно заменить К на п — К и использо- 
вать (5.24). 


5.107 Если бы это был подходящий член, то лолжен был найтись Заметьте, что 
линейный разностный оператор, аннулирующий 1/(пК + 1). Дру- 1/пК -— подхо- 


гими словами, мы бы имели тождество с конечными суммами: дящий член, по- 
скольку он равен 
-х ТКТ 
У > м) / (++ +1) =0, К; Также — 
=0 )=0 1/(пм: — К”) 
+= )= 


подходящий член. 


А вот 
где сх — некоторые многочлены от п, не все нулевые. Выберем 1/(п2 + К2) — нет 


целые числа 1, } и п так, чтобы было п > Ти ©. ;(п) 20. Тогда 
при К = —1/(п +1) —) член суммы с индексами (1,)) становится 
бесконечным, тогда как все остальные члены конечны. 


5.108 Заменим К на т — К в двойной сумме, затем воспользуемся 
(5.28) и просуммируем по К, получая 


ме 


) 


затем триномиальная перестройка (5.21) дает одну из требуемых 
формул. 

Оказывается, довольно трудно найти прямое доказатель- 
ство того, что две симметричные суммы для Аш„ равны. Мы 
можем, однако, доказать равенство косвенным путем, применяя 
алгоритм Госпера—Зильбергера, чтобы показать, что обе суммы 
удовлетворяют рекуррентному соотношению 


(м + ]ЗАти — (т, п)Ажл-т + (м+2)3Ати2 = 0, 
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гле 1(т, п) = (2 +3)(п? +3. +2щт7 +2т-+ 3). Полагая +1 (п,К) = 
2 


(7) (9) 49 5%) жъбью = (9) 52, находим 


(п + 125 (м, К) — (ть п) (+1, К) + (п + 2) (п + 2, К) 
= Т(п,К+ 1) — Тм, К), 

где Т1(п,К) = —2(2и-+ 3) К +! (п,К)/(п-+1—К)(п-+2-К) и Т>(п, К) = 
— ((п-+2)(4тм + п -+3т? +8т +2) — 2(3тт + п+ т/ +6т-+2)к + 
(2, + 1 ук?) к? (м+п-+1-—К)26 п,К)/(п-+2-—К)-. Это доказывает 
соотношение, так что осталось только проверить равенство для 
п = ип = 1. (Можно было бы также использовать более простое 
рекуррентное соотношение 

тЗАти—1 —пЗАт1п — (п—п) (т +т/ — тм) Аж—1и—1 › 


к которому можно прийти методами из упр. 101.) 

Тот факт, что первое выражение для Аж к равно третьему, 
влечет за собой замечательное тождество между производящими 
функциями тп Атт и": 


и“ $к(2)? _ 2к\° эх 2 
У пения = (к) пьет рат. 


2. 
где $к(2) = >. (5) 2). На самом деле оказывается, что 


2. . 
у 55) у (2%) > 5) ху. 
(1-х) -у)к — к / (1-м) 2+1 (1—х)к(1-фу)к' 
это частный случай тождества, открытого Бейли [18]. 


во (л-нк) @1 ов 
5.109 Пусть Х. =), (1) °(“:°)... ("1 “) х^ для любых поло- 
жительных целых чисел ао, а1,..., ар и для любого целого х. 
Тогда для 0 < т <р будем иметь 


р-1 т-+ри ао 
Хит 22 т) 


}=0 К 


К 


(" + рп +10 + РТ 
) + рк 


«к (7) ©) 


;=0 
— т И“ (п +1 к. 
] К 


Соответствующие члены сравнимы (шо р), поскольку из упр. 36 
следует, что они кратны р при |] + т > р, из упр. 61 следует, 
что биномиальные коэффициенты сравнимы при |] +т < р, а 
из (4.48) следует, что ХР =х. 
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5.110 Сравнение, несомненно, выполняется, если 2п + | простое. 
Стивен Скиена нашел пример п = 2953, где 2п +1 =3.11.179. 


5.111 Относительно частичных результатов см. [392]. Машинные 
эксперименты были выполнены В. А. Высоцким. 


5.112 Если п — не степень 2, то (^“) кратно 4 согласно упр. 36. В 
противном случае А. Гранвиль и О. Рамаре проверили это свой- 
ство для п < 222000; они также усилили теорему Шаркёзи [350], 
показав, что (”") делится на квадрат простого числа для всех 
п > 222000. Это доказывает давно выдвинутое предположение, 
что (^^) никогда не свободно от квадратов при п > 4. 
Аналогичные предположения для кубов таковы: (^") де- 
лится на куб простого числа при любом п > 1056 и на 23 или 
33 при любом п > 227 -+- 223. Это было проверено для любых 
п < 210009. Поль Эрдёш выдвинул предположение, что на самом 


деле тахр е› ((^^)) -+ со, при п. -+ оо; это должно быть справед- 
ливо, даже если мы ограничим р значениями 2 и 3. 


5.113 Теорема о производящих функциях из упр. 7.20 может по- 
мочь в ответе на этот вопрос. 


5.114 Штрел [359] показал, что с =), (* )° =>, (")^(® 
суть так называемые числа Фрейнела | [821 он также показал, 


= (1 )? [© <)? (2“). Двигаясь в другом направлении, 


Г. С. Вильф показал, что с") 


что с) 


— целые для всех т, когда п < 9. 


6.1 2314, 2431, 3241, 1342, 3124, 4132, 4213, 1423, 2143, 3412, 
4321. 
6.2 Ровно {1 }тх, поскольку область определения всякой та- 


кой функции разбивается на К непустых подмножеств, а для ка- 
ждого разбиения имеется т^ способов приписать функции зна- 


чения. (Суммирование по К дает комбинаторное доказательство 
формулы (6.10).) 


6.3 В этом случае имеем ах.! < (центр тяжести) —- е = 1-— 
е + (41+--- - 4к)/К. Эта рекуррентность подобна (6.55), но с 
1 —Е вместо 1; следовательно, оптимальным решением являет- 
ся Ак+1 = (1 — Е)Нь. А эта величина не ограничена, поскольку 
Е < Т. 

6.4 Нд тн п. (Точно так же, у ( —1)к- УК = Нж —Н,.) 
6.5 Величина М. (х м равна 

ху ка (к) (- "К" («+ Ку)" 


ме ик", 


НУ кт (%) ( 


и первая сумма есть 


Чи-1(х, у) +5 (1 а ПКК (х + Ку)". 


К>1 


Илан Варди за- 
метил, что это 
условие выполнено 
для т +1 =р? 
при простом р 
тогда и только 
тогда, когда 

27-1 по4 р? =Т1. 


Это дает еще два 
примера: 

п. = (10932—1)/2; 
п. = (35112 —1)/2. 


Фибоначчиева 
рекуррентность — 
аддитивного типа, 
а кролики почему- 
то множатся. 


Это „истинное 
значение" соот- 
ветствует 65 ме- 
ждународным 
милям, но между- 
народная миля 
составляет лишь 
.999998 американ- 
ской (уставной) 
мили. 3937 аме- 
риканских миль 
содержат ровно 
6336 километров; 
метод Фибоначчи 
преобразует 3937 в 
6370. 
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Лишнее К-' может быть внесено в биномиальный коэффициент, 
и мы получаем, что 


У (ен 


К>1 
— хп-1 + У. (;) (—1 к (х+ ку)" 


к>0 
= хи. 
Тем самым соотношение (6.75) доказано. Пусть К„(х,у) = 
х "Ин (х, у); тогда Ко(х, у) =Ои К, (х, у) = В, -1(х, у) +1/п + у/х, 
следовательно, К„(х, у) = Н»; - пу/х. (Между прочим, первона- 
чальная сумма М, = Ч, (п, 1) не приводит к рекуррентности, 
подобной этой, — поэтому проще вычислить инлуктивно более об- 
щую сумму, которая лишена зависимости х от п, нежели ее част- 
ный случай. Вот еще один поучительный пример, когда сильное 
индуктивное предположение существенно меняет исход дела. 


6.6 Каждая пара крольчат ьъ, принесенных в конце одного 
месяца, становится парой половозрелых кроликов аа в конце 
следующего месяца; каждая пара аа становится парой аа и ьь. 
Таким образом, каждая пара ЪЬ ведет себя наподобие трутня в 
родословном дереве, а каждая пара аа ведет себя наподобие мат- 
ки, за тем исключением, что родословное дерево пчел обращено 
в прошлое, в то время как кролики обращены в будущее. Че- 
рез п месяцев имеется в наличии Г. .1 пар кроликов, из которых 
|, — половозрелые, а Е. _1 — крольчата. (Именно в таком контек- 
сте Фибоначчи ввел в употребление свои числа.) 


6.7 (а) Положите К =1—п и воспользуйтесь (6.107). (Б) Поло- 
жите т = 1, К=п — 1 и воспользуйтесь (6.128). 


6.8 55+8-+2 превращается в 89 + 13+ 3 = 105; истинное зна- 
чение: 104.607361. 


6.9 21. (При возведении единиц измерения в квадрат мы пере- 
ходим от Г; к Ё. +2. Истинное значение: приблизительно 20.72.) 


6.10 Все неполные частные ао, а1, а2,... равны 1, поскольку 
ф =1+1/ф. (Поэтому представление Штерна—Броко для этой 
величины имеет вид КГКЕКТЕГЕГ... .) 


6.11 (—1)“ = п=0] — п=1); см. (6.11). 
6.12 Это следствие (6.31) и двойственной формулы в табл. 294. 


6.13 Согласно упр.12, эти две формулы эквивалентны. 
Можно воспользоваться индукцией. Или же можно заметить, 
что 20" применительно к 1{(2) = 2^ дает х\2х, в то время 
как 9" применительно к той же самой функции дает х"2х; 
поэтому последовательность (9°,9' 5?,...) должна быть свя- 
зана с (70,2 0',20%,...) так же, как последовательность 


(хх! х^,...) связана с (хх х2...). 


594 ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 


6.14 Имеем 


х+К х-+кК х+к- 1 
«( ‚ ео) +-ю( К ). 


поскольку (п-1)х = (К+1)(х+К-—п)+(п-—К)(х+К-+Т). (Последнее 
тождество достаточно проверить при К = 0, К = 1 иК=\ц.) 


6.15 Поскольку Д((*+")) = (*+*), то общая формула такова: 


+К т (.,м т—) ‚п 
Е) - 5 (ничьи 


) 
Положите х = 0 и обратитесь к (6.19). 


— „1и—\. 
6.16 Это Апк = 2 ;> а;{ к }; данная сумма всегда конечна. 


6.17 (а) || = [к: (©) [| = п = пи > Ию. (9 || = 
к}. 


6.18 Это эквивалентно правилу (6.3) или рекуррентности (6.8). 


6.19 Воспользуйтесь табл. 302. 


6.20 Усики 1 = <, (п+1-) 2 = (П+ПНЬ -Н». 


6.21 Указанное число — это сумма дробей с нечетными знаме- 
нателями, так что оно имеет вид а/Ъ с нечетными 5. (Между 
прочим, постулат Бертрана означает, что Б„ также делится, по 
меньшей мере, на одно нечетное простое число, когда п. > 2.) 


6.22 |2/Кк(К + 2)| < 22| /К? при К > 22|, так что эта сумма опре- 
делена, когла ее знаменатели не равны нулю. Если 2 = п, то 
Ук. (1/К- 1/(К+п)) = Нь — Ноа + Нь, что стремится к Ни 
при т — со. (Величина Н, 1—7 часто называется пси-функцией 
ф(2)).) 

6.23 2/(е?-+1) = 2/(е?—1)- 22/(е?* —1) = > п>о(1 — 2" )В 2". 


6.24 Если п — нечетное число, то Т„(х) является многочленом 
относительно х?, следовательно, когла мы берем производную 
и вычисляем Т,.1(х) по формуле (6.95), его коэффициенты 
умножаются на четные числа. (На самом деле можно дока- 
зать даже большее: согласно упр.54, в знаменателе числа 
Бернулли В2„ всегда содержится 2 в первой степени, следо- 
вательно, 22" К\Т..1 < — 2^\(п + 1. Целые нечетные 
положительные числа (п + 1)Т›..1/2?" называются числами 
Дженокки (1, 1,3, 17, 155, 2073,...) в честь Дженокки [106].) 


6.25 100п — пН; < 100(п-—- П- (п- ПН. = Н> 99. 
(Наименьшее такое п приблизительно равно е’?_", хотя червяк 
затрачивает на свой путь М = е!0°-У минут — примерно в е раз 
больше. Так что он приближается к цели на протяжении послед- 
них 63% своего пути.) 
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6.26 ть щ®) = = Нкти Ау(К) = 1/К, так что м(К) = (К). 
Тогда $. — НЯ =)" Ньл/Кк= НН"! — $. = НА — $. 


6.27 Заметьте, что если т > п, то НОЕ. Е.) = НОд(РЕип, Ри), 
согласно (6.108). Это позволяет доказать требуемое по индукции. 


6.28 (а) О, = (1. —Е,)/2 + ВН.. (Это решение может быть 
записано также в виде О’ = «Ри _1 + ВЕ...) (Ь) 1. = ф"+ ф". 


6.29 При К = 0 это правило (6.133). При К = 1 это, в сущности, 
соотношение 


К(Ж,... ‚Хи )Хт — К(х1,...,Хм) К(Хм,... Хи) 
— КЖ... ,Хт-2) К(Хт-2,..., Хи); 


на языке азбуки Морзе второе произведение справа отбрасывает 
те случаи, где первое произведение содержит накладывающие- 
ся тире. При К > 1 достаточно индукции по К с использованием 
(6.127) и (6.132). (Это тождество справедливо также и в тех слу- 
чаях, когда один или более индексов при К становится равным —1, 
если условиться, что К_1 = 0. Когда умножение некоммутативно, 
то тождество Эйлера остается в силе, если записать его в виде 


Ки (Х1 .... ‚Хт-п,) Кк(Хт-+к, се) Хто 1 ) 
= Ки-к(Х1,...,Хт-к) Кл (Хт-ьпь +, Хт--т) 
+ (-1) “Киль... ,Хт-т) Кл-к- ЦХтдть +, Хт4к+2). 


К примеру, несколько неожиданные некоммутативные разложе- 
ния 


(абс +а-+ с) (1 + Ъа) = (а5 + 1) (сфЪа+а-+с) 

мы получаем в случае К = 2, т =0, п = 3.) 

6.30 Производной К(х1,..., хи) по ха является 
К(хт,..., Хи) К(Хичр... Хи), 

а вторая производная равна нулю; следовательно, ответ таков: 
К(х1,..., Хи) + К(Х1,..., Хит) К(Хич,..., Ха). 


6.31 т хи = (х+п- =, (1) хп — ТА, имеем 
| | = = п 1)“ ^ Эти коэффициенты, как оказывается, удовле- 
ы(Ы м рено соотношению: 


п — | п — 1 


к В 


6.32 Тождества Уи К“} = {7 и Уи, {К} х 


(т + 1)" * = м1}, они оба приводятся в табл. 295. 


= м-1+8 





целые п, К > 0. 


6.33 Еслип > 0, то согласно (6.71), [3] = (п П!(Н2 —Н®}, 
а согласно (6.19), {1} =1(3" 3.2" +3). 
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6.34 Имеем (® = 1/(к +1), (2 ) = НИ, и вообще при любом 
целом п величина (1) задается соотношением (6.38). 


6.35 Выберите в качестве п наименьшее целое >> |/е, такое, что 


6.36 Вэтом случае аки = (100+ (1+41)-+.--+(1-+9к)) /(100-К), 
и решением является акул = Нк-100 — Нло1 +1 при К > 1. Это 
превышает 2 при К > 176. 


6.37 Суммирование (по частям) дает Нип — (++... + 
м) = Н„„-—Н=. Поэтому бесконечная сумма равна ш т. (Отсюда 
следует, что 


у" т пм 
м кКк-1) т, — | 





поскольку Уи (К) = (т-—1) > (К шо т) )/т.) 


6.38 Суммируя по частям и используя (5.16), получаем 


ру 


:—1 
6.39 Запишите ее в виде >) <.) › ко, Нк и, исходя из 
(6.67), просуммируйте вначале по К, получая 


п+ПН^ — (и + ПН; + 2м. 


6.40 Если число бп. — 1 — простое, то числитель суммы 





2 т = Нат — Нж-1 


г 


делится на бп. — 1, поскольку эта сумма есть 


4п—] Зп—1 3п-—1 бт —1 
Ук - (т чит = ти. 


Аналогично, если бп. | 1 — простое число, то числитель суммы 


ма (—1)к- УК = На — Н кратен бп -+ 1. Для 1987 надо сумми- 


ровать до К = 1324. 


6.41 $ = У, (К Ю/2) = У, (К"\4®/2 1), следовательно, 
Зи-+1 + $п = к (+81) = $и+2. Ответ: Р.+2. 


6.42 [.. 
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6.43 Положите 2 = 15 в пол = 2/(1-2— 27), получая 
т. Данная сумма представляет собой периодическую десятичную 
дробь с длиной периода 44: 


0.11235 95505 61797 75280 89887 64044 94382 02247 19101 12359 55+. 


6.44 При необходимости замените (т, К) либо на (—т,-—К), либо 
на (К, —т), либо на (-К,т) так, чтобы было т > К 20. Если 
тп. = К, то все ясно. Если же т > К, то можно заменить (т, К) на 
(м — К, т) и воспользоваться индукцией. 


6.45 Х, -А(п)а-+В(п)В + С(т)у+ 05, где В(п) = Е„, А(п) = 
Е 1, Ам) +В(п) —-О(п) =ТиВ(п) — Сп) +30 (пм) = п. 


6.46 Это ф/2 иф '/2. Пусть и = с0572°, ау = с0$36°: тогда 
и = 22 —-Тиу=1- 23107 18° =1-— 242. Следовательно, и + у = 
2(м+у)(/—м), и 4 —2у—1=0. Продолжая, можно найти пять 
комплексных корней пятой степени из единицы: 


фИ+и/2+ф ФЕ -Фф 


2 | 2 
„ЁеЁ фр Бе апу оа 6.47 2"\/5Е, = (1+ \5)" — (1 —- Мб)" и четные степени \Уб со- 
ргите“ кращаются. Пусть теперь р — некоторое нечетное простое число. 
— т) — 
р ме (2.1) = Оза исключением случая, когда К = (р-1)/2, и (11) =0 
за исключением случая, когда К = 0 или К = (р — 1)/2; следова- 
[341] можно не 
смотреть. тельно, Е, = 51/2 и 2Е‚.1 = 1+5(Р-1/? (шоа р). Можно пока- 
— Перев.)  зать, что 5(Р-1)/2 = 1, когда р имеет вид 10К +1, и 5(Р-1/2 = —1, 
когда р имеет вид 10К + 3. 
6.48 Положите К! ; = К; —1+1(ж,...,х;). Повторным применени- 


ем (6.133) обе части сводятся к (Ку ш_2 (Хи + Хит) + Ктм_з) Хх 
К+2 п + К! м-2Ки-3 м. 


6.49 Положите 2 = 3 в (6.146); неполные частные — это 0, 2№, 


2"', 272,.... (Как отмечал Кнут [138], это число является транс- 
цендентным.) 


6.50 (а) (п) —четное < 3\п. (Ъ) Если двоичное прелд- 
ставление п имеет вид (1°'092...14"-104")›, где т — четное, то 
(п) = К(ат, а2,..., аш—1). 


6.51 (а) Комбинаторное доказательство. Представление множе- 
ства {1,2,...,р} в виде К подмножеств или циклов делится на 
„орбиты“ из 1 или р представлений каждая, если к каждому эле- 
менту прибавить | по модулю р. К примеру, 


{1,2,4} 9 {3,5} — {2,3,5} 4 {4,1} - {3,4,1}9{5,2} 
—> {4,5,2} 9 {1,3} - 45, 1,3} 4 {2,4}  {1,2,4} 0 {3,5}. 


Орбита размера 1 получается только тогда, когда это преобразо- 
вание переводит представление само в себя; но тогда К = |] или 
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К = р. С другой стороны, можно дать алгебраическое доказатель- 
ство: имеем хР = хР?--х1 ихР. = хР—х (шо@ р), поскольку, согласно 
теореме Ферма, хР — х делится на (х — 0)(х-—1)... (х- р-1)). 
(5) Этот результат следует из части (а) и теоремы Вильсо- 
на, или же можно воспользоваться тем, что хР—\ = хР/(х —1) = 
(ХР —х)/(х— 1) = ХР + хР-2 +... х. 
(с) Имеем {?+'} = [71'] Е 0 при 3 < К р, затем {?+*} = 


[2+2] = 0 при4 < К<ритд. (Аналогично [Р.] = {7} — 1.) 


(Ч) р = ре = (ИРАК = РР] РРР + + 
РЗ [8] - р? [8] +р[]. Нор[?] =р!, поэтому величина 


Сие 


кратна р". (Это называется теоремой Вольштенхольма.) 


6.52 (а) Заметьте, Н, = Н*+Ны Ир, где Н* = Ук (К р) /К. 
(5) Действуя по тпо4 5, получаем Н, = (0,1,4,1,0) при 0 < т< 4. 
Таким образом, первым решением служит п = 4. Из части (а) 
известно, что 5\а, => Э\а|и/ъ|, поэтому следующим возмож- 
ным интервалом служит п = 20 {т 0 < т < 4, где мы имеем 
На = Н% + 5 На = Н% + НН, +), 20/К(20 + К). Числитель 
дроби Н»‹, как и числитель дроби Н4, делится на 25. Следователь- 
но, в этом интервале есть только два решения: п. = 20 ип = 24. 
Следующим возможным интервалом является п. = 100+ т; в этом 
случае Ни = НЯ + ТНоо, что равно ТНо-+Н, плюс некая дробь, чи- 
слитель которой кратен 5. Если т Ноо = т (1104 5), где т — целое, 
то гармоническое число Н100-.: будет иметь числитель, который 
делится на 5 тогда и только тогда, когда т,  Н‚ = 0 (то4 5),— 
следовательно, т должно быть = 0, | или 4. Действуя по мо- 
дулю 5, находим, что Но = 5Н% + 5На = 55Н4а = 1 = 3; 
следовательно, при 100 < п < 104 решений нет. Точно так же нет 
решений и при 120 < п < 124 — нами найдены все три решения. 

(Согласно упр. 6.51(а), мы всегда получаем, что р^\ар-1, 
р\а»2_р ир\ар2_1, если р — некоторое простое число > 5. Только 
что приведенное рассуждение показывает, что этим исчерпыва- 
ются все решения для р\а„ тогда и только тогда, когда не суще- (Вниманию про- 
ствует решения для РН! +Н, = 0 (тор) при 0 < т<р. ГРаммиСстов; ВОТ 
Последнее условие справедливо не только при р = 5, но и при ИНТеРесное условие 
р = 13, 17, 23, 41 и 67, а возможно, и для бесконечного числа “Я проверки на 

стольких простых 

простых чисел. Числитель числа Н; делится на 3, только когда ЧИСЛАХ. СКОЛЬКО 
п =2, Ги 22; он делится на 7, только когда п = 6, 42, 48, 295, вам по силам.) 
299, 337, 341, 2096, 2390, 14675, 16731, 16735 и 102728. См. ответ к 


упр. 92.) 
6.53 Суммирование по частям дает 


+1 /(-1 п 
т-+1 
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6.54 (а) Если т 2 р, то $т(р) = $и_(ф-_1)(р) (тор), поскольку 
КР-1 = 1 при 1 < К<р. Кроме того, 5,_1(р) Ер-— 1 = -—1. Если 
же 0 < т <р- 1, то можно записать, что 


рт ол у 
пору 
К=0 )=0 ]=0 


(5) Обстоятельство, содержащееся в указании к упражнению, 
означает, что знаменатель числа [и не делится ни на какое про- 





(Числители чи- стое р,— следовательно, число [2 должно быть целым. Для до- 
сел Бернулли казательства утверждения из указания можно считать, что п> |. 
играли важную Тогда число 

роль в ранних И 

исследованиях —_ п 2и—К 

последней теоремы Ви [р 1] ++ У. (^ + ') Вк р 

Ферма; см. Рибен- о К 2+1 

бойм [259].) 

(См. также [5* — целое, согласно (6.78), (6.84) и п. (а). Поэтому нужно убедить- 
гл. 15]. Пере.) ся в том, что ни один из знаменателей (2"*')Вкр?"-^/ (2, +1) = 


(")Вкр?"-К/(2п. —К-+Т1) не делится на р. Знаменатель числа 
(")Вкр не делится на р, поскольку в знаменателе Вк не содер- 


жится р? (по индукции), а знаменатель р?" '/(2п — К +1) не 
делится на р, поскольку 2п —К+1< р?" К при К < 2п — 2. чтА. 
(Числа [2 затабулированы в [156]. Вплоть до числа [1 их вычи- 
слил в 1875 г. Эрмит [393]. Оказывается, что [2 = 14 = 16 = [8 = 
[о = [12 = 1; следовательно, воспроизведенные в тексте числа 


Бернулли, включая число 57 (1), на самом деле подчиняются 


„простой“ закономерности. Однако при 2п > 12 числа [2, по- 
видимому, не обладают сколько-нибудь примечательными свой- 
ствами. Так, В24 = —86579 1 -ч-—5—7— зщ, и число 86579 — 
простое.) 

(с) Числа 2 —Ти3-—1 всегда делят 2п. Если п, — простое, 
то делителями числа 2п являются только |, 2, пи 2, поэтому 
при простом п > 2 знаменатель числа В›„ будет 6, если толь- 
ко число 2п -- | также не является простым. В последнем слу- 
чае можно попробовать 4п + 3, 8п +7, ..., Ао тех пор пока в 
конце концов не попадется непростое число (поскольку п делит 
2"1п + 2-1 —Т).. (Для этого доказательства не требуется более 
трудная, но справедливая теорема о том, что существует беско- 
нечно много простых чисел вида 6К + 1.) Число 6 также может 
быть знаменателем В. и для непростых значений п, скажем, 49. 


6.55 По правилу свертки Вандермонда указанная сумма есть 
ЕН (“= (+1). Аля получения (6.70) продифференцируйте и 
положите х = 0. 


6.56 Сперва замените К"*+' на (к — т) + т)" и разложи- 
те по степеням К — т; результат упростится, как при выводе 
(6.72). Если т > п или т < 0, то в результате получится 
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([-1)"ти — тл/ ("="). В противном же случае необходимо взять 
предел (5.41) при х —› —т завычетом члена при К = тт; в резуль- 
тате получается (—1)" п! - (-1)" +1 (") т” (п +1-+ тНь—м-—тНю). 


6.57 Сначала докажите по индукции, что в п-м ряду содер- 
жится самое большее три различные величины Аи > В: > С.; 
если п — четное, то они располагаются в циклическом порядке 
[Ск, Ви, Ап, Вл, Сл], а если п — нечетное, то они располагаются в 
циклическом порядке [Си, Ви, Ах, Аж, Вн|. Кроме того, 


Ат-+1 = Аж + Вт, Аж = 2Аж-1, 
В2и+1 = Вж + Ст, Ви = Аж - Вт, 
С21+1 = 2Сж, Сж = В+ Ст. 


Отсюда следует, что О, = Ап — С, = Е 1+1. (Относительно обер- 
нутых биномиальных коэффициентов порядка 3 см. упр.5.75.) 


6.58 (а) Хиро РиР” = 2(1—2)/(12)(1—32+22) = $((2—32)/(1— 
32+2')—2/(1+2)). (Возведите в квадрат формулу Бине (6.123), 
просуммируйте по п, затем сгруппируйте члены так, чтобы фи 
ф исчезли.) (Б) Аналогично, 


2(1—22—27) ] 22 32 
ЕЕ ——|. 
—“ (1—42—22)(1+2—22) 5 \1—42—22 142-22 
Отсюда следует, что Е. —4Е3 —ЕРЗ_/ =3(—1)"Е,. (Соответствую- 
щая рекуррентность для т-х степеней включает фибоначчиевы 


коэффициенты из упр. 86, она была обнаружена Джарденом и 
Моцкином [105].) 


6.59 Пусть т — фиксированное число. Индукцией по п можно 
доказать, что и в самом деле можно найти такое х с дополнитель- 
ным условием х = 2 (то 4). Если х является таким решением, 
то можно перейти к решению по модулю 3"*', поскольку 


Е 8.3.1 = 3" , 8. 3-11 = 3п + 1 (тоа 3т+1 ) , 


подойдет либо х, либо х + 8.3"-', либо х + 16.3". 


6.60 Единственно возможные случаи: Е! +1, Е›-+1, Е +1, Ти 
6 —1. В противном случае в разложениях возникают числа Люка 
из упр. 28: 
Еж + (0 — 1 Еа—1 , т + (-0“ = [м Ел , 
Еж — (-1)" = а-1 Ра ) Ри — ([1“ — т Ех . 
(В общем случае, Еиуи — (-Т)"Е ии = Гал.) 


6.61 1/ЁЕ›и = Е _1/ЁРп — Е-т_—1/ЕР2т, если т — четное и положи- 
тельное. Вторая сумма равна 5/4 — Е..2^_1/Ё 3.2» при п > 1. 
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6.62 (а) А» = УБА, 1 — Ал_2 и Ви = УБВи_1 - Ви_2. Между 
прочим, кроме того, 5 Аи + Ва = 2Ацуи М5 Ву — Аи = 2В._1. 
(5) Выписывание начальных значений показывает, что 


А т п четно, в — {У п четно, 
м У5Е,, п нечетно, 


Г, п нечетно. 


(с) В. /Аж+т — Ви-1/Аж = Т/(Ежчи + 1), поскольку Ви, Аи — 
В. 1 Аж = Уби АзАпт = М5 (Е›т-1 +1). Обратите внимание, 
что Ви /Алт = (Е. /Е 4-1) [п — четное] + (1. /Т1.+1)[п— нечетное]. 
(4) Аналогично, );_/1/(Е›жк — 1) = (Ао/В1 — А! /В2) + 
-. + (Ал_1/Ви — Аи/Вя-1) =2— Ап/Вя-+1. Это можно также вы- 
разить как (5ЁЕ„ /Г ил} [п — четное] - (1. /ЕР.-+1)[п — нечетное]. 


6.63 (а) ["]. Всего имеется ["\1| перестановок с пл» = пи 


к 
(м — [7] перестановок с п, < п. (Ъ) (1). Каждая переста- 
новка р1...ри_1 множества {1,..., п — 1} приводит к п переста- 
новкам 7172...Ли = р1... рут п р;+1...Ри-1р;. Если р1...Ри-1 
содержит К превышений, то имеется К + | значений }, кото- 
рые дают К превышений в перестановке п1п....Ли, а остальные 
п — | — К значений дают К + 1. Следовательно, общее число спо- 


собов получения К превышений в перестановке л1....Ли равно 
(+1 (“к ) + (п-П- (к-т) (1) = (%). 

6.64 В соответствии с доказанным в упр. 5.72, знаменатель дро- 
би ('/^) равен 24" "2". Согласно (6.44), дробь [1 “| имеет такой 
же знаменатель, поскольку ((1)) =Ти ((")) четно при К > 0. 


6.65 Это равносильно утверждению, что (") /п! является веро- 


ятностью того, что [Хх ...- Хи | = К, если Ху, ..., Хи — незави- 
симые случайные величины, равномерно распределенные между 
Ои 1. Пусть чу; = (жм-+... +х;) шоа 1. Тогда у1, ..., Чи незави- 


симы и равномерно распределены, а [х1 + Хи | — это число 
спадов в последовательности у. Перестановка 1) также случайна 
и вероятность К спадов такая же, как и вероятность К подъемов. 


6.66 Это 2"+1(2"+1 — Т)Ви-+1/(м + 1), если п > 0. (См. (7.56) и 
(6.92); требуемые числа являются, в сущности, коэффициентами 
разложения 1 — {1 2.) 


6.67 Эта сумма равна )_„({,“, (К+1)!+{ К!) ("Пт = 
кет” (ии) (и) = ие) = 
(_"_1) ввиду (6.3) и (6.40). Теперь примените (6.34). (Это тожде- 
ство допускает и комбинаторное истолкование [348].) 


6.68 Имеет место общая формула 


(") = С '){^ к И прип> т >20, 


К=0 
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аналогичная формуле (6.38). При т = 2 это равно 


т п -+3 +2 ЖЖ -Т\ [п+1 
= — ] 
(рен 

= 537+? — (21+ 3)2" +1 + + (412 + 6п +3). 
6.69 Это тп 7) (п + 1(22Н> -Н,)- вп (10т2 +9п—Т). (Выло 
бы неплохо автоматизировать вывод формул, подобных этой.) 
6.70 1/К—1/(К +2) = 2/К? — 22/КЗ + ..., этот ряд сходится при 
|2] < 1. 
6.71 Заметьте, что []у_1(1Т + 2/К)е-*/К = ("+") по2еЙат-Нья, 
Если 1(2) = < (21), то {(2)/2! + у =Н.. 
6.72 Для разложения $52 можно воспользоваться тождеством 
+52 = с 2 — 2 с&5 22, которое равносильно тождеству из упр. 23). 
Кроме того, 2/51 2 = 20452 + 245 12 разлагается в степенной ряд 
> 1>0(-1)" 1 (4" — 2)В.27/ (2), а 


82 = Е — 1 с0$2 
4" В 2.22" 4" (4% — Т)В2. 22" 
ооо, 
п?21 | 
поскольку и 151012 = си < |1 с0$ 2 = —452. 
6.73 Поскольку св (2+7) = сви св (2 тп) = —%5 2, то данное 


тождество равносильно тождеству 


2" 1 

1 2 Км 
СЕ2 = 5 > СЕ т} 
к=0 





которое получается по инлукции из случая п = 1. Указанный 
предел справедлив потому, что 2сё&Е2 —} 1 при 2 -} 0. Можно 
показать, что допустим почленный переход к пределу, так что 
справедлива формула (6.88). (Между прочим, имеет место и об- 
щая формула 


| 2+ Кл 
$ = — $ 
СЕ 2 д 9 ^ 





Она может быть установлена либо из формулы (6.88), либо из 
формулы 


п] 
т 
еп? — ] — п > е2-+2Кт\/п — ]? 


эквивалентной разложению 1/(2\—1) в элементарные дроби.) 
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6.74 Поскольку 4822 -- зес 22 = (512 + с052)/(с082 — 8112), ТО 
подстановка х = 1 в (6.94) дает Т„(1) = 2" Ть, если п — нечетное, и 
Т„ (1) = 2 [Е ‚|, если п — четное, где 1/со$ 2 = > п>о |Е > [229 (2.1. 
(Числа |Е„|— секансные числа; с чередующимися знаками 
они называются Эйлеровыми числами —не путать с числами 
Эйлера (№). Имеем (Ео,Е›,Е4,...) = (1, —1,5, —61, 1385, —50521, 
2702765,...).) 


6.75 Положим С у шт 2/со$ (\/--2) и Н(и»,2)= соз 2/соз(м/-2), 
и пусть С (м, 2) + Н(м,, 2) = > пп Атт\/" 27 / тт! т. Тогда из урав- 


нений С(\/,0) =0ди (> —5.:) С (м, 2) = Н(м,, 2) получаем Ано =0 
при нечетном т, Ажл-+1 = Аж+1к КАжла, ебли т + п — четное; а 
из уравнений Н(0,2) =Ти (2. — ©)Н(\, 2) = 6(\,2) получаем 


Аод- = [п =0] при четном п, Аж-+1и = Ажл-+1Ажл, если т-+ п— 
нечетное. Следовательно, п-й ряд треугольника содержит числа 
Ало, Алтл, ..., Аот. Число Ах о слева есть секансное число |Е „|; 
справа имеем Ади = Т, + [п=0]. 


6.76 Пусть А„ обозначает требуемую сумму. Заглянув вперед, в 
(7. чо мы м что Ан = к (-1) {2 КК! 2 ти = 
У к(— к (е2* —1)^ = 2/(е2* +1) = 1-42. Следовательно, 
р ороись упр. 23 или 72, находим: 


Ак = (21 — 4+1) В 1 /(п +1) = (10/2 Т, + п=0]. 


6.77 Формула доказывается индукцией по т с использованием 
рекуррентности из упр. 18. Можно также доказать ее, отправля- 
ясь от (6.50) и использовав тот факт, что 


о ри 





т а"- —К—1 
-> |” , = 1 г› целое т > 0. 


Последнее уравнение оказывается эквивалентным следующему: 


4" ут т. - | — ] 
Чет = = "2 |". ме — т. ‚ целое т > 0. 





6.78 Если р(х) — некоторый многочлен степени < п, то 


сю) (У) 


поскольку это равенство справедливо при х = 0, —1,..., —п. Ука- 
занное в упражнении тождество является частным случаем этого, 
когда р(х) = хоц(х) их = 1. Между прочим, более простое вы- 
ражение для чисел Бернулли через числа Стирлинга получается 


604 ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 


при подстановке К = 1 в (6.99): 


т, К! 
т 


К>0 


= В. 


6.79 Сэм Лойд [202, с. 288 и 378] привел конструкцию 





и утверждал, что еще в 1858 г. он придумал (но не опублико- 
вал) конструкцию ‚,64=65“ (Аналогичные парадоксы восходят, по 
крайней мере, еще к восемнадцатому веку, однако Лойд обнару- 
жил более удачные способы их представления.) 


6.80 Можно ожидать, что Аи/Ат_1 ^ Ф, так что попробуем 
Ан_1 = 618034-+ти Аж_2 = 381966-т. Тогда Ат_з = 236068 2т и 
т. д., Имы выясняем, что Аж_18 = 144—2584т, Аш-_19 = 154+4181т. 
Следовательно, т = 0, х = 154, у = 144, т = 20. 


6.81 Если Р(Е\-1, Е.) = 0 при бесконечно многих четных зна- 
чениях п, тоР(х, у) делится на Ц(х, ч)—1, где Ц(х,ч) = х2—ху—у?. 
Действительно, если 4+ — совокупная степень многочлена Р, то 
можно записать, что 


= У вое - Ут, кк 


)-+К<+ 


О (х, у) +К(х,у). 


Тогда. 


Р(Е т, Е и 
Раны ты =) +об/Е,), 


+ 
(Е 
и, переходя к пределу при п -} со, получаем ) с акфк = 
Следовательно, О(х,у) кратно их 1), скажем, А(х, у) Ц(х, 
Но ЦЕ -1,Е,) = (-1Т)“ и п- четное, так что Ро(х, у) 
Р(х, у) — (Ч(х, у) — ТТА(х, у) — другой многочлен со свойством 
Ро(Е +1, и) =0. Совокупная степень многочлена Ро меньше 1, 
поэтому инлукцией по 4 получаем, что Ро кратен Ц — 1. 

Аналогично, многочлен Р(х, у) делится на Ч(х, у) +1, если 
Р(Е\-+1, к) =0 при бесконечно многих нечетных значениях п. 
Объединение двух этих фактов дает требуемое необходимое и до- 
статочное условие: Р(х, у) делится на Ц(х, у)? — 1. 


0. 
У). 


См. также [121", за- 


дача 339 
— Перев. 


„Говорят, что 
последний том 
„Начал“ Евкли- 
да был целиком 
посвящен гео- 
метрическим 
заблуждениям | 
такого рода...К 
несчастью, этот 
том утерян, но, 
без сомнений, это 
была величайшая 
из написанных 
автором книг“ 

— С. Лойд, 
[203 с. 38]. 
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6.82 Сперва складываем цифры без переноса, получая цифры 
О, Ти 2. Затем используем два правила переноса 


0 (А--Т) (е-+-Т) › Тае, 
0 (4+2)0е > 1а0(е+1), 


выполняя всегла крайний слева допустимый перенос. Этот про- 
цесс завершается, поскольку двоичная величина (Ъи...02)2, по- 
лучаемая при чтении (Ри...62)т, увеличивается при каждом пе- 
реносе. Но перенос мог бы распространиться вправо от „фибо- 
наччиевой точки" — например, (1)= - (1)- становится (10.01). По- 
добное распространение вправо захватывает самое большее две 
позиции, и эти две цифровые позиции при необходимости вновь 
могут быть ‚обнулены“ используя алгоритм ‚прибавления |“ из 
текста главы. 

Между прочим, имеется соответствующая операция „умно 
жения" целых неотрицательных чисел. Если т = РЁ, +... ЕЁ. 
п=ЁР,-+.. Ра В ‚ фибоначчиевой системе счисления, то положим 


топ =>‘ Бьчк по аналогии с умножением двоичных 


Упражнение: чисел. (Это определение означает, что топ ^ М5 тп при боль- 

топ = тп + ших т и п, хотя | оп я ф‘п.) Сложение по Фибоначчи приводит 
|(1-+1)/ф|] п+ — к доказательству сочетательного закона 1о (топ) = от) оп.) 
т (п+1)/Ф]. 6.83 Возможно; к примеру, можно взять 

(Ср.с работой 

Ю В Матиясевича Аб = 331635635998274737472200656430763 ; 

в [116* с. 132-144] А! = 1510028911088401971189590305498785. 


— Перев.) Получающаяся последовательность обладает тем свойством, что 
делится на рк (не равняясь им) при п шо тк = тк, где числа 
(рк, тк, тк) соответственно принимают 18 слелующих значений: 


(3,4, 1) (2,3, 2) (5,5, 1) 

(7, 8,3) (17,9,4) (11,10, 2) 
(47,16,7) (19, 18, 10) (61,15, 3) 
(2207,32,15) — (53,27,16) (31, 30, 24) 
(1087, 64.31) — (109,27,7) (41,20, 10) 
(4481, 64,63)  (5779,54,52) — (2521,60, 60) 


Каждому целому п соответствует одна из этих троек — к приме- 
ру, все нечетные п содержатся в одной из шести троек в первой 
колонке, а тройки в средней колонке включают все четные п, ко- 
торые не делятся на 6. Оставшаяся часть доказательства основана 
на том факте, что Аж. и = А.Е, —1-+ Аша, а также сравнениях 


Ао = Гы, г, шоарк, 
Аз = Ри, —гк-+1 1104 рк 
для каждой из троек (к, тк, тк). (Возможен также „улучшенный“ 


вариант решения, в котором Ауи А! являются числами, состоя- 
щими „всего лишь" из 17 цифр каждое [150].) 


606 ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 


6.84 Последовательности из упр. 62 удовлетворяют соотношени- 


АнАл — А ти + Ат—п ) 
А Ва — Вт — | ) 
ВиВк = Ат — Ат. 


Пусть 1‹ = Вик/Ашк-+ И 9к = Ашк/Втк-, где 1 = т п-т). ТотАа 


ит — Тк =А1Вж/ (Аки НА) И 9к— 9к+1 =АлВи/(А2тк-+и — Ат); 
следовательно, 


У5 У5 








+ = На (6) = 
Эт ВАК №) ф'А т 
5- — УЗ ца — дк) = 5 2 1 
тт АВ кн 20 9 > АВ 
2 
ЕО, 
РГ 


6.85 Данное обстоятельство имеет место тогда и только тогда, 
когда М имеет одну из следующих семи форм: 5к, 2.5К, 4.5К, 
37.5, 6.5, 7.5к, 14.5. 


6.86 Для любого целого положительного т пусть т(т.) будет 
наименьшим индексом }, таким, что С; делится на т; если такого 
} не существует, положим т(т.) = со. Тогда имеет место следую- 
шая цепочка эквивалентностей: С„ делится на т. тогда и толь- 
ко тогда, когда НОД(Сл, С‚(т)) делится на т, тогда и только то- 
гла, когла Снод(и т(т)) делится на т, тогда и только тогда, когда 
нод(п,т(т)) = т(т), тогда и только тогда, когда п делится на 
т(т). 

(Верно и обратное; сформулированное Нод-условие 
С1, С2, ..., как легко видеть, вытекает из существования фун- 
кции т(т), возможно бесконечной, такой, что С„ делится на т 
тогда и только тогда, когда п. делится на т(1\).) 

Положим теперь П(п.) = С1С)... С», так что 


м" _ П(т-п) 
(м е П(м)П`. 


и р — простое, то кратность, с которой р делит П(п), равна 
= к! [п/т(р")|, поскольку [п/р"| есть число элементов 


вм > С‚}, делящихся на р*. Поэтому #1, (т-п.) > +, (т) +, (п) 
при любом р, и число (""") , — целое. 


6.87 Данное произведение матриц равно 


Ки—2(х2,...,Хи1) Ки—1(%2,... Хи, Хи) 
Ки-1(х1,Х2,...,Хи-1) Кл(Х1,Х2,..., Хи Хм) 
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Это же относится и к произведениям [ и К, таким, как в (6.137), 


ибо 
О 1 О 1 О |1 
а —__ —_ а 
к (| 5) = ( ')=(‹ ‚= 
Определитель же равен Ки(х1,..., Хи), а более общий трехдлиаго- 
нальный определитель 
хх 10... 0 
у2 х | 0 
Че+ О Уз Хз 1 
] 
ОО... щш м 
удовлетворяет рекуррентности О. = хи Ои-1 — уп Ои-2. 


6.88 Пусть х_' = а-+1/ (а1 +1/(а2-+--.)) — представление ©" 
в виде непрерывной дроби. Тогда 





Чо 1 —_ 1 —1 [па] 
7 + ] р 2? 
оба "> 
А1 (2) + 
А2(2) + — 


где 


7 Чт+! — 7 Чт! 


Аж (2) = , Ч = Ки (а1,..., ам). 


2 Ч" —] 
В доказательстве, аналогичном доказательству (6.146) в тексте, ис- 
пользуется обобщение теоремы Цеккендорфа (Френкель [323, 84]. 
Если 2 = 1/Ъ, где целое Ъ > 2, то это дает представление в виде 
непрерывной дроби трансцендентного числа (5—1) > 1>1 "1, 
как в упр. 49. 


6.89 Пусть р = К(0, ат, а›,... аш), так что р/п— это т-я под- 
ходящая дробь к данной непрерывной дроби. Тогда х = р/п -- 
(-1)"/па, где а = К(ат,... ам, В) и В > 1. Поэтому точки {Кх} 
при 0 < К < п могут быть записаны в виде 

о 1 + "я В п-1 + (РИ | 

пп па т, па 
где 71...Пи_1 — перестановка множества {1,...,п—1}. Пусть (у) — 


число таких точек < у; тогда как {(\), так и уп увеличиваются 
на 1 при увеличении у от К/п. до (К-+1)/п, за исключением случая, 
когда К = 0 или К = п — 1, так что они никогда не различаются 
более чем на 2. 
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6.90 Согласно (6.139) и (6.136), нам нужно максимизировать 
К(ат,..., аш) по всем последовательностям целых положитель- 
ных чисел, сумма которых < п-+1. Данный максимум достигается 
тогда, когда все а равны 1, ибо если) > 1иа>1, то 


К. +к+1(Т,..., а -+Т,Вт,..., Ок) 
— К; +к+1(1,..., Та, б1,..., Ок) + К Т,...,1) Кк(Ът,..., Ок) 
< К; +к+1(1,..., 1, а, б1,..., Ок) + Ку+к(Т,..., Ба, 6т,..., Ок) 
— К; +к-+2(1,..., Та, бт,..., Ок). 


(Моцкин и Штраус [226] решают более общие задачи максимиза- 
ции, связанные с континуантами.) 


6.91 Олин из кандидатов для случая п шо] = 7 представлен 
в |145, 86], хотя, может быть, лучше всего умножить обсуждае- 
мые там целые числа на некоторую константу, включающую в 
себя \/п. С другой стороны, Ренцо Спруньоли заметил, что мож- 
но определить {п} =) (1)К“(-Т)"-^/пм для целого т > 0 и 
произвольного п > 0; в этом случае (6.3) выполняется при лю- 
бом п. > 1. 


6.92 (а) Дэвид Бойл показал, что существует только конечное 

число решений при любом р < 500 за исключением, возможно, 

р = 83, 127, 397. (Ь) Поведение Б„ довольно-таки странно: с од- 

ной стороны, 6. = нок(1,...,п) при 968 < п < 1066; с другой Еще один повод 
стороны бод = нок(1,..., 600) /(33.52.43). Эндрю Оллыжко от- запомнить 1066? 
мечает, что р делит нок(1,...,п)/Ън тогда и только тогда, когла (1066 — это год 
Кр" < п < (К+1р" при некотором т > 1 и некотором К < р, та- Завоевания Англии 
ком, что р делит числитель числа Нк. Поэтому бесконечно много знаменит год 68? 
таких п существует в том случае, когда, к примеру, может быть — Перев.) 
показано, что почти все простые числа имеют только одно такое 

значение К (именно К=р-—1). 


6.93 (Брент [39] обнаружил у числа е" удивительно большое 
неполное частное 1568705, но, по-видимому, это просто случай- 
ное стечение обстоятельств. К примеру, Госпер обнаружил еще 
большие неполные частные у числа п: 453 294-е равно 12996958, 
а 11 504 931-е равно 878783625.) 


тп 


6.94 Рассмотрите производящую функцию > шл>о м 
которая имеет вид )_„ (мЕ(а, 6, с) +2Е(а’,Б’, с’))", где К(а,Ъ,с) — 
дифференциальный оператор а -+ 6%, -+ с$.. 


тт, 


6.95 Получить окончательный результат здесь может быть 
трудно или вовсе невозможно, поскольку числа Стирлинга не 
являются ‚голономными“ в смысле [119]. 


7.1 — Подставим в производящую функцию 277” вместо ( и 2 вме- 
сто =. Получим функцию 1/(1—2'— 22). Это похоже на произво- 
лящую функцию для Т, однако 2 заменено на 27. Следовательно, 
ответом будет 0 для нечетных ти Г; /2-1 — для четных. 


Бьюсь об заклад, 
что у сомнительно- 
го „фана порядка 
нуль“ все же есть 
одно остовное 
дерево. 
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7.2 С(2) =1/(1- 22) +1/(1- 32); 6(2) =е22 + ез*. 


7.3 Положим 2 = 1/10 в производящей функции и получим 
10 110 
9 9. 


7.4 Поделим Р(2) на О(2) и найдем частное Т( 2) и остаток 
Ро(2), степень которого меньше те О. Коэффициенты Т(2) 
следует добавить к коэффициентам [2] Ро(2)/О (2) с малыми зна- 
чениями п. (Это как раз многочлен зн ) из (7.28).) 


7.5 Это свертка (1 +22)" и (1+2)', так что 
5(2) = (1+2+# +2). 


Для коэффициентов этой производящей функции не известно ни- 
какого простого выражения; следовательно, указанная сумма, ве- 
роятно, не может быть выражена в достаточно простой замкну- 
той форме. (Произволящие функции пригодны и для получения 
отрицательных результатов.) 


7.6 — Запишем решение соотношений 90 = <, 91 = В, ди = ди—1- 
292 + (-Т)"у в виде ди =А(п)х + В(п)В + С(п)у. Функция 2" 
подходит в качестве решения при х = 1, В =2, у = 0; функция 
(-1)" —при х =1, В = -Т, у = 0; функция (-1\)\"п— при х = 0, 
В = —1, у =3. Следовательно, А(п.) + 2В (п) = 2", А(п) —-В(п) = 
([[ “и -В(м) +3С(п) = (-1)" м. 


7.7 С[2)= (2/ (1 — 2)^) С (2) + 1, следовательно, 
1— 22+ 22 7 


(2) = 1 — 32+ 22 Тб, 


поэтому имеем ди = Ра + [п =0]. 


—1 


7.8 — Аважды продифференцировав (1 — 2) *`' по х, получим 


(> :") (Ни — Н, ) —(н°. = н(?))) . 


Теперь положим х = т. 


7.9 п+П(Н2 НЯ) — жж НТ. 


7.10 Из тождества Нк—1/2 — Н-1/2 = Ат -. +2 = 2Н2к — Нк 


вытекает, что )/ (^^) (^"- 5) (2Нк — Нк) =42®Н,. 


7.11 (а) С(2) = А(2)В(22)/(1 — 2). (Ъ) 2В'(2) = А(22)е*, следова- 
тельно, А( 2) = 2е`=/?В' (=). (©) А(2) = В(2)/(1 — 2)" *', следова- 
тельно, В(2) = (1—2)"Н'А(2) и поэтому *х (т) = ("1") (= Тк. 
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7.12 С.„. Числа в верхнем ряду соответствуют позициям плюс 
единиц в последовательности из ‘+1’ и ‘—1’, определяющей ‚гор- 
ную гряду“; числа нижнего ряда отвечают позициям минус еди- 
ниц. Например, приведенный в упражнении массив соответствует 


7.13 Продолжим последовательность периодическим образом 
(положим Хи-к = Хк) и определим $ = х1 +... + Хи. Имеем 
$п =Ь $2 = 21 ит.д. Должен существовать максимальный ин- 
декс К;, такой, что $к, =), $ 4т =1+) ит.д. Эти индексы К\, 
‚ № (ода т, определяют требуемый циклический сдвиг. 
Например, для последовательности (—2,1,—1,0,1,1, —1,1, 
1,1) см = 10 и|1 = 2 имеем Кл = 17, К) = 24. 


7.14 Уравнение С (2) = —2%С(2)+ С(2)2+2 (бульте внимательны 
с последним слагаемым!) с помошью формулы для корней ква- 
дратного уравнения приводит к 


- 1+ 22 — МТ + 422 
С (2) = ды 


Следовательно, 92-1 = 0 и д2и = (—1)" (2)! С„_1 для всех п > 0. 


7.15 Существует (+) @„_к разбиений, в которых подмножество, 
включающее п +1, содержит еще К других предметов. Следова- 
тельно, Р'(2) = е*Р{(2). Решением этого длифференциального урав- 
нения будет Р(2) = е? +, причем с = -1, поскольку Р(0) = 1. 
(Этот результат можно также получить суммированием (7.49) 
по т, поскольку и = {и $.) 


7.16 Олин из способов состоит в том, чтобы прологарифмиро- 
вать соотношение 


В(2) = 1/ ((1 — 2) (1- 27) 62 (1 — 22)°3 (1 — 2%)“ ...)) 


затем использовать формулу для шп т и поменять порядок сум- 
мирования. 


7.17 Утверждение следует из того, что | о, пе Ч = т!. Име- 
ется также и обратная формула: 


— 1 


+п 0 
С(2) = | С(2е`)е* а0. 


2п 
7.18 (а) ((2—5); (Ъ)- (с) ((2)/С(22). Любое положитель- 


ное целое однозначно нЕ в виде т?а, где а свободно 
от квадратов. 


А ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 


7.19 Прип > 0 коэффициент [2"] ехр(х шЕ(2)) является много- 
членом степени п. от х, который кратен х. Первая формула сверт- 
ки получается из приравнивания коэффициентов при 2" в равен- 
стве Е(2)*Е (2) = Е(2)*ТУ. Вторая формула выводится, если при- 
равнять коэффициенты при 2"`' в равенстве Е'(2)Е(2)*'Е(2)9 = 
Е'(2)Е(2)* 9-1, поскольку 

Е'(2)Е(2)*_' = х-! 9 (Е(=)*) =х | У. пи (х)2”| 


2 
0 м>20 


(Взяв производную 0/дх, как в (7.43), можно получить последу- 
ющие свертки.) 

Как показано в [153], можно утверждать даже большее, а 
именно 


п 


ок (Хх + {Ю) у к(у п -К)) _ ХУ (учи) 
= Хх уп -К) — х+у+ т 


для произвольных х, 1) и +. В действительности последователь- 
ность многочленов хЁ (х | 1т)/(х + п.) дает коэффициенты фун- 
кции 3+(2)*, где 


$1 (2) = Е(23(2)"). 


(В (5.59) и (6.52) мы встречались с частными случаями этого то- 
ждества.) 


7.20 Пусть С(2) = > п>о 0"т2". Тогда 


— У. Пи К — У. пк Пик” 


п>0 п>0 


для всех К,1 > 0, если положить ди = 0 для п < 0. Следова- 

тельно, если Ро(2),..., Ри(2) — многочлены с максимальной сте- 

пенью 4, не все равные нулю, то существуют многочлены ро(п), 
.., Ри-а(“), такие, что 


т-а 


Ро(2)С (2) +... +Ри(2) 6" =>. У рп п.) би+;— а" 


п>0 ]=0 


Поэтому из условия дифференцируемой конечности функции 
С (2) следует, что 
т--а 


У р;(п + а) 9 =0 при любом п 20. 
у=0 


Обратное утверждение доказывается аналогично. (Одно из слелд- 
ствий: производящая функция С(2) лифференцируемо конечна 
тогда и только тогда, когла лифференцируемо конечна соответ- 
ствующая экспоненциальная производящая функция С (2).) 
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7.21 Это есть задача размена с номиналами монет 10 и 20, поэто- 

му С(2) = 1/(1—21°)(1—27°) = С(2°), где 6(2) = 1-2} —2 ). 

(а) Разложением С(2) на элементарные дроби будет > 1(1—2)-^+ Этот медленный 
(1—2) +1(1+2)-', так что [2"] 6(2) = 1 (21+ (- 1)"). Под- ПУТЬ к ответу 


> как раз позволит 
становка п = 50 дает 26 способов произвести выплату. (Ъ) С(2) = ассиру протянуть 


(1+ 2)/(1— 22)? = (1+2)(1 + 222 +32 -+..-), поэтому [2] С(2) = время до прихода 
[1/2] +1. (Сравните со значением М, = |п/5| +1 в задаче о полиции. 
размене монет в тексте. Задача грабителя эквивалентна задаче 

размена при помощи пенни и „двушек“) В США существу- 


7.22 У р ет монета в два 
. каждого многоугольника есть „основание“ (отрезок вни- цента, но она не 


зу). Для триангулированных многоугольников А и В положим, —чеканится с 1873 г. 
что АДВ получается, если приклеить основание А к левой верх- 
ней стороне ДА, а основание В — к правой верхней. Так, например, 


И^— =. 


(Исходные многоугольники, возможно, придется слегка искри- 
вить, чтобы придать результату нужную форму.) Таким спосо- 
бом можно получить любую триангуляцию, поскольку основание 
входит ровно в один треугольник, при этом слева и справа от него 
лежат некоторые триангулированные многоугольники А и В. 
Заменив каждый треугольник на 2, получим степенной 
ряд, в котором коэффициентом при 2" служит число триангу- 
ляций с п треугольниками, а это есть число разбиений на тре- 
угольники (п - 2)-угольника. Функция Р удовлетворяет уравне- 
нию Р = 1+27Р^, следовательно, это производящая функция чисел 


Каталана Со + С12- С)2^-+...; число триангуляций п-угольника 
равно Си_2 = (1) /(м— 1). 


7.23 Обозначим искомое число ап, а через Б обозначим число 
разбиений колонны с выемкой размера 2х | х 1 вверху. Рассма- 
тривая различные варианты расположения видимых сверху кир- 
пичей, получим 


а, = 2аи_1 + 461 + аи_2 + м=0]; 
Б — @т-—1 + Би 1 . 


Следовательно, произволящие функции удовлетворяют уравне- 
ниям А =22А + 42В + 22А +1, В =2А + 2В, откуда находим 


1-2 
(1+2)(1 — 42+ 22) ` 


Последняя формула имеет отношение к задаче о покрытии 
костяшками домино 3 Хх п-прямоугольника; имеем г = 


А(2) = 


$ (Мо + Ужат + (-1)") = $(2+ УЗ)" + $(2— УЗ) + 3(-П^, 
что есть просто (2--\/3 )" +6, округленное о аще, целого. 
7.24 п к +...+к ип К... .-Ки/ т, = Еж + Ежт—1-—2. (Рассмотри- 


те коэффициент [2\` Па! п(1/(1 —С(2))), где С(2) = 2/(1 — 2)^.) 
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7.25 Производящей функцией будет Р(2)/(1 — 2"), где Р(2) = 
2+ 222 +. + (т - 1)" 1 = ((т-— 1)" — мт + 2)/(1 — 22. 
0 


В знаменателе стоит многочлен О(2} = 1-2" = (1-—щ°2)х 
(1-12)... (1 —м"-12). По теореме о разложении рациональ- 
ных функций для случая различных корней получаем 
т—1] — 
т — 1 фк" 
п шой т = —— + т. 
2 ме] 


7.26 (1—2-27)$(2) =Е>) влечет $„ = (2(п + ПЕ, + "Е +1) /5, 
как в уравнении (7.61). 


7.27 Любая ориентированная циклическая схема начинается с $ 
“—> 

или _, или 2х К-цикла (для некоторого К > 2), ориентированного 

одним из двух способов. Следовательно, 


Оп = Ол_1+ Од-2 + 20-2 +20,3+:.:+20% 


для п >22; Оз = О1 = 1. Производящей функцией будет, следо- 
вательно, 
О(2) = 20(2)+2^0(2) +22'0(2)/(1-2) +1 

= 1/(1-2- 2^ — 227/(1 — 2)) 
_ (1—2) 
— (1—22- 222 + 23) 
_  Ф*/5 + ф- 1/5 2/5 

1—ф25 1 








—ф 22 1+2 
и О; = (2+2 +ф-2" 242 (-1 )*) /5 — (фт ф"+1)/5)* — ЕР... 
7.28 (В общем случае, если А(2) = (1+2+...+2"-Т)В(2), будем 


иметь А; + А. п + А; 2щ + --: = В (1) для 0 <т< м. В нашем 
случае т = 10 и В(2) = (1+2+...+27)(1+2242+28+ 28)(1+2?). 
7.29 Е()2) + Е 2)? + Е(2)3 +... = 2/(1-2-22-2) = 1/(1- (1+ 


М2 )=)- (1/(1-(1-—\У2)2)) /М8, ответом поэтому будет ((1-+\/2 )"— 
(1— \2)") /\8. 


7.30 Из упр. 5.39 получаем 
- —1-К 
У (^ ) (а"Ъ"-К/(1 — 2) К + а" КЬ"У(1 — В2)^). 


п — |] 
к=1 


7.31 Производящая функция Дирихле будет равна ((2)^/С(2—1); 
следовательно, мы находим, что 9(п) является произведением 
(К--1—Кр) по всем степеням простых чисел р\, делящим нацело п. 


7.32 Можно считать, что все 5к > 0. Множество арифметиче- 
ских прогрессий будет точным покрытием тогла и только тогда, 


когда 
ь 1 Ь т 


1 7 7 





и ран, 
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Вычтем 29" /(1 — 22") из обеих частей и положим 2 = е?"\/ а". 


Левая часть обратится в бесконечность, а правая останется ко- 
нечной, если только ат_1 не будет равно ат. 


7.33 (4-м т > тп — т). 


7.34 Можно также записать 


С. (2) — у (| + к") (тт) Ки+1 , 


Кт+1 
К + (т) Ка-1 =ц т 


В общем случае, если 


с. = а к, 


1'27°...2,", 
К -+2К2 +. -+тК, =\ КТ, К2, .. К 

то Сл = 21 би—1 + 22б.-2+::: + 272.би—.+ М=0], и производящей 
функцией будет 1/(1—21//—22м/^—...—2.м/). В рассматриваемом 
частном случае ответом является 1/(1 — и/— 2"и/"+Т). (Частный 
случай т =1 см.в (5.74).) 


7.35 (а) ок (ИК+Ит-Ю)) = Нл. (Ъ) 29 (ат) = 


(а 
= Ы = ан, 1 Из (7.50) и (6.58). Второй способ действий в ча- 
сти (Ъ) состоит в том, чтобы использовать правило [2"]Ё(2) = 
СПЕ 


Тм- Е (2) с Е(2) = (1)? 


т 


7.36 1“ А(2т). 





7.37 (а) В таблице выполняется замечательное соотношение 
а2п = а2и+1 = Ба: 






1 5 6 7 8 9 10 
1 6 6 10 10 
2 14 20 26 36 46 60 
(5) А(2) = 1/((1 — 2)(1 - 22)(1 — #)(1 - 22)...). (©) В(2) = 
А(2)/(1-—2), а мы хотим доказать, что А(2) = (1+2)В(27). Это 
следует из того, что А(2) = А(2^)/(1— 2). 

7.38 (1—м2)М(\,2)= >) (пт п) -шш(т- п)" = 


т,п>] 
У мтал = м/(1 — м) (1 — 2). В общем случае, 


т,п>1 









21... Ст 
(1—21)...(1— 2щ)(1—21...2щ). 


7.39 Ответами на вопросы из указания будут, соответственно, 


М (21,...,2щ) = 


> 1<к <ка <... <ки и ЧК... ЧК, И 0-1<к, <к2<...<ки хп К! ЧК2. › "@Кт. 
Следовательно: (а) Нам нужен коэффициент при 2" в произве- 
дении (1+2)(1 + 22)...(1 + п2). Этот многочлен является зер- 


кальным к (2+1)", поэтому он равен [+ + [+] 2+...+ [Ам 
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и ответом будет [1 '\]. (Ь) В силу (7.47) коэффициент при 2" 
в 1/((1—2) (1-22)... (1 — п2)) равен тм 


7.40 эпФ для (п -1 — Е.) будет (2 — 1)Е (2), где ЁЕ(2) = 
Уно Еи2"/ п! = (©? — еф*)//5. Для (п) ЭПФ равна е-?/(1 — 2). 
Их произведение равно 


^ 


5-1/2 (е($-102 — е(Ф-12) = 5-2 (е-$2 — е-$2). 


Имеем Е(2)е-* = -Р(-2). Ответом, следовательно, будет (—1)" ТР. 


7.41 Число возрастающе-убывающих перестановок с макси- 
мальным элементом п в позиции 2К равняется [В ")Азк- 1Ал—2к. 
Аналогично, число возрастающе-убывающих перестановок с наи- 
меньшим элементом 1 в позиции 2К + | есть (> с )АкАл- 2к—1, 
поскольку убывающе-возрастающих перестановок столько же, 
сколько возрастающе-убывающих. Суммирование по всем воз- 
можностям дает 


2Ав = У (“; ' АкАи—1-к+2м=0] + м=1]. 
К 


Следовательно, ЭПФ А удовлетворяет уравнению 2А'(2) = 


А(=)2 +1и А(0) = 1; указанная функция является решением это- 
го дифференциального уравнения. (Следовательно, А = |Е „| Ти 
совпадает с коэффициентом в разложении секанса при четном п 
и тангенса — при нечетном.) 


7.42 Пусть аз — число цепочек марсианских ДНК, которые не 
заканчиваются на с или е, а Б„ — число цепочек, заканчивающих- 
ся этими символами. Тогда 


а, = Зап-1 + 261+ м=0], 6 = 2а, 1+1, 
А(2) = 32А{2) + 22В(2) +1, В(2) = 22А(2) + 2В(2), 
1—2 22 
тж’ В ть, 
и общее число цепочек равно [2"](1 + 2)/(1 — 42 — 22) = Ра. 


7.43 Из (5.45) имеем 9% = А"С(0). Мы можем записать п-ю 
разность произведения в виде 


дтАв(е) = 5. () (ЧЕКА) ("45 


К 


гле Е" * = (1+ А)"-к = >. (";°) Д). Следовательно, находим 


- (не 
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Это — сумма по всем триномиальным коэффициентам; ее можно 
привести к более симметричному виду 


п 
И. = У. (1 ) Ру+к Ок. 


)+К-+=п 


7.44 Каждое разбиение на К непустых подмножеств может быть 
упорядочено К! способами, поэтому Бк = К!. Следовательно, В пустом множе- 


О (2) —= . 0 (тук! 2/ т! = У кыо(е* — Тк = 1/(2 — е2). Это есть СТВ нет ничего. 
также сумма геометрической прогрессии )_ еК?/2К+1, следова- 


тельно, ак = 1/2^+!. И наконец, ск = 2К; рассмотрите все пере- 
становки для случая различных х, замените каждое отношение 
‘>’ между индексами на ‘<’, аесли индексы связаны отношением 
‘<’, то для значений допускается любое из двух отношений: ‘<’ 
или ‘=’. (Например, перестановка х1хзх2 породит два варианта 
сравнения: х1 < хз < Хх) их! =х: < хо, поскольку 1<3> 2.) 


7.45 Эта сумма равна пы т(п)/п^, где т(п) есть число спосо- 
бов записать п в виде произведения двух взаимно простых сомно- 
жителей. Если п делится на + различных простых, то т(п) = 2%. 
Следовательно, т(п)/п? — мультипликативная функция и инте- 
ресующая нас сумма равна 


Ин) = Пн) 


р р 
—_ р? +1 ) _ 5 
"Пе )- с(2)2/(4) = 5. 


7.46 Пусть 5 — > о<к<п/2 (“59 х^. Тогда Зи — 5—1 - © - 


м =0] и производящая функция равна 1/(1 — 2- &23). Аля 


х = —5, как подсказывает указание, эта функция имеет хорошее 


разложение на множители 1/(1 + 32) (1 — 52)? Общая теорема о 


разложении дает теперь $. = (зп с) ( : м 5 (-3)", и константа с 


2 


оказывается равнои 


`Гоо 


7.47 Представление Штерна—Броко для УЗ есть В(1В?)®° 


скольку 
1 
УЗ =2+ 
т —— 
УЗ-1 
Сами дроби равны т, т, 5, 5, Г, Я, т, 26, ...; начиная с некоторо- 


го момента они задаются поочередно следующими выражениями: 


УМ2т-1 - У2п-+1 Ч >, + М2 +1 
Ч 2. М2 +1 | 
Ч 2+2 + М2.-—1 М2и+1 -- Уи 
Чаи + Уж Ч 2+2 


› 
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7.48 Имеем до = 0, и, если 91 = т, производящая функция 
удовлетворяет уравнению 





аС (2) + 52 '6(2) + с2`*(С(2) — т2) Е =0. 


1—2 
Следовательно, С(2) = Р(2)/(а2? +Ъ2-+ с)(1 — 2) для некоторого 
многочлена Р(2). Пусть р1 и р) — корни с27 +62- а, причем |р1| > 
|2|. Если Ъ? — 4ас < 0, то |1? = р1р2 = а/с — рациональное 
число, что противоречит тому факту, что ‹/дн стремится к 1--\/2. 
Следовательно, р1 = (—Ъ + УЪ? — 4са)/2с = 1+ \2; а отсюда 
следует, что а = —с, 6 = —2с, р2 = 1—\/2. Производящая функция 
теперь принимает вид 


— 2(т-— (т+ т) 
(2) = (1—22-— 22)(1—2) 
—т- (т -+ 2т)2 т 


— — — 2 ... 
— 21-22-22) 21-2) те (ту — ти +, 





где т = а/с. Поскольку 92 — целое, т также целое. Имеем также 
0% = &(1 + 2)" + &(1 — У2)" + т = [1+ 2)" |, 


а это может иметь место, только если т=—1, поскольку (1—\/2)" 
стремится к нулю, чередуясь в знаке. Следовательно, (а, 6, с, а) = 
+(1,2,—1,1). Теперь находим ох = (1 + М2т), что лежит ме- 
жлу Ои | только при 0 < т < 2. Кажлое из этих значений 
в действительности дает некоторое решение; соответствующие 
последовательности (ди) суть (0,0,1,3,8,...), (0,1,3,8,20,...) и 
(0,2,5,13,32,...). 


7.49 (а) Общим знаменателем выражения (1/(1 — (1+ \2)2) + 


1/(1 —(1 —\2)2)) является |—22—2^; следовательно, ап = 2ап_1- 
ал_2 Аля п > 2. (Ъ) Это верно ввиду того, что а, четно и —] < 
1— М2 < 0. (с) Положим 


_ (р+уа\", (р-ма\” 
Ба = [ммм |. 
2 2 

Нас устроило, если бы Ь.„ было нечетным для всех п >0и-—1 < 
(р \/а)/2 < 0. Действуя как в п. (а), мы находим Бо =2, 1 =р 
и Б; = рб -1 + (4 — р^)№_2 для п > 2. Одно из возможных 
решений получается для р =Зиа=17. 
7.50 Расширяя идею умножения многоугольников из упр. 22, 
будем иметь 


о оо 
о=—+ 90 + ОГ |9 +0 70+. 
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Заменим кажлый п-угольник на 2'_?. Такая замена правильно 
сочетается с умножением, поскольку операция склейки преобра- 
зует т- и п-угольник в (т + п — 2)-угольник. Таким образом, 


производящая функция равна 
20? 

1-20’ 
и формула для вычисления корней квадратного уравнения да- 
ет О = (1+2-— УТ - 62 + 2? ) /42. Коэффициент при 2"-* в этом 
степенном ряду равняется числу способов провести непересекаю- 
щиеся диагонали в выпуклом п-угольнике. Эти коэффициенты, 
по-видимому, не имеют простого замкнутого выражения через 

., члены Лежандра 
другие величины, которые мы обсуждали в этой книге. Однако ия найду вам 
их асимптотическое поведение изучено [139, упр. 2.2.1-12]. _› замкнутое выра- 

Кстати, если заменить кажлый п-угольник в О на \/2"`^, жение, 

то мы будем иметь 


— 1+2-УТ- (4% +2)2+ 22 


2(1 + м/)2 


О = 1+20* + 203 +220%+... =1+ 





Дайте мне много- 


О 


› 


формулу, в которой коэффициент при \/"2"-? дает число спо- 
собов разбить п-угольник пересекающимися диагоналями на т 
многоугольников. 


7.51 Ключевой первый шаг состоит в наблюдении, что ква- 
драт интересующего нас числа способов есть число циклических 
схем определенного вида, обобщающих упр. 27. Эти схемы могут 
быть подсчитаны посредством вычисления определителя некото- 
рой матрицы, для которой несложно найти собственные значе- 
ния. В случае т =3З ип = 4 оказывается полезным тот факт, что 
соз 36° = ф/2 (упр. 6.46). 


7.52 Несколько начальных случаев таковы: ро(у) =1, р1(у) =ч, 
р2(у) = у? +, рз(у) = 53 + 35? + 39. Пусть р.(у) = 92.(х), 
гле у = х(1] —х); мы ищем произволящшую функцию, которая 
подходящим образом определит 42и-1(х). Одна такая функ- 
ция — это ) „Чт(х)2“/п! = 2е\^"/(е** + 1), откуда следует, что 
ап(х) = Е, (х), гле Е„(х) называется многочленом Эйле- 
ра. Имеем У (—1)*х" 5х = 7(—1) ТЕ, (х), поэтому многочле- 
ны Эйлера аналогичны многочленам Бернулли, и они рас- 
кладываются на множители, аналогичные (6.08). Из упр. 6.23 
получаем пЕ„-_1(х) = Уко(Р)Вкх"-к(2 — 2**'); этот много- 
член по упр.6.54 имеет целые коэффициенты. Следовательно, 
коэффициенты многочлена 42и(х), со знаменателями в виде 
степеней двойки, также должны быть целыми. Следователь- 
но, р,(у) имеет целые коэффициенты. Наконец, соотношение 
(4у — При (ч) + 2ри (у) = 2" (2 — р,-1(у) показывает, что 
2т.(2т. — 1) м = тот) п 2—1 п т, 
т, т, т, — ] 


+1 
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а отсюда вытекает, что числа |" | положительны. (Подобное до- 
казательство позволяет установить, что аналогичная величина 
(-1)" (2"-+2)Е«-1 (х)/(2х—1), если ее выразить в виде многочлена 
п-й степени от у, имеет положительные целые коэффициенты.) 
Как можно показать, Ц — число аки (-—1)"—1 (221 —2)Вж 


п-1 = (`), |", — 2("+') +3( ) ИТ. А. 


7.53 Это число есть Р(1+уи.+\.,3)/6. Так, например, То = 
Р12 = 21 0; Т285 = Ру65 = 40755 


7.54 Пусть Ек означает операцию над степенными рядами, со- 
стоящую в обнулении всех коэффициентов при 2", за исключе- 
нием случаев п то т = К. Тогда описанная конструкция экви- 
валентна операции 


Ео $ Ес (Ро + Е1) $... 5 (Ео + Е + -- + Еж-1), 


(см. упр.6.24) и | 


примененной к 1/(1] —2), где $ означает „умножить на 1/(1 — 2)“ 
Это выражение содержит т! членов 
ЕоЕк, э Ек, 5... ЭЕк 


м‘ 


Здесь 0 < К; < }, и каждый такой член дает 2'"/(1 — 2") "т, где 


т— число таких }, что К; < К;+1. Имеется ровно (") слагаемых 
с данным значением т, поэтому коэффициентом при 2"" будет 


у" (“у (тт) = (п+1)” по (6.37). (Тот факт, что операция 
Ек выражается через комплексные корни из единицы, по всей 


видимости, нисколько не помогает в решении ЭТОЙ задачи.) 


7.55 Пусть Ро(2)Е(2) +... + Ри(2)Е (2) = Оо(2)6(2) +... + 
О(2)6“"(2) = 0, где Ри(2) и О, (2) — ненулевые. (а) Пусть 
Н( 2) = Е2)+С(2). Тогла найдутся рациональные функции Кк | (2) 
для 0 <1< м-+т, такие, что Н(®(2) = Вко(2)Е(9) (2) +... + 
Кк м1 (2) Е" (2) + Ккм(2)6 (0 (2) + --- + Вкмчи-1(2) 6 "71 (2). 
Векторы (Вко(2),... , Ве тит (2)) в количестве т + п +1 ли- 
нейно зависимы в (т + п)-мерном векторном пространстве ра- 
циональных функций; следовательно, существуют рациональные 
функции 51(2), не все равные нулю, такие, что 50(2)Н(°) (2) +...-+ 
тп (2) Н("+® (2) = 0. (Ъ) Аналогично, положим Н(2) = (2) С(2). 
НЫ к Функции Кк.(2) для 0 <Т< тм, такие, 
что Н* = Уго уни о | Вк и (2)Е® (2) 60) (2), следовательно, 
$0(2)Н © ,. т Е ) НО" т (2) = 0 для некоторых рациональ- 
ных 51(2), не все из которых нулевые. (Аналогичным образом 
можно доказать, что если (1) и (9и) полиномиально рекурсивны, 
то таковы и последовательности (1. + ди) и (1.9.). Для частных 
нет аналогичного результата; например, соз2 является лиффе- 
ренцируемо конечной функцией, тогла как 1/с0$ 2 — нет.) 


7.56 Эйлер [377] показал, что это число есть также 


27] 1/М1-—22—322, и дал формулу +, = У копа к/К! = ()(`-“. 
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Исследуя эти числа, он обнаружил „достопамятное фиаско ин- 
дукции“: хотя 34 — 1 равняется Е. _1(Р—1 +1) для 0 <п < 8, 
этот эмпирический закон таинственным образом нарушается, ко- 
гла п равно 9 или больше! Георг Эндрюс [387] снял покров тайны; 
он показал, что сумма > „[2" +10] (1+ 2+ 27)" может быть выра- 
жена в замкнутом виде через числа Фибоначчи. 
Г.С. Вильф заметил, что [2"] (а+Ъ2-+с2^)"= [2"] 1/+(2), где 
1 — 262 + (Ъ? — 4ас)2? (см. [53, с. 159]); отсюда следует, 
что коэффициенты удовлетворяют соотношению 


(м + Ада = (2 + ПЪА; + п(Ъ? — 4ас) Ант =0. 


Применяя алгоритм Петковшека [236], можно доказать, что это 
рекуррентное соотношение имеет решение в замкнутом виде в 
том и только в том случае, когла аЪс(Ъ? — 4ас) = 0. В част- 
ности, поэтому средний триномиальный коэффициент не имеет 
такого выражения в замкнутом виде. Следующий шаг должен, 
вероятно, заключаться в расширении этого результата на более 
широкий класс замкнутых выражений (включая, например, гар- 
монические числа и/или числа Стирлинга). 


Дайте мне много- 
члены Лежандра 
и я найду вам 
7.57 (На данный момент Поль Эрдёш предлагает 500 долларов замкнутое выра- 
за решение.) ЖеНИе. 


8.1 +++ 5 + 54 = г. (Мы, на самом деле, всегда 
получим дублет с вероятностью т, если хотя бы один из кубиков 
правильный.) Любые две грани с суммой 7 имеют одинаковую 
вероятность в распределении Рг|, поэтому событие $ = 7 имеет 


ту же вероятность, что и выпадение дублета. 


8.2 — Имеется 12 способов задать верхнюю и нижнюю карты и 
50! способов для остальных; поэтому вероятность равна 


12.50!/52! = 12/(51.52) = тт =5н. 
8.3  о(3+2+. +92) = 4.8; у(3 +2? +...492 +22 —10(4.8)2) = 
388 


ч5. Что приблизительно равно 8.6. Истинные математическое 
ожидание и дисперсия для правильной монеты составляют 6 и 22, 
так что группе в Станфорде необычайно везет на а Соот- 
ветствующие цифры для Принстона равны 6.4 и ? 12.5. (Это 
распределение имеет к. = 2974, что весьма много. Следовательно, 
стандартное отклонение этой оценки дисперсии также довольно 
велико для п = 10, \/2974/10 + 2(22)2/9 = 20.1 в соответствии с 
упр. 54. Студентов нельзя обвинить в жульничестве.) 


8.4 Это следует из (8.38) и (8.39), поскольку Е(2) = С(2)Н(2). 
(Аналогичные формулы имеют место для всех кумулянтов да- 
же несмотря на то, что Ё(2) и С(2) могут иметь отрицательные 


коэффициенты.) 
8.5 Замените Р на р и 0 на а = 1 -р. Если $ = 5в = 7 
то должно быть рам = . и ра*М = та + т; решением будет 


р = 1/ф?, а=1/ф. 
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8.6 В этом случае Х|у имеет для всех у то же распределение, 
что и Х, поэтому Е(Х|У) = ЕХ есть константа и У(Е(ХУ)) = 0. 
Также и У(Х У) — константа и совпадает со своим ожидаемым 
значением. 


8.7 Имеем 1 = (рр +р2 +... + рв)? < 6(р? + р +... +р2) по 
неравенству Чебышева для сумм из гл. 2. 

8.8 Пусть р = Рг(хеЕАПВ), а = Рт(фвА) ит = РЕВ). 
Тогла р + а + т = 1 и требуется доказать тождество р = (р + т) х 
(р-+а) — ат. 


8.9 Это верно (при очевидном условии, что Еи С определены 
на областях изменения случайных величин Х и У), поскольку 


Рг(ЕХ) =Ти С(У) =9) У. Рг(Х =хи\У=ч) 
хЕЕ 1 (+) 


уЕС` ' (9) 


= У Рт(Х =х) . Рт(У=ч) 
хЕЕ- ' (1) 
УЕС` ' (9) 


= РЕ(ЕХ) =1) -РЕ(б(у)=9). 


8.10 Два. Пусть х1 < х) —медианы; тогла | < РЕХ<х1) + 
Рт(Х 2 х›) < 1, следовательно, имеют место равенства. (Некото- 
рые дискретные распределения вовсе не имеют медианы. Пусть, 
например, (©) будет множеством всех дробей вида -1/п, с вероят- 


ностями Рт(+1/п.) = Рг(—1/п.) = “п 2.) 

8.11 С вероятностью 4/(К-+1)(К+2)(К-+3) положим, например, 
К = К для всех целых К > 0. Тогда ЕК = 1, однако Е(К^) = 
со. (Аналогично можно построить случайную величину со всеми 
конечными кумулянтами вплоть до Кщ, НО С Кш+1 = 060.) 


8.12 ре . Пусть рк = РЕ(Х = к). Если 0 < х < 1, то имеем 
РЕ(Х = УкРк < Хех“ "рк < Ух’ "рк = х "Р(х). 
ть А доказывается аналогично. (Ъ) Положим х = 
х/ (1—<.) с целью минимизации правой части. (Более точная оцен- 
ка указанной суммы дается в упр. 9.42.) 


8.13 (Решение Бориса Питтела.) Положим У = (Х1 +...+Х.)/п 
и д = (Ха + --.+Хж)/п. Тогда 


Р:( а < и) 


> р: (|7 [< У-5) 


= мм > 5. 
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Последнее неравенство фактически можно заменить на ‘>’ для 
любого дискретного распределения вероятностей, поскольку 
Рг(У=7.) > 0. 


8.14 Меап(Н) = р Меап(Ё) + а Меацп(С); Уаг(Н) = р Уаг(Р) + 
а Уаг(С) + ра(Меав(Е) — Меап(С))?. (Смесь есть на самом деле 
частный случай условного распределения: пусть \У отвечает бро- 
санию монеты, Х|Р порождается функцией Ё (2), а Х|0 — функци- 
ей С(2). Тогла МХ = ЕУ (ХУ) + УЕ(ХУ), где ЕУ(ХУ) =р\у(Х|Р) + 
аУ(Х|0), а УЕ(Х|У) есть дисперсия функции р2Ме21(Р) | (хМеап(6) ) 


8.15 По правилу длифференцирования сложной функции, 
Н'(2) = 6'(2)Е'(6(2)); Н"(2) = 6"(2)Р'(6(2)) + 6'(2)Р"(6(2)). 


Следовательно, 


Меап(Н) = Меап(Р) Меап(С); 
УМаг(Н) = \Уах(Е) Меап(С)? + Меап(Р) Уаг(С). 


(Случайную величину, отвечающую распределению Н, можно 
описать следующим образом: определим неотрицательное целое п 
в соответствии с распределением Г; затем сложим п независи- 
мых случайных величин, имеющих распределение С. Тождество 
для дисперсии из этого упражнения является частным случаем 
(8.106), в котором Х имеет распределение Н, а У— распределе- 
ние Е.) 


8.16 е“(2-0/(1- м»). 


8.17 Рг(У,р<т) = Рг(Ур+п<т-+ п) = вероятность того, 
что для выпадания п решек потребуется < т - п бросаний = 
вероятность того, что т - п бросаний дадут > п решек = 
Рг(Хипр 2 п). Следовательно, 


и+кК-1 тп я Ш 
У ( , ра — у , ра" к 
К<щт К> и, 


т. + п _ 
— У , др" Как, 


К<т 
а это есть тождество (5.19) сп = т, х = (д, У=Р. 


8.18 (а) Сх(2) = е®2-1. (5) Аля всех т > 1 т-й кумулянт 
равен и. (В (8.55) случай и = 1 назван ЁР%х.) 


8.19 (а) Сх‚ +х, (2) = Сх, (2) Сх, (2) = е"+12)(2-). Следователь- 
но, вероятность равна е *' "2 (1 + и2)"/п!; сумма независимых 
пуассоновских случайных величин снова пуассоновская. (Ъ) В об- 
шем случае, если К.Х обозначает т-й кумулянт случайной ве- 
личины Х, то для а, 6 > 0 имеем Ки(аХ! +ЪХ)) = а"(КаХ: ) + 
ъ"(К„Х2). Ответом, следовательно, будет 21 +З"и2. 
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8.20 В общем случае ПФСВ равна С(2) = 2"/ЁЕ{), где 


8.21 Это значение есть > п>о Ч, где 4. — вероятность того, что 

игра Алисы и Билла еше не закончилась после п бросаний. Пусть 
р” означает вероятность окончания игры на п-м бросании; тогла 
Ри + ап = 9т_1. Следовательно, среднее время игры равняется 
2и>1 Прп = = (90 — 91) + 2(91 — 42) + 3(92 — аз) + +: = 90 + 41+ 
42 +... = М, поскольку Шалс ПДи = 0. 

Другой способ получить тот же ответ состоит в том, чтобы 
заменить Ри 0 на 12. Тогла, продифференцировав первое урав- 
нение в (8.78), получим МИ) +№М'(1) = М! (1) + $4 (1) + $%(1). 

Между прочим, М = 


8.22 Имеем, по определению, У(Х|\У) = Е(Х*|\У) — (Е(ХУ))? 
и У(ЕхУ)) = Е((ЕСУ))^) — (Е(Е(Х)))?; следовательно, 
Е(УСМУ)) + У(ЕСМУ)) = Е(ЕХЗУ)) — (Е(ЕСМ)))2. Однако 
Е(Е(ЖУ)) = >, РЕУ=УЕ(Ху) = >, Рг(У= у) Рг((Ху) =х)х = 


ЕХ и Е(Е(Х?|У)) = Е(Х^), поэтому в результате получается про- 
сто УХ. 


8.23 Пусть 00 — {1}, НХ, 01 = {07, [7 2, у, а 02 — 
множество из остальных 16 элементов О. Тогла Рг11(%) — 
Ргоо(&) = +, 5, 2, если ® Е Оу, О: О.. Следова- 
тельно, при выборе событий А следует взять К; элементов 
из 0), где (Ко,К1,К2) —один из следующих наборов: (0,0,0), 
(0,2,7), (0,4,14), (1,4,4), (1,6,11), (2,6,1), (2,8,8), (3,8,15}, 
(3,10,5), (3,12,12), (4,12,2), (4,14,9), (4,16,16). Имеется, напри- 


мер, (5) (15) ('2) событий типа (2,6,1). Всего нужных нам собы- 


тий будет [20] (1 + 220)*(1 +2 7)16(1 + 22)16, это число составляет 
1304872090. Если ограничиться событиями, зависящими только 
от $, то мы получим 40 решений 5 Е А, где А = 0, {2 и 5}, 
{2,5,9}, {2,12,4,6,5,9}, {2,4,6,8, 10,12}, {2,7,5,4,10} или А 


есть дополнение до одного из этих множеств. (Здесь ‘о’ означает 


2 или 12, но не оба вместе.) 


Е 


8.24 (а) Любой кубик окажется в конце концов во владении 
игрока ] с вероятностью р = : + ( 2)?р; следовательно, р = 5. 
Пусть а = 2. Тогда ПФСВ для общего числа кубиков у ] будет 
(а+р2)?"+1 с математическим ожиданием (2п +1)р и дисперсией 
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(2п, + 1)ра, как следует из (8.61). (Ъ) (3) ра? + (2)р*а + (5) = 
74176 55 .585. 


8.25 Производящая функция для суммы ставки после п. броса- 
ний будет равна С„(2), где 





Со(2) =2^; 
2) = у’ Сл_1(22(*—1/5)/6  прип>0. 


(Нецелые показатели степеней не вызывают трудностей.) Отсюда  ВеРоятно, эту за- 


следует, что Меап(С„) = Меап(С„_1) и Уаг(С„) + Меап(С„)^ = Аа4У проще решать 
22 2 С т 6 без применения 

= ( Маг(С„_1) + Меап(С»- 1)2). Таким образом, математическое производящих 
ожидание все время равно А, в то время как дисперсия возра- функций, чем с 
стает до значения ((1=)" ПА?. НИМИ. 
8.26 Производящая функция случайной величины Н „(2) удо- 
влетворяет уравнению Н "(2) = Нл—2)/Б следовательно, 


Меап(Р „) = Е ®(1) = м>2ИЛи Ни (1) = п>21/12; дисперсия 
легко вычисляется. (Фактически мы имеем 


„= > (=). 


О<К<п/1 





что стремится при п -—} со к распределению Пуассона с параме- 
тром 1/1.) 


8.27 Величина (п?Хз — 31х51: +253)/п(п —1)(п— 2), где Хх = 
ХК + --. + ХК имеет желаемое ожидаемое значение; это вытекает 
из тождеств 


Е>з = прз; 
Е(2-221) = пиз + пм —-Пш; 
Е(21) = пиз + 3Зп (п -— Пион + пп - Пм-2) в. 


Оказывается, что третий кумулянт равен кз = Е( (Х — ЕХ)?), но 
уже для четвертого кумулянта столь простое соотношение не вы- 
полняется; имеем к4 =Е((Х — ЕХ)“) —3(\Х)?. 


8.28 (В упражнении подразумевается случай р = а = т, однако 
ниже для полноты дан ответ в общем случае.) Замена Р нар2 и 
О на 42 лает $л(2) = р ^422/(1 — р2)(1 — 42)(1 — ра?) и $в(2) = 
ра?22/(1 — 42)(1 — р427). Аля условной вероятности выигрыша 
Алисы после п-го бросания, при условии, что она выигрывает, 
получаем слелующую ПФсв: 

5А(2) _ з _ 9 р 1—ра 


= о. 
$А(1) 1—р2 11—42 1-р4а27 
Это произведение псевдо-ПФСВ и математическое ожидание для 


этой функции равно 3 +р/а-+ а/р + 2рд/(1 —ра). Формулы для 
Билла отличаются только отсутствием множителя 4/(1 — р2), 
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поэтому математическое ожидание для Билла равно 3 + а/р + 
2ра/(1 — >49). Исли р =а = т, то ответом в случае (а) будет 
У; в случае (Ъ) — 3. Вилл выигрывает в два раза реже, но если 
ему случается выиграть, то это происходит быстрее. Общее сред- 
нее число бросаний составит Е. ы 5 -- 3 5 = т, что согласуется 
с упр.21. При игре в одиночку для любой последовательности 
время ожидания равняется 8. 


8.29 ПодстановкаР = 0 = 5 В 


1+ М(Р-+0) =М+$л + 5$в+5с 
МРРОР = $ (РОР-+-1) + $в (РОР + ОР) + $с (РОР + ОР) 
МРОРР = $ (0РР-+Р)-+5в (0РР-+1)-+5$с (0РР) 
М0ОРРР = $ (РР) + $в(Р) + $с 


дает вероятности выигрыша. В общем случае будет иметь место 
ЗА + 5в + 5с =Ти 


5А(А:А) + 5$в(В:А)-+5$с(С:А) =$А(А:В)-+$в(В:В)-+$с(С:В) 
=$^(А:В)-+5$в(В:С)-+$с(С:С). 


В нашем частном случае уравнения 95л +35в +3$с = 55 + 9$в + 
5$с = 25л +4$в + 9$с дают $д = 16, $в = т, $с = р. 


8.30 Дисперсия Р(И1,..., Ви; К)|К есть дисперсия слвинутого би- 
номиального распределения ((т-—1-+2)/т)^-'2, равная (К —1) х 
( ==) (1 — т) в силу (8.61). Следовательно, среднее дисперсий будет 
равно Меап($)(т—1)/т-?. Дисперсия средних — это дисперсия ве- 
личины (К —1)/т, а именно Уаг($)/т/. В соответствии с (8.106), 
сумма этих двух чисел длолжна равняться \Р, и это действитель- 
но так. Фактически мы в слегка замаскированном виде повторили 


вывод (8.96). (См. упр. 15.) 


8.31 (а) Действуя напролом, мы получаем систему из пяти урав- 
нений с пятью неизвестными: 


А = 728 + 527; В = 2С; С =1+ 528 +120; 
О = 2С+52Е; Е = 120. 


Однако позиции С и О равноудалены от цели, и то же самое спра- 
ведливо в отношении В и Е, поэтому их можно объединить друг 
с другом. Пусть Х =В-+Еи\У =С-+ 0; остается три уравнения: 


А = 52Х; Х= У; У=1+ ХХ. 


Следовательно, А = 27/(4—22— 22); отсюда находим Меап(А) = 6 
и \Уаг(А) = 22. (Слышите звон? Эта задача фактически эквива- 
лентна подбрасыванию правильной монеты до появления двух 
решек подряд; решка означает „сделать шаг к яблоку" а орел 
означает „шаг назад“) (Б) Неравенство Чебышеёва показывает, что 


Рг($ 2100) = Рг(($—6)* 2942) < 22/94? = .0025. (с) Вторая 
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оценка хвоста показывает, что Рг($ > 100) < 1/х?8 (4—2х—х^) для 


всех х > 1; подставив х = (49001 — 99) /100, получаем верхнюю 
оценку 6. 00000005. (В действительности эта вероятность равна 
приблизительно 0.0000000009 в соответствии с упр. 37.) 


8.32 Из соображений симметрии ситуацию в каждом месяце 


можно свести к одной из слелующих четырех возможностей: „У меня такое чув- 
ство, Тото, что мы 

Д, два штата расположены по диагонали; уже не в Канзасе“ 
С, штаты соседние и среди них нет Канзаса; — Дороти 


К, два штата — это Канзас и какой-то другой; 
О, два штата одинаковы. 


Рассматривая переходы в полученной цепи Маркова, получим че- 
тыре уравнения 


А =1+2(5А-+5К), 
С = 2(5С + ъК), 
К = 2($А+$С+ К), 
О = 2(3д+5С+ К), 
сумма которых лает Д-К+С+О = 1+2 -+С+К). Решением 
будет 
_ 811-4527 —48 
_ 243 — 2432 + 2422 + 823 ’ 


но простейший, по-видимому, способ найти среднее и дисперсию — 
это подставить 2 = 1+") и разложить по степеням \//, игнорируя 
кратные м7: 
—_ 27; 1593 
Д=+м-+: 
—_ 91 2115 
С = &+ 55Е\ +: 
— 15; 2661 
К= +55 и+: 


Теперь находим О'(1) = ++ = и10"(1) = 53+ ИВ + 


Аве = НЭ. Математическое ожидание равно т, а дисперсия — 
16 ‚ (Есть ли путь проще?) 

8.33 Первый ответ: очевидно, да, поскольку хеш-коды И1,..., Ик 
независимы. Второй ответ: конечно, нет, даже несмотря на 
то, что хеш-коды И1, ..., И. независимы. Имеем Рт(Х; =0) = 
Ук ак (БК (т-Т)/м) = (1-$)(м-Т)/т, но Рх(Х1 =Х, =0) = 
Ук зк(К> 2 (т — 1)2/т? = (Т $1 - $2)(т — 12 


Рг(Х: =0) Рт(Х. =0). 


8.34 Пусть [27] 5$(2) есть вероятность того, что Джина про- 
двинется менее, чем на т шагов за п кругов. Тогла 5и(1) — ее 
средний результат в т-ударной игре; [2"] $и(2) — вероятность ее 
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проигрыша в игре со стабильным партнером; а 1 — [2"`'] $ (2) — 
вероятность выигрыша. Имеем рекуррентное соотношение 


50(2) =0; 
$т (2) = (1+1р25и-2(2) + 425®-—1(2))/(1—т2) при т > 0. 


Для решения п.(а) достаточно вычислить коэффициенты для 
т. п < 4; удобно заменить 2 на 100м) с тем, чтобы в вычислениях 
участвовали только целые числа. Получаем следующую таблицу 


коэффициентов: 


50 0 0 0 0 0 
1 4 16 64 256 
5 1 95 744 4432 23552 
1 100 9065 104044 819808 
1 100 9975 868535 12964304 


Следовательно, Джина выигрывает с вероятностью | — .868535 = 
.131465; она проигрывает с вероятностью .12964304. (Ъ) Для на- 
хождения среднего числа ударов вычисляем 


4675 667825 
— 25. 1) = . к. 
85134475 
$4(1) = =. 
«(1 21233664 


(Оказывается, что $5(1) & 4.9995; она выигрывает по обоим кри- 
териям — лункам и ударам в игре с пятиуларной лункой, но про- 
игрывает обоими способами в игре, рассчитанной на три удара.) 


8.35 Требуемое условие будет выполняться для всех п тогла и 
только тогда, когда оно выполняется для п. = 1; это следует из 
китайской теоремы об остатках. Одно необходимое и достаточное 
условие — тождество многочленов 


(р2-р4-Ерё-(р1-рз-+р5) м) (рз+рв+ (р1-+р4)2+(р2+р5)2”) 
= (р1\/2+р22* + рзм/-+ра2+р5м рб), 


но это есть лишь незначительная переформулировка исходной за- 
дачи. Более простым критерием является 


(р2+р4+р6)(Рз-+рв) =Рв, (1 +рз+р5)(р2+Р5) = рь, 


что требует проверки всего двух коэффициентов в предылущем 
произведении. Общее решение имеет три степени свободы: пусть 
а а1 = Бо- 1-52 = 1, тогла можно взять р1 = а161, р2 = аоб2, 
рз = а16о, р4 = аоб1, р5 = а162, рб = аобо. 


8.36 (а) [+] ([.'] [1 7 [Г |. ($ Если на гранях К-го 


кубика нанесено $1, ..., $6 Очков, то положим рк(2) = 25' + 
--- + 256. Мы хотим найти такие многочлены рк, для которых 
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р1(2)...рн(2) = (2+22+22?+2+2+26)". Разложением этого мно- 
гочлена в произведение неприводимых множителей с рациональ- 
ными коэффициентами будет 2"(2 + 1)" (27 +241)" (27 —- 2+1; 
следовательно, рк(2) должен иметь вид 2°* (2 + 1)5*(27 + 2+ 1)°к х 
(22 —2-+1)%к. При этом должно быть ак > 1, поскольку рк(0) = 0; 
и, более того, ак = 1, поскольку а1 +... + ак = п. Далее, усло- 
вие рк(1} = 6 означает, что Ьк = ск = 1. Теперь легко понять, 
что 0 < ак < 2, поскольку ак > 2 дает отрицательные коэффи- 
циенты. Для 4 = Ои 4 = 2 мы получаем два кубика из п. (а); 
следовательно, все решения исчерпываются К парами кубиков из 
п. (а) плюс п — 2К обычных кубиков для некоторого К < >п. 


8.37 Число последовательностей длины п, описывающих воз- 
можные результаты бросания монеты, равняется Ё_1 для всех 
п > 0, ввиду связи между укладками ломино и бросания- 
ми монеты. Следовательно, вероятность того, что потребует- 
ся ровно п бросаний, составляет Ё,_1/2“, если монета пра- 
вильная. Кроме того, 4, = Ё,+1/2"`', поскольку „>, Еа2“ = 
(Ек2" + Е 1271) /(1 — 2— 27). (Разумеется, возможно и система- 
тическое решение с использованием производящих функций.) 


8.38 После появления К граней задача выбрасывания еше ол- 
ной эквивалентна бросанию монеты с вероятностью успеха рк = 
(т — К)/т. Следовательно, ПФСВ равна По рк2/(1 — Чк2) 

(т — К)2/(т — К2). Среднее значение равно Ур орЕ. = 
т(На — Ни); дисперсия равна т- (Не —-н® ) —м(Ни-— Ни): 
и уравнение (7.47) дает замкнутое выражение для требуемой ве- 
роятности, а именно тот }/ (м. —1)!. (Обсуждаемая в этом 
упражнении задача традиционно называется ‚задачей сбора ку- 
понов“) 


8.39 Е(Х) =Р(-1); У(Х) =Р(--2) -Р(-1)2; Е(шХ) =-Р/(0). 


8.40 (а) Из (7.49) имеем ки=т (014 }р— 114 7-24 р...) 
Как оказывается, третий кумулянт равен пра(4 —р), а четвер- 
тый — пра(1 —6ра). Тождество а-+ ре! = (р-+4ае`*)е! показывает, 
что (р) = (-1)"„(а)- [т = 1]; следовательно, можно записать 
‘„(р) = 9и(р4)(а — р)П" нечетно] где ди — многочлен степени 
[1/2 |, если только т. > 1. (6) Положим р = 5 иЕ(+) = (5 5е'). 
Тогла пу Кий" (т 1)! = Е =1- 1/(е" +1), и мы можем 
воспользоваться упр. 6.23. 


8.41 Если С(2) — производящая функция случайной величины 
Х, принимающей только целые положительные значения, то 


Г С (2) 42/2 = >, Рг(Х=К)/К = Е(Х-'). Если Х-— распределе- 
ние числа бросаний до получения п - 1 решек, то из (8.59) имеем 
С(2) = (р2/(1 — 42)" *' и выписанный интеграл можно преобра- 


А ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 629 


зовать: 


ТИ р2 \" а? т имам 
| ( =) 2 | т (9/р)м\ ' 
если выполнить замену м/ = р2/(1—42). Аляр = а полынтеграль- 
ное выражение можно записать как (—1)" ((1-\›)-' —1-+м-—м” + 
+ (-1)"м”-Т), поэтому интеграл равен (—1)" (12—1+7—3+ 
+ (—1 )/п,). Имеем из (9.28) Ни — Ни = ш2 — тп | + еп? + 
О (п “); отсюда следует, что Е(Хн 1) = 11 — 1п-2+О(п-“). 





8.42 Пусть ЕЁ, (2) и С„(2) будут ПФСВ для числа рабочих вечеров, 
если человек первоначально был, соответственно, безработным 
или имел работу. Пусть ан = 1 —рниа; =1—р:. Тогда Ко(2) = 
Со(2) =] и 

Е, (2) = Рь2би-1(2) + ав. —1 (2); 

С, (2) — Р:Рл-1 (2) + 412 и—1 (2) . 
Решение дается суперпроизводящей функцией 

С(\,2) = }_ б.(2) м" = А(м№)/(1 - #В(%) , 

и>0 

где В(м/)=м/(а:-—(9:—рн}м/)/(1—9нм) и А(м)= (1-В(м))/(1-м/)-". 
Теперь получаем )_ „0 С, (1) м” = ©мл/(1 —м\)2+В/(1 —м)—В/(1-— 
(4: — Рн)м), где 





_ __ Рв — р: (9+ —Рн) 
рк + р!’ (ры +р:)?° 
следовательно, С\(Т) = см + В (1 — (94+ — рн)"). (Аналогично, 


С“ (1) = <?п? + О(п), так что дисперсия равна О(п).) 


8.43 В силу (6.11) б,(2) = Ухо [№2 / п! = 2" /м/. Это — произ- 
ведение биномиальных ПФСв, [ [_| (к —1+2)/ К), где К-я функ- 
ция имеет математическое ожидание 1/К и дисперсию (К—1)/К?; 
следовательно, Меап(С.) = Ни и Уаг(С.) = На — не). 

8.44 (а) Чемпион должен пройти без поражений п кругов, по- 
этому в ответе получаем р". (Ъ,с) Игроки х1,..., Х2к должны быть 
случайно ‚рассеяны“ в различные подтурниры, и они должны вы- 


играть все 2^(п-—К) своих встреч. Игроков можно расположить по 
2" листьям дерева турнира 2"! способами; чтобы обеспечить нуж- 


ное рассеивание имеется 2*!(2"-К)2` способов размещения 2 луч- 
ших игроков и (2" — 2*)! способов размещения остальных. Следо- 
вательно, искомая вероятность равна (2р)2`("-®Ю / (2). Для К =1 
это выражение упрощается ло (2р?)"—1/(2" — 1). (а) Каждый ре- 
зультат турнира соответствует некоторой перестановке игроков: 
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обозначим через у! чемпиона; через у) — второго финалиста; че- 
рез уз и 4 — двух игроков, проигравших \1 и 2 в полуфинале; 
через (ц5,...,\з) обозначим игроков, проигравших в четверть- 
финале игрокам (у1,..., 4), ит. д. (Действуя по-другому, можно 
показать, что на первом круге может быть 2"!/2"—'! существенно 
различных результатов; на втором — 2" '!/2"-^! ит. д.) (е) Пусть 
бк есть множество всех 2К_' потенциальных противников х. в 
К-м круге. Условная вероятность того, что х› выиграет турнир 
при условии, что х1 принадлежит $к, равняется 


Рт(х1 играет с х2):р"`'!(1—р) + Рг(жхи не играет с х2).р" 


= рр” "(Тр + (ре )р". 


Вероятность того, что х1 Е $к, равна 2К_'/(2" — 1); суммирование 
по К лает ответ: 





о к 
(р р” (ТР) + (1 рр") 
к=1 
м (2р)" — 1 п-1 
ПРОМ Р 


(Е) Любой из 2"! результатов турнира имеет определенную веро- 
ятность; вероятность выигрыша х; есть сумма этих вероятностей 
по всем (2" —1)! результатам, в которых х; — чемпион. Переста- 
вим во всех этих турнирах х; и х; 1; эта перестановка не повлияет 
на вероятность, если х; и х;.1 не встречаются между собой, од- 
нако в случае их встречи вероятность победы х; умножится на 


(1—р)/р < 1. 

8.45 (а) А(2) = 1/(3 — 22); В(2) = 2А(2)?; С( 2) = 27А(2)3. Про- 
изводящая функция для разливаемого в бутылки шерри равна 
22А(2)3, что есть произведение 23 на отрицательное биномиаль- 
ное распределение с параметрами п = 3, р = 5. (Ъ) Меац(А) = 2, 
\Уаг(А) = 6; Меап(В) = 5, Уаг(В) = 2Уаг(А) = 12; Меап(С) = 8, 
\Уаг(С) = 18. В среднем, шерри имеет возраст 9 лет. Доля два- 
дцатипятилетнего вина составляет (->) (-2)223-25 = (5-) 2223-25 = 
23.(5)2‘ = .00137. (с) Пусть коэффициентом при м/' будет пФсв 
на начало года п. Тогла 


А = (1+ 1%/(1 — \))/(1 — 22м); 
+ У2мА) /(1 — &2м); 
= (1+ 32%) /(1 — 32%). 


Продифференцируем по 2 и подставим 2 = 1; это дает 
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Средний возраст разливаемого в бутылки шерри через п. лет по- 
сле начала процесса на 1 больше коэффициента при \/"_\, имен- 
но, он равен 9 — (3)" (3п7 + 21 + 72)/8. (Он превышает 8 лет уже 
при п = 11.) 


8.46 (а) Р(\, 2) = 1+ 5 (мР(м, 2)+2Р(\,2)) = (т 2% + 2))-! 
следовательно, рии = 2" ("4"). (5) Рыб, в) (и ЕР(и»2) 
следовательно, 


Ркт„м = ит (М) + [мм “)). 
т 


(с) к Крю = ко КОК 2" (7) = Ук о(п-К)2-"-К ("+"); эту 
сумму можно вычислить с помощью (5.20): 


и п+К п+1+К 
у 2 “(+ и +5 ( +1 )) 


К=0 


жтм-2 
—_ —_ —п | 71+1 _ 7—п-1 
[ооо (2) 
_ 2+1 (2 _1 
= 22 п. ° 


(Методы гл.9 показывают, что эта величина есть 2\/п/п—1 + 
О(п /2).) 


8.47 После поглощения п частиц имеется п-+2 равноправных ре- 
цепторов. Пусть случайная величина Х„ обозначает число имею- 
щихся дифагов; тогда Хи-+1 = Ха - Уи, где Ух = —1, если (п + 1)-я 
частица попадает в рецептор дифага (условная вероятность — 
2Х. / (п + 2)); в противном случае \„ = +2. Следовательно, 


ЕХ +1 = ЕХн + Е\, 
= ЕХ, — 2ЕХ„/(и+2)+2(1-2ЕХ,/(п+2)). 


Рекуррентное соотношение (п + 2)ЕХ 1 = (п- 4)ЕХ, + ж +4 
можно решить, если умножить обе его части на суммирующий 
множитель (п + 1)2; или же можно угадать ответ и доказать его 
по индукции: ЕХ„ = (21 + 4)/7 для всех п > 4. (Оказывается, 
после пятого шага всегда образуется два дифага и один трифаг, 
независимо от состояния после четвертого шага.) 


8.48 (а) Расстояние между дисками (измеряемое так, чтобы все- 
гла получалось четное число) составляет 0, 2 или 4 единицы, пер- 
воначально 4. Соответствующие производящие функции А, В, С 
(где, скажем, [2`] С равняется вероятности расстояния 4 после т. 
бросков) удовлетворяют соотношениям 


А = 12В, В= ›2В+42С, С=1+12В+ 82С. 
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Отсюда следует, что А = 22/(16 — 202 + 527) = 2^/Е 2), и мы по- 
лучаем Меап(А) = 2 — Меац(Р) = 12, Уаг(А) = — Уаг(Р) = 100. 
(Волее сложное, но и более занимательное решение основано на 
слелующем разложении ДА: 


_ _Р1 _[Р22 _ __Р2 р12 р1 р22 
1— 412 1—922 р2-р11-—912 ру р21— 422’ 








где р1 = ф?/4 = (3+ \5)/8, р2 = ф2/4 = (3—\5)/8 ир1 + 41 = 
р2 + 42 = 1. Таким образом, игра эквивалентна бросанию двух 
монет с вероятностями выпадания решки р! и р2; монеты броса- 
ются по одной, пока обе они не выпадут решками вверх. Суммар- 
ное число требуемых бросаний будет иметь то же распределение, 
что и число бросков дисков Фрисби. Математическое ожидание 
и дисперсия времени ожидания для этих двух монет будут, со- 
ответственно, 6 = 2\/5 и 50 = 22\/5, следовательно, для общего 
математического ожидания и дисперсии получаем 12 и 100, как 
и ранее.) 

(Ъ) Разложение производящей функции в правильные дро- 
би лает возможность просуммировать вероятности. (Заметьте, 
что \/5/(4ф) + $2/4 = 1, поэтому ответ можно выразить че- 
рез степени ф.) Игра будет длиться п шагов с вероятностью 
5"-1)/24-—п (фт? — ф-"-2); для четного п это равно 5"/24-" Е... 
Ответ, таким образом, равен 5504-1095) = .00006. 


8.49 (а) Если п > 0, то Рм(0,п) = УМ =0] + ТРм—1(0, п) + 
ТРм-1 (1, п — 1); для Рм(т, 0) имеет место аналогичная формула: 
Ры(0,0) = [М =0]. Следовательно, 


—_ 1 ] ] 
О9тп — 129м—1,п+1 + 529 тп, + 429т-+1,п-—1, 


т, 1 
Ч90м = 5 + 1290 + 191"-1 ИТА. 
(6) 9 =1+19' + 1 +10’ а = Та’ + 

Эт,м, = 1 9т—1п+1 Т 29мм Т 49т+1,м—1? 90м = 71 490 
9 Ш ит. д. Индукцией по т получаем д „ = (21 + 1)90 пи — 
2т^ для всех т, п 2 0. А поскольку 9, 0 = 90 п, ТО мы должны 
иметь дин = М + п + 2тм. (с) Для тл > 0 данная формула 
удовлетворяет рекуррентному соотношению, поскольку 


1 511(2т — 1)0 
511(2т + 1)9 — ыы ( д 
+ ет + 1)0 + мае) | 


это следует из тождества эт(х—у)-+1(х-у) = 2 зщ хсозу. Таким 
образом, остается только проверить граничные условия. 
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8.50 (а) Используя указание, получаем 


1/2\ /8 \* _ 
55 (‘+ ) (5) (1—2) * 
К . 
ия (ь)() 5 (И) 


далее следует посмотреть на коэффициент при 22*'. (Ь) Н( 2) = 
2+2 + >10 С341271". (с) Пусть т = \/(Т- 2)(9—2). Мож- 
но доказать, что (2—3 +т)(2—3-—т) = 42, и, вследствие этого, 
(т/(1 —2) + 2)? = (13 —52 + 4т)/(1 — 2) = (9 — Н(2)) /(1 — Н(2)). 
(4) Вычисление первой производной при 2 = | показывает, что 
Меап(Н) = 1. Вторая производная расходится при 2 = 1, поэтому 
дисперсия бесконечна. 


8.51 (а) Пусть Н„(2) — ПФСВ ваших денег после п. кругов игры; 
Но(2,) = 2. Для п кругов имеется распределение 


На! (2) = Н, (Н(2)) , 


поэтому требуемый результат получается индукцией (с использо- 
ванием любопытного тождества из предыдущей задачи). (Ъ) ди = 
Н‚ (0) — Н,_—+(0) = 4/1 + (п +2) = 4(п - 1)=3. Математиче- 
ское ожидание равно 2, а дисперсия бесконечна. (с) Среднее чи- 
сло билетов, которые вы купите в п-м круге, равно Меап(Ни) = 1, 
согласно упр. 15. Поэтому общее число билетов бесконечно. (Та- 
ким образом, вы почти наверняка проиграетесь в конце концов, 
и можно ожидать проигрыша уже после второй игры, но в то 
же время вы приобретете, как можно ожидать, бесконечно много 
билетов.) (4) В этом случае пхсв после п. игр равняется Н„(2)^, 
и метод из п. (Ъ) дает математическое ожидание 16 — т? 2: 2.8. 


(Здесь появляется сумма „1 1/К? =л/б.) 


8.52 Если & и &'— такие события, что Рг() > Рг(®’), то в 
последовательности из п независимых экспериментов с большой 
вероятностью ‹ будет встречаться чаще чем ', поскольку чи- 
сло появлений с будет очень близко к пРг(). Следовательно, 
при п -} с со стремящейся к 1 вероятностью медиана и мода 
значений Х в последовательности независимых испытаний булут 
медианой и модой случайной величины Х. 


8.53 Мы можем опровергнуть данное утверждение даже в том 
частном случае, когда каждая случайная величина принима- 
ет всего два значения: 0 или |. Пусть ро = Рг(Х=У\У=7=0), 
р! = Рг(Х=У=7=0),..., р7 = Рг(Х=У=7=0), где Х =1-Х. 
Тогда ро + р1 + --: +р7 = 1, и случайные величины попарно не- 
зависимы тогда и только тогда, когда 


(р4 + р5 + рб + р7) (р2 + рз + Рё +р7) = Рё +7, 


(р4 р5 + рб + р7)(р1 + рз + р5 +Р7) = р5 + Ру, 
(р2 + рз + рб + р7)(Р1 + рз + р5 + р7) = рз + рту. 
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Вместе с тем, Рг(Х+У=7=0) = РЕХх-+У=0)Рг(7=0) <= 
ро 7 (ро-+р1) (ро +Р2 + р4 +6). Вот одно из решений: 


ро = рз = р5 = рв = 1/4; р: = р2 = р4 = р7 =0. 


Эквивалентное определение этих случайных величин: подбросить 
две монеты и положить Х = (первая монета упала решкой вверх), 
У = (вторая монета упала решкой вверх), 7. = (монеты упали по- 
разному). Другой пример, в котором все вероятности ненулевые, 
может быть таким: 


Ро = 4/64, ру = р2 = р4 = 5/64, 

рз = р5 = р = 10/64, р7 = 15/64. 
По этой причине мы говорим, что п случайных величин Х\1, ..., 
Х„ независимы, если 


Рг(Х! =х1 и... их, =хи) = Рг(Х1=х1)...Рг(Хи =хи); 


для выполнения этого свойства попарной независимости недоста- 
ТОЧНО. 


8.54 (Обозначения см. в упр. 27.) Имеем 


Е(72) = пи +п(п- Пн, 
Е(Х251) = пил + 2 (п — Энзы +п(п- Пн2 
+ (п - Пт 2), 
Е(Х1) = па +4" (п — Пизш + Зп (п — 1) 
+ бт(п—1)(п-2) нам +п(п-1)(п-2)(п- 3); 


отсюда следует, что \ (УХ) = к4/п + 2к2/(п-1). 


8.55 Всего имеется А = т. 52! перестановок с Х = Уи В = 


т -52! перестановок с Х 7 У. После описанной процедуры лю- 
бая а с Х = У будет встречаться с вероятностью 


17 ъ/ (| (1 — Тр) А), поскольку мы возвращаемся к шагу 51 с веро- 


ятностью Тр. Аналогично, любая перестановка с Х = \У улет 


встречаться с вероятностью, 6 (1—р)/ ((1— Т®Р)В). Выбор р = 
делает Рг(Х =хи\У=у) = т для всех хи у (Можно,  <ледова. 
тельно, дважды бросить правильную монету и вернуться к ша- 
гу 51, если оба раза выпадет решка.) 


8."-56 Если т четно, то диски всегда остаются на нечетном рас- 
стоянии друг от друга и игра продолжается до бесконечности. 
Если т = 21-1, то соответствующие производящие функции 
задаются так: 


От — 12АЛ , 
Ал = 72А1 + 12А_, 
Ак = 12Ак-1 + 22Ак + ТАк,  1<К<Ь 


Ат = 12А1 + 22А, +Т. 


И снова тригоно- 
метрия победила. 
Не связано ли это 
с бросанием мо- 
нет вдоль сторон 
т.-угольника? 


А ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 635 


(Коэффициент [2"] Ах равняется вероятности того, что диски по- 
сле п бросков окажутся на расстоянии 2К.) Вспоминая похожие 
уравнения из упр.49, положим 2 = 1/соз? 9 и А! = Хзш26, где 
Х надлежит определить. По инлукции получаем (не используя 
уравнение для А\), что Ак = Х з1п 2К0. Следовательно, нам надо 
выбрать Х так, чтобы 





] 
об Х зщ1(21 — 2)9. 


Оказывается, что Х = 2соз? 0 / 5111 0 соз(21 - 1)0 и, следовательно, 


(1 - та) Х яв 1+ 


соз 9 


со5 тб ` 


Знаменатель обращается в-нуль, когда 09 является нечетным крат- 
ным л/(2т); таким образом, | — 9к2— корень знаменателя для 
1 < К < и указанное в упражнении представление в виде произ- 
ведения обязано иметь место. Чтобы найти математическое ожи- 
дание и дисперсию, можно записать 


Св = ( — 102 + = 0*—...)/(1 — 71202 + мт“ 0“ —...) 
=1+5(т? — 1)02 + 5 (5т/ — бт? + 1)0* +... 
=1+5(т? — 1) (450)? + 2 (5т7 — 14т? +9) (450) +... 
=1+6(1) (4560)? + ;бщ(1) 450)“ +..-, 

поскольку 1570 =2—Ти 450 = 9+ 303 - .... Поэтому имеем 
2 


Меап(С и.) = 7 (т? —1) и Уаг(Сш) = тт (тп 1). (Обратите вни- 
мание, что отсюда вытекают тождества 





п-т Пт (2к—1м\2 
2 - > ы- > (я 2 ): 

т? (т? — 1) (тов? (2к-1)л /. (2к-ТПл\2 
Е = (с — _ / 81 о ) | 


Третий кумулянт этого распределения равен з5т?(т? —1)х 


(4т2 — 1); но на этом кончаются кумулянты с хорошим разложе- 
нием. Математическое ожидание можно получить гораздо проще. 
Действительно, Си + А! + -.-. + А, = 2(А1 +... + А, + Т, следо- 
вательно, для 2 = 1 будем иметь С„ =А! +... + А4. Поскольку 
Сп =1 при 2 = 1, простая индукция показывает, что Ах =4К.) 


8.57 Имеем А.А >27", В:В < 2+2 3ЗиВ:А > 2" 2; следова- 
тельно, В:В — В:А > А:А -— А:В возможно лишь, если А:В > 273. 
Это означает, что Т› = тз, 11 = 74, 12 = 15,..., Тыз = м1. Но тогда 
А:А = 27 1+2 4+... А:В = 273420 6+... В:А = 27242 5+... 
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и В:В = 27 1'+274+...; следовательно, В:В — В:А меньше, чем 
А:А — АВ, во всех случаях. (Гюиба и Оллыжко [94] получили 
более сильные результаты; они показали, что в любом случае 
шансы Билла максимизируются одной из последовательностей 
Рл1... 1-1 или 0л1...п-1. На самом деле у Билла имеется един- 
ственная выигрышная стратегия; см. следующее упражнение.) 


8.58 (Решение Я. Цирика.) Если А есть Р' или 0', то одна из 
двух сравниваемых последовательностей совпадает с А и, сле- 
довательно, не может быть использована. В противном случае 
положим А = т. ЛЬ Н = = РА, Т = 0А. Нетрудно прове- 
рить, что НА = ТА — А:А, НН ТТ = 21+ 2(А: А) +ти 
А:Н+АТ =1+ 2(А:А) — 2. Поэтому из уравнения 


Н:Н — Н:А _ ТЛ- ГА 
А:А-АН А:А-АЛТ 
следует, что обе дроби равны 


НН — НА-жТЛ -—- ТА — 21+ 1 
А:А-А:Н+А:А-АЛ 2-1 
Далее можно записать дроби по-другому и доказать, что 


НН -Н:А _ АА-А:Ч _ р 


ТТ-ТА АА-АЛ а’ 


глер 1 ди (р+1)\нод(2' ' + 1,2' —1) = нод(3,2' — 1); так что 
мы можем считать, что | четно ир = 1, 4 = 2. Отсюда следует 
А:А-А:Н = (21 -1)/3Зи А:А-АЛ = (241 — 2)/3, следовательно, 
А:Н-АЛ = (2-1)/3 > 22. Мы имеем АН > 2"? тогда и 
только тогда, когла А = (0Р)"/2. Но в этом случае Н:Н — Н:А = 
А:А — А:Н, так что 271 +1=2'—1и1=2. (Цирик [343] пошел 
дальше; он показал, что для |1 2 4у Алисы нет лучшего выбора, 
чем играть РОГ ЗР2. Но даже при этой стратегии Билл выигрывает 
с вероятностью около 5.) 


8.59 В соответствии с (8.82), нам требуется, чтобы В:В — В:А. > 
А:А —А:В. Одно из решений: А = 00РР, В =РРР. 


8.60 (а) Возможны два случая: Их 72 И. или Ик = Ви: 
Тит 2-+м-+ 21 ум -—1+2\И-к 1 
оба) = ПТ аиа, иеауе, 
т т 
] (“= 1 НУ) (7 ] 2)” 
— 2, | ———— 7 
т. т т 


(5) Мы можем обосновать это соотношение алгебраически, вы- 
числив частные производные С(м/,2) по мл и 2 и положив м = 
2 = 1; возможно также комбинаторное обоснование. Какими бы 
ни были значения И1,..., Ил_1, ожидаемое значение Р(И1,..., 
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Ил—1, Ал; п.) (усреднение по В„) постоянно, поскольку последо- 
вательность хеш-кодов (В1,...,И„_1) определяет последователь- 
ность длин списков (П1,П.2,..., Пн) И указанное среднее значение 
равняется ((п1 +1) (п2 +1)+.--+ (пп + 1))/м = (п-1+т)/м. 
Следовательно, случайная величина ЕР(®1,..., И; п) не зависит 
от (И1,...,Ил_1) и, следовательно, не зависит от Р(И1,...,Иц;К). 


8.61 Если |1 < К < [1 < т, то как следует из предыдущего 
упражнения, коэффициент при $к$1 в дисперсии среднего равен 
нулю. Поэтому остается только рассмотреть коэффициент при 52, 


который равен 


у Р(Ил,..., На: К)? 


ми 
1<Ну,... лм 


Р(Н1,..., Ви; К)\- 
— у 1 = ) | 


Т5у,... Лим 


т.е. дисперсии функции ((т—1 +2) /т) КТ 2; она, в свою очерель, 
равняется (К — 1) (т — 1)/т>^, как в упр. 30. 


8.62 пхсв О„(2) удовлетворяет рекуррентному соотношению 


05(2) —2, 
О‚ (2) = 22 О._1(2) + 2(1-22)0! | (2)/(п+1Т) лляп>0. 


п] 


Отсюда выводим соотношение 
О, (1) = (п- 11)0/_/(1)/(м +1 + (8п — 2)/7, 


которое имеет решение 7 (п + 2)(26п -+ 15) для всех п > 11 (не- 
зависимо от начальных условий). Следовательно, дисперсия ока- 
зывается равной 5 (п + 2) (212 + 123) для п > 11. 


8.63 (Можно поставить другой вопрос: получается ли предпо- 
лагаемая последовательность кумулянтов хоть из какого-нибудь 
распределения? Так, в последовательности кумулянтов к? дол- 


жен быть неотрицательным и к. +3к> =Е((Х-—н)“) должно быть 


не менее, чем (Е((Х-—н)^))? = кз, ит.д. Необходимые и доста- 


точные условия для этого варианта задачи найдены Гамбургером 
[11], [59].) 


9.1 Это верно, если все функции положительны. В противном 
случае можно, например, взять #1(п) = п? + п?, +›(п) = —п3, 
д1(п) = м + п, 92(п) = —п^. 

9.2 (а) Имеем п!" < с" < (шп)", поскольку (шп)? < пшс < 


пп шп. (Ъ) п" 4 (юп)! < п". (с) Прологарифмируйте 
и покажите, что (п!)! растет быстрее. (4) РЕН < ф? №" — па ыф, 


НЕ, —- пшф растет быстрее, поскольку ф?` =ф+1<е. 
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9.3 — Замена Км на О(п) подразумевает различные С для разных 
К; а нужно, чтобы все О имели общую константу. В действитель- 
ности, в данном контексте требуется, чтобы О обозначало множе- 
ство функций двух переменных, К и п. Правильно будет записать 


ут кп=у" - О(п2) =О(п3). 


9.4 Например, Пти,» О(1/п) = 0. О(1/п) из левой части есть 
множество всех функций (п), для которых найдутся константы 
Си по, такие, что (т | < С/п для всех п. 2 по. Предел любой 
функции из этого множества равен 0, поэтому левая часть пред- 
ставляет собой одноэлементное множество {0}. В правой части нет 
переменных; 0 представляет {0}, множество (из одного элемента) 
всех „функций без переменных, имеющих нулевое значение": (По- 
нимаете ли вы логику этого высказывания? Если нет, вернитесь 
к этой задаче через год; вы, вероятно, сможете обращаться с О- 
обозначениями, лаже если ваша интуиция не приемлет строгий 
формализм.) 


9.5 Пусть (п) = п?, а (п) = 1; тогда п принадлежит лево- 
му множеству, но не принадлежит правому, так что утверждение 
ложно. 


9.6 пшп-+уп + О(/п шп). 
9.7 (1-е '/")-1 = пВо — Ву + В2п 2! +... =п+3+0(п”'). 


9.8 — Пусть, например, {(п) = [п/2]!7 + п, 9(п) = ([п/2] - 1)! х 
[1/2]! + п. Эти ль и оказывается, ня соот- 
ношениям {1(п) = О(пд(п)) и 9(п) = О(п(п)); разумеется, воз- 
можны и примеры с более резким различием. 


9.9 (Для полноты мы предположим наличие граничных усло- 
вий п -} со, так что каждое О подразумевает две константы.) 
Любая функция из левой части имеет вил а(п) + 5 (п), причем 
существуют константы то, В, по, С, такие, что |а (п. | < В (п | 
для п > пои |Ъ (п. | < С 9 (п) для п > по. Следовательно, фун- 
кция в левой части не превосходит тах(В, С) (|1 (п) + |9 (п) |) для 
п > шах(то, по), и, значит, она принадлежит правой части. 


9.10 Если 9(х) принадлежит левой части, так что 9(х) = созу 
для некоторого у, причем |у| < С>х| для некоторой константы 
С, то 0 <1-— в(х) = 21" (у/2) < ту2 < 7С2х?. Следовательно, 
множество из левой части содержится в правой, и формула верна. 


э. 11 Утверждение верно. Действительно, если, скажем, |х| < ы 

о (х+ч)? < 417. Таким образом, (х + чу)? = ох и (у ). 
 Слеловательнь, О(х+ у)? = О((х+у)*) = 0(0(х2) у^)) = 
О(0(х?)) +0(0(у?)) = О(х*) + О(у?). 


9.12 1+2/п-+О(п-^) = (1+2/п) (1+0 (п ^)/(1+2/п)) по (9.26), 
кроме того, 1/(1 +2/п) = О(Т); теперь используйте (9.26). 


(Интересно срав- 
нить эту формулу 
с аналогичным 
результатом 

для среднего 
биномиального 
коэффициента, 
упр. 9.60.) 
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9.13 пм (1 + тм + О(п-2))” = пп ехр(п (2 ' + О(п_“))) = 
еп” + О(п"-"). 
9.14 Это п"+Р ехр((п + В) (х/п — т<?/п? + О(п-3))). 
9.15 шШ(.“ ) =Зп3—шп+113-Ш21+(12-1)п`1+0(п 3), 
так что ответом будет 
33п+1/2 › , , } 
А. (1 9 Тап Оп. )) 


9.16 Если | — любое целое число в диапазоне а < | < Б, то 


1 1 1/2 
| Вс А+ж 4х = | В(х) (1-х) ах — | В(Т— х)+ (1+ х) ах 
0 


0 1/2 
1 


_ | В(х) (1+х) —-@+1-х)) ах. 
1/2 


Поскольку 1-+х 2 1+1-х прих > т, этот интеграл положителен, 
если Т(х) не убывает. 


9.17 > ш>о В (5)2"/ т! = 2е2/?/(е?—1) = 2/(е?/? —1)—2/(е*—1). 
9.18 Вывод в тексте для х = 1 можно обобщить, получив 
2(2и+1/2)х ат 

(2пп.)/2 


__ 52а _-—(1+“)/2+3е К? аи/п. 
7 п )/ е / 


Вк(п) = 


ск(п) 
ответом будет 229% (пп) 179/211? (1 -|- О (п '/2+3е)). 


9.19 Но=2.728968254 = 2.928968256; 10!=3628800 = 362871244; 
Во = 0.075757576 = 0.075757494; п(10) = 4 юм 10.0017845; 
еб-\ = 1.10517092 = 1.10517083; ш1.1 = 0.0953102 = 0.0953083; 
ТЛТИТИ = 1.111000; 1.19-1 = 1.00957658 = 1.00957643. (Аппрок- 
симация д(п) дает больше верных цифр при больших п; так, 
п(107) = 50847534 = 50840742.) 


9.20 (а) я левая часть есть о(п), тогда как правая эквива- 
лентна О(п). (Ъ) Верно; левая часть равна е-е (/®. (с) Неверно; 
левая часть примерно в \/п раз превосходит верхнюю границу 
для правой части. 


9.21 Имеем Р, =р=п(шр-1-—1/шр-+0(1/105 п)?), при этом 


шр = шп-+шшр- 1/0 п-+ шоп/(шп)? + О (1/1овп)?; 


Нат _ (1211п.)? ; Шт шп 
шп  2(шп)? (п)? 





шшр =ш шп + = +0(1/1о5т)*. 
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Отсюда следует, что 


Р. =м (шп шп] 


шшп-2 (шшл)2/2—ЗшШшлп 
+ —_—_—_—_—_р дд 
шп (шп)? 


оПЛов"? 


(Можно несколько улучшить аппроксимацию, заменив здесь А что нам ска- 
О(1/10= п)? величиной —5.5/(шп)? + О(10510Еп/105 п)3; в этом  ЖеТ утопающий 


случае получаем Р1000000 & 15480992.8.) специалист м 


9.22 Заменим в разложении Нк член О(п“К) на —5 п + — теории чисел? 
О(п-“*); в результате О (Хз(п?)) в (9.53) перейдет в —5Хз(п2?) + (ор 1юр юЕ 10... 
О (Хз (п^)). Имеем 

Хз(п) = дп + 5 п *+0(п 3), 
следовательно, член О(п_^) в (9.54) может быть заменен на 

ап? +0 (п 3). 
9.23 ПИ; = > о<кси Нк/(п — К) + 2<Н./(п +1 (п + 2). Выберем 
с = е"/б = У к>о бк, так что У у-оПк = Ои ВН, = О(юБп)/п?з. 
Развертывание > о<к<п Ах/(п-К), какв (9.60), дает теперь пи» = 
2<Н./(п+1)(п+2)+О(п-^), следовательно, 
2/6 [п +2шп+0О(1) 
9-е о] 


9.24 (а) Если У ко (К) <оюи {п - К} = О ({(п)) для 0 < К< 


п./2, то 
п/2 п 
Хы => О О(п)) + > О(п))о(Кп-ю), 
К=п,/2 
что составляет 20 (1 (п ) > к-о | к)|) ‚ так что в этом случае все 
доказано. (Ъ) В случае а„ = Ъ, = " свертка (п +1)х " не есть 
О (< "). 


9.25 = /(5") = Угопи/(2м + 1 1)К. Диапазон суммирования 
можно сузить до, скажем, 0 < К < (10 п). В этом диапазоне 
пе = пк(1 — (<) /м + О(к‘/т)} и (2 + 1 = (21) (1+ (“+") /2. + 
О(К\/п?)), поэтому слагаемые равны 


1 ЗК? —К К 

= (1— О ( —) | 

2 ди (2 
Следовательно, суммирование по К дает 2 — 4/п + О(1/п^). Те- 
перь для доказательства (9.2) можно применить аппроксимацию 


Стирлинга к (3") = (3п)!/ (2)! ти. 


п 
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9.26 Минимум достигается на члене Во /(2т) (2т—1)п2"-1, ко- 
гла 2т = 2пп- 5, и этот член приблизительно равен 1/(пе?”"\/п,). 
Следовательно, абсолютная погрешность в шп! слишком велика 
для определения точного значения п! путем округления до цело- 
го, если п превышает примерно на е?”"+'. 


9.27 Можно считать, что х = —1. Положим {(х) = х”; ответом 





будет 
п 1 х т 
п п В>к [9% —2К-+1 
К“ = С — — хект 
> “Рае (ет 
к=1 к=1 
+О(п* 2"). 
В частности, (Оказывается, что константа С„ есть ((—«х), и, на самом деле, 
и = —1/2 ((—х) определяется посредством этой формулы для х > -1.) 
и (([—) = 
—Ви-1/(п +1) 9.28 В общем случае положим в формуле суммирования Эйлера 


для целого п > 0. 1(х) =х“” ах, где х = —1. Действуя, как в предыдущем упражне- 
нии, находим 





п х-+1 х-+1 к 
п” шп тп п шп 
Кора К = и 
> а ат (+ 2 
В х 
+ о гк а руле (пп + Н» — На—2ж+1) 
+ о-в оп); 
как можно показать [97, 83.7], константа С‚ равна —('(—х.). (Мож- 


но исключить множитель 1ор п. из О-слагаемого,  КОгАа е ©. — поло- 
жительное целое < 2т; в этом случае мы также заменяем К-й 
член суммы в правой части на В2ко! (2К—2—)!(—1)“п*-2к+1/(2К)! 
при х < 2К 1.) Чтобы получить решение поставленной задачи, 
положим х = Тит = 1, возьмем экспоненту от обеих частей и 
получим 


О, = ет + От?) , 


где А =е!/12-6'(-1) 2. 1.2824271291 — ‚константа Глейшера“ 


9.29 Положим #1(х) = х 'шх. Небольшая модификация вычи- 
слений из прелылущего упражнения дает 


оч - м . №п 
К — ТТТ д 


-У эк" п К (шп — Нж—1) Оп —2т 1 оп), 
К= 
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где 1 = —0.07281584548367672486 — константа Стилтьеса (см. от- 
вет к 9.57). Взятие экспоненты дает 


2 
т/п (| п, о(°8") | 





2№м. 


9.30 Положим 9(х) = х'е-* и {(х) = о(х/\/п). Тогда п-У2 х 
> к>о К'е-К/" есть 


со — ВЕ _ > Ви ({х}) 
+ ах— + 1) 0—(—1)" Ам) а 
| бы Хи ®-Со | бд ах 


оО т В 
=" | обод ах У ет 9-1 (0)+0(п7"). 
0 к=1 
Поскольку 9(х) =х'—х?+И 1! + х4+У2! —х6+И3!+..., производные 
д("“ (х) следуют простой схеме, и ответом будет 


тг (5) В1-1 Вуз Виь5т 2 
2 2 


3 
(1+1)!0! аз 5 КО ). 


9.31 Несколько неожиданное тождество 1/(с"К + с") + 
1/(с"+К + с") = 1/с" показывает, что сумма членов для 0 < К< 
2т, равна (т + 7)/с". Остальная сумма равна 


у 1 ( 1 1 + ] 
2т-К т _ У тк — оЗт-2к Ак ` 
С С С 
К>1 т К>1 с с 
1 1 
> с2т-+1 — с2т —_ с3т\-+2 — с3т + 


› 


и этот ряд можно оборвать в любом месте, получив погрешность, 
не превышающую первого отброшенного члена. 


9.32 не = п2/6—1/п--О(п-?) по формуле суммирования Эйле- 
ра, поскольку мы знаем константу; Н.„ задается формулой (9.89). 


Ответ, следовательно, таков: В этом ответе 
встречаются все 
пет” 5 (1 — тт +0 (п ^)). три мировые кон- 


_ станты: е, ту. 
9.33 Имеем пА/п^ =1—К(К-1Т)п7! + К? (К- 1)2п72+О(Кбп- 3); 
деление на К! и суммирование по К > 0 дает е— еп ' + сеп`? + 
О(п- 3). 
9.34 А=е; В =0; С = —$е"; О = ре7(1 у); Е = зе; Е= 
5 еу(Зу +1). 
9.35 Поскольку 1/К(шКк-+О(1)) = 1/КшКк-+0О(1/К(ю5К)>), дан- 


ная сумма равна )_„_, 1/К ш К-+-О(Т). Эта последняя сумма равна, 
по формуле суммирования Эйлера, пшпи + О(Т). 
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9.36 Злесь замечательно работает формула суммирования Эй- 
лера: 
ц 





] 
= 2. ик ПА х 


О<К<п 


=| ах т 1 
— ю 12+? 212 +х2 


0 
п 


и 
82% | от). 
0 


о 21 (п2 4х2)? 











Следовательно, $\ = тип! — 172 — ат +О(п-?). 


9.37 Эта сумма равна 


>} п-«ю[п/(а-+ 1 <к< п/а] 
К, 421 


— 5 а((“/9 "') _ (Иа =) 


421 


= -> (№9 +") 


421 


Оставшаяся сумма подобна (9.55), но без множителя и(а). Ис- 


пользованный нами метод работает и здесь, но вместо 1/((2) мы 
2 


получим ((2), так что ответом будет (1 — т) п? + О(п1орп). 

9.38 Заменим К нап—Ки положим ак (п) = (п-К)"-^ (1). Тогда 
пак(п) =п№п—ШшКк!-—К+О(Ки-') и можно использовать замену 
хвоста с Бк(п) = пте-К/К!, ск(п.) = Кок (п)/п, О, ={К|К< Шт}, 


получая в итоге У `„_сак(п) = п"е!/® (1 +О(п )}. 


9.39 Замена хвоста с Бк(п) = (шп — К/п — 7К2/п2 ) (а п.) К/К, 
ск(п) = п 3(шп) +9, О, = {К |0 < К < 101}. Для 
К = 10 шп имеем К! = УК (10/е)*(шп)к, поэтому К-й член есть 
О (п 10 12(10/е) орп). В ответе получаем 


] 
пиши — Ши — уп) (1 + шп)/п-+ О (п-^ (105 п)°) 


9.40 Объединяя члены попарно, получим Н\ — (Нк — 55)" = 


пни плюс еще члены, сумма которых по всем К > | составляет 
О(Т). Пусть п четно. Из формулы суммирования Эйлера 


у нп -у (ш.2е\к)т-1 + О(к-'(оБк)"-?) 
к 
К=1 К=1 
у. \ т 
т от. 
м 


следовательно, сумма равна тНт - О(Т). В целом ответ — 
т(-П)"Нл + 0(Т}. 
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9.41 Положим х =ф/ф =-ф_". Имеем 


п 
у п ЕР, — 
К=1 


(1$ —шУ5+Ш(1 - а^)) 


[М: 


= 
| 


1 


_ пт -+1) п, 
= 5 шп ф 5 15 
+» ша“) - У ш(1- а^). 
К>1 К>п 


Последняя сумма есть )_‚_„О(х“) = О(м"). Следовательно, по- 
лучаем ответ 
фт (+1 /25-"/2С + О(ф""-3)/25-п/2 
где С = (1—х)(1- &2)(1—о3)... я 1.226742. 


9.42 Утверждение в указании вытекает из того, что [9 / (1) = 


к от. [4 — — —_ 
ет < тн < т. Пусть т = [ап] = п — е. Тогда 


(1) <>) 
< (++) = (=. 


Следовательно, хам (1) = (")0О(1) и остается оценить (т). 
Из аппроксимации Стирлинга имеем Ш(“) = —Шшп — 
(хп — е) 1(х—е/п) — ((1-жп + е) ш(Т-х-+е/п) + О(Т) = 
—7 шп — опша- (1-м (1 — х) + 0(1). 





9.43 Знаменатель содержит множители вида 2—, где а) — ком- 
плексный корень из единицы. Из них только множитель 2 -— 1] 
входит с кратностью 5. Из (7.31) поэтому следует, что только 
один корень имеет множитель О(п“^) и этот коэффициент есть 
с = 5/(5!.1.5.10.25.50) = 1/1500000. 


9.44 Аппроксимация Стирлинга позволяет утверждать, что для 
щ1(х—“х!/ (х — х)!) имеется асимптотический ряд 


В 
—«— (х+1 — а) ш(1 — а/х) — 5 (х —(х-а)-") 
В 
4 - (< —(х- х)—?) т. 
в котором каждый коэффициент при х_\^ является многочленом 
от х. Следовательно, х`^х!/(х — х)! = со(х) + с1(®)х +... + 


с«(“)х"-+-О(х-"-Т) при х - оо, где си (х) — многочлен от х. Мы 
знаем, что с, (х) = [”.] (—1)", если х— целое, и [”„] есть много- 


член от х степени 2п; следовательно, с» (х) = |”. | (—1)" для всех 
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(Дальнейшее обсу- вещественных %. Другими словами, асимптотические формулы 


ждение см.в [152].) п, а 
х® — у | — , (-1)°х-к + О(х®"-Т), 
к=0 
хх — у и хи-к + О(х*—"-') 
х—К 


| 


0 


обобщают формулы (6.13} и (6.11), имеющие место в целочислен- 
ном случае. 


9.45 Пусть неполными частными при разложении сх в цеп- 
ную дробь будут (а1, а2,...); обозначим через хи цепную дробь 
1/(ам + бил) АЛЯ т > 1. Тогла О(хпт) = О(ж,п) < 
О (х2, [2ж1п]) + а +3 < О(а, [2 [вп] |) + а +а2 +6 < --: < 
О (хш-, [© |... [бат] ...]]) + ат + --- + ат + Зм < 01... тп + 
а1 + ..: + аж + Зт для всех т. Поделим на п и устремим п к 
со; предел будет меньше, чем %1...хи для всех т. И, наконец, 


имеем 
] ] 


©... Жи = <. 
К(ат,... , ат-1, ам -+ бт) Ра 


9.46 Для удобства будем вместо т(п) писать просто т. Из ап- 
проксимации Стирлинга получаем, что К"/К! достигает макси- 
мального значения при К & т А п/ш п, поэтому заменим К на 
тт, К и найдем, что 

(т. К)" шп 2 т, 


тек! ПП атм 2 


(т п) К” 3—2 
= +О(Кщм “]0ёп)}. 
На самом деле мы хотим заменить К на [тп] + К; это добавит 
еще О(Кщ-! 10 п). Метод замены хвоста с |К| < т!/2*е позво- 
ляет выполнить суммирование по К и найти довольно хорошую 
асимптотическую оценку через величины © из (9.93) 


т 





епт 
яп = —— (От) + 0(1)) 
м2 


т, 
— от-п-1/2 п т оп 
е плут (1+0(3287) 


Отсюда вытекает требуемая формула с относительной погрешно- 
стью О (105105 п/]оБ п). 





9.47 Пусть 10 п =1+0, где0 < 0 < 1. Нижняя сумма (суммас 
функцией пол) равна \(п-+1)-+1— (т. +! —1)/(т.—1); верхняя сумма 
(с функцией потолок) равна (1+ 1)п — (м1 —1)/(т.-— 1); точная 
сумма есть (1+9) п —п/ш т-О (105 п). Если пренебречь членами 
порядка о(п), то разность между верхней и точной суммой будет 
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равна (1 — + (0) ) п, а разность между точной и нижней суммой 
будет {(9)п,, гле 





1—0 1 
#0) = —+0———. 
т, — ] шт 
Максимальное значение этой функции есть 10) = ЕП = 


т./(т — 1) — 1/3 м, а ее минимальное значение п шт/ш т + 
1 — (п(т — 1)) /а м. Верхнее значение ближе к точному, когда 
п близко к степени т, а нижнее точнее, когда 9 лежит где-то 
между Ои 1. 


9.48 Пусть ак = ак + 5к, где ак — число цифр перед десятичной 
точкой. Тогда ак = 1-+ [1о5 Нк] = 105105 К + О(1); здесь Чор’ озна- 
чает 1о5\0,. Чтобы оценить к, найдем число десятичных цифр, 
требуемое для различения некоторого числа 1 от близких к нему 
чисел 1 —-еиу+е’'. Обозначим через 6 = 10? длину диапазо- 
на чисел, округляемых до 1. Тогда имеем | —1| < 5, а также 
< 90—55 иИу-Е’ > 9+15. Следовательно, е-+ е' > 5. С другой 
стороны, если 6 < шш(Е, Е’), то округление позволяет отличить 1 
от обоих чисел \—Еи\/- Е’. Таким образом, 10-б* < 1/(к—1)-+1/К 
и 101'-5к > 1/К; получаем поэтому Бк = 105 К-+О(1). Окончательно 
находим ) „| ак =) 1 (105 К+ 105105 К-- О(1)), что по формуле 
суммирования Эйлера есть п ]ор п + п1о51овп + О(п.). 


9.49 Мы имеем Н, > шп-+у+ тт — уп = (п), причем 


(х) возрастает для всех х > 0; следовательно, если п > е* УТ, то 
Н‚ > Ке* 7) > ах. Кроме того, Ни_1 < шп +у-— тт = 90(п.), гле 
9(х) возрастает для всех х > 0; следовательно, если п < ее”, то 
Ни-1 < 9(е* 7) < х. Таким образом, Ни_1 < х < Н, означает, 
что е^ У +1 > п > е*\" —Т. (Более точные результаты были 
получены Боасом и Ренчем [28].) 


9.50 (а) Ожидаемый результат равен )`\<<н к/(к2нС) 


2 
Нх ино, а нам нужно асимптотическое значение с точностью 


О(М-'): 


Юму О(М-') 
п2/6 — МТ + О(М-^) 
_ 6]п 10 6у 36110 п 


=> п >> + 4 тоя +000”). 





Коэффициент (61 10)/л? = 1.3998 говорит, что мы ожидаем при- 
близительно 40% дохода. 
(Ъ) Вероятность получения прибыли равна 


У иен®) =1-н@уно, 


п<к<М 
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и, поскольку Н@®) = м —п'!+ т 2+0(п- 3), эта вероятность 
равна 
11-2 3 
пб эм ^+Оп 6 3 
пои чом) = п — — п" + О(п- 3) , 
7/6 + О(М-') п п 


т.е. убывает с ростом п. (Ожидаемое значение в п.(а) велико 
потому, что оно включает такие огромные выплаты, которые по- 
влияли бы на всю мировую экономику, если бы когда-нибудь при- 
шлось бы их выплачивать.) 


9.51 Строго говоря, это неверно, поскольку функция, предста- 
вляемая О(х_^), может оказаться неинтегрируемой. (Это может 
быть, например, функция ‘[хЕ $]/х?', где $ — неизмеримое мно- 
жество.) Но если предположить, что 1(х) — интегрируемая фун- 
кция, такая, что {(х) = О(х-?) при х -— со, то | | (х) ах| < 
ГЕО] ах < [> Сх-? ах = Сп". 

9.52 Цепочку возведений в п-ю степень можно на самом деле за- 
менить любой функцией {(п.), сколь угодно быстро стремящейся 
к бесконечности. Определим последовательность (ту тп ,11о....), 
положив по = 0 и взяв в качестве тк наименьшее целое число 
> щк_1, такое, что 


к+] 
(= 
Пусть теперь А(?2) = У к (2/К)"*. Этот степенной ряд сходится 
для всех 2, поскольку члены для К > |2| ограничены геометриче- 
ской прогрессией. С другой стороны, А(п+1) > (м +1) /п.) п" > 
(п. + 1)2, следовательно, шин {(п)/А(п) = 0. 


)` > Кк+1)2. 


9.53 По индукции, О-член есть (т — 1)! 1 [о "1 (х — 4) а&. 
Поскольку ("+ имеет знак, противоположный #("), абсолют- 
ная величина этого интеграла ограничена | (0) Г. {""-Т 44; так 
что погрешность ограничена абсолютной величиной первого от- 
брошенного члена. 


9.54 Пусть 9(х) = Е(х)/х®. Тогла д'(х) > —<а(х)/х при х -} сю. 





Звучит как По теореме о среднем 9(х — 5) — 9(х +5) = —9'(у) -> *9(у)/у 
„теорема о сквер- — для некоторого 1) в диапазоне от х — + дох + +. Далее, 9(у) = 
ном“. 
9(х) (1+0(1/х)), так что 9(х—5)—9(х+1) > «9(х)/х = о (х)/х1+®. 
Следовательно, 
ЕК) 1 1 1 
Увы =о(У (к-р -9к+у)) = 0(9%- 1). 
К2и К>и 


9.55 Оценка величины (п ЕК+ 7) (1 + К/м) + п-К- 5) х 
(1 — К/п) расширяется до К?/п. + К\/бп? + О(п-3/2*3®), так что 


6 ъ —К^/ бт? 
нам, по-видимому, придется добавить в Бк(п) множитель е 
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2 
и взять ск(п) = 22" п_2+°е-К/“. Лучше, однако, не трогать 5х (п) 
и положить 


ск(п) = 22" п-2+5е е-К“/м + 22" и-5+5е 4 е-К*/п 
заменяя тем самым е-*'/б"”°на 1 + О(К\/п3). Сумма у к к4е-к/м 
есть О(п?/2), как показано в упр. 30. 


9.56 Если К < п!/2+6, то из аппроксимации Стирлинга получа- 
ем ш(пе/пк) = к/т + тК/п— 5К/п2 +О(п7'+4®), следователь- 
но, 


пе/пк = е-/2" (1+ К/2п — 2К/(2п.)? + О(п'+*°)). 


Просуммируем, учтя тождество из упр. 30 и не забывая опускать 

члены с К = 0, и получим —1-+ 92 + 9." — 297) + О (п 1/24) = 
пт/2 — 3+ О(п"/2+4). 

9.57 Если воспользоваться указанием, то данная сумма пре- 

вратится в Г це “с(1 + и/ш п.) ам. Одно из определений дзета- 

функции — ряд 


СТ 2) = 1+) (-П”уа"И ти, 


щт>0 


где уо =, а ум — константа Стилтьеса [284, 131] 


п 
(вК)" (шп) "+1 
в м - т) 
Следовательно, наша сумма равна 


ши-у- 27 (2 п)! + 3у2(шп)-^ _... 
9.58 Пусть 0 < 0 <Ти{(2) = е?"*29/(е?" = — 1). Имеем тогда 


е-2пу9 


1. 
ТЕ < !, если х шо4 | = 5; 


[(=)| = 
е-2ту9 1 


[(2)| < е-2му —1| тж, лире 


Следовательно, (2. | ограничен на контуре и интеграл есть 
О(М!-"). Вычет функции 274{(2)/2" в точке 2 = К # 0 равен 
е?”\К9 /км. вычет в точке 2 = 0 есть коэффициент при 7_' в раз- 
ложении 


е2т120 тт (вов +...) — ти (858) +В (6) +...) 
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а именно, (271)"В„(9)/ти. Следовательно, сумма вычетов вну- 
три контура равна 


(2лу)" 
Ви 
т: 





м 
К=1 


Эта сумма равняется интегралу по контуру, т.е. О(М!`"), и, сле- 
довательно, стремится к нулю при М -—} со. 


9.59 Если Кх) — достаточно хорошая функция, то имеет место 
общее тождество 


У Ек+ => 6(2пп)е?””“, 
к п 


где С(у) = > е—*9*Е(х) ах. (Это „формула суммирования Пуас- 
сона' и ее можно а в стандартных учебниках, например, в 
Хенричи [336, Теорема 10.6е].) 


9.60 Согласно упр.5.22 рассматриваемая формула эквивалент- 


на 
У ] ] 5 21 
172 11/2 (1 _ —5 
и и ( п | 12812 * 1024п3 327684 Ом ). 


Следовательно, нужный результат вытекает из упр. 6.64 и 9.44. 
9.61 Основная идея — сделать х ‚почти“ рациональным. Пусть 
2к 
ак = 22’ —К-е неполное частное в разложении ох. Положим п = 
1 ат+19т, где ам = К(ат,..., ат), причем т. четно. Тогда 0 < 

С тб} < 1/К(ат,... ат) < 1/(2н), и если взять у = аш-+1/(4п), 

то получим отклонение от равномерности > тат. Если бы это 
1-е Е —_ 1- 

было меньше, чем п `°, то мы имели бы а"! = О(9 °), но на 
2% 

самом деле ат+т > ал. 


9.62 См. Кэнфилл [173]; в работе Дейвид и Бартон [101, гл. 16] 
можно найти асимптотику чисел Стирлинга обоих родов. 


9.63 Положим с = ф^_ $. Оценка сп®-'+0о(п?-') доказана Фай- 
ном [76]. Илан Варди заметил, что сформулированную более точ- 
ную оценку можно ети из прибливитеньного рекуррентно- 
го соотношения с?п?-Фе(п) = — )_„е(К)П <К<сп?-1], которому 
удовлетворяет остаточный член е(п) = С < ) — сп?-Т. Этому соот- 
ношению асимптотически удовлетворяет функция 


Еще дальше в ре- п®*—1щ (11 п 11 ф) 

шении этой задачи о № ) 

продвинулся Жан- 

Люк Реми, Лоигпа! если ц(х +1) = —щ(х). (Варди высказал гипотезу, что 


ог МитЬег Твеогу, 


уо1. 66 (1997), 1-28. (п) = пФ (сыт) бал + 0(повт)-2)} 
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для какой-то из таких функций и.) Вычисления для малых п 
показывают, что #(п) равняется ближайшему целому к сп?! 
для всех | < п < 400 за одним исключением: 1(273) = 39 > 
с. 273$-1 = 38.4997. Однако эта малая погрешность постепенно 
возрастает из-за результатов, аналогичных упр. 2.36. Так, напри- 
мер, е(201636503) = 35.73; е(919986484788) = —1959.07. 


9.64 (Из этого тождества для В>2(х) легко выводится при помо- 
тци индукции по т, тождество из упр. 58.) Если 0 <х < 1, то мож- 
но записать интеграл Г: зш Млё 41/з11 7 в виде суммы М инте- 
гралов, каждый из которых есть О(М-^), так что весь интеграл 
есть О(М-'); константа в этом О может зависеть от х. Интегри- 
руя тождество )_^_| сов 2ил+ = Я (е2"“(е?№"\ — 1)/(е?”"й —1)) = 
> + 7 511(2№ + 1)7/з107 и устремляя М к сю, получаем 
„>1(12плх)/п = 5 — лх— соотношение, известное Эйлеру 
([371] и [374, Раш 2, 892]). Еще одно интегрирование дает же- 
лаемую формулу. (Это решение было предложено Э. М. Э. Вер- 
мутом [52]; собственное решение Эйлера не удовлетворяет совре- 


менным критериям строгости.) 


9.65 Поскольку ао + ап" + ам? +... = 1+ п- 7х 
(+ а! (п — 1)-' +а2(п —1)-2+...), имеем рекуррентное соот- 
ношение аш = >, (№) ак, которое совпадает с соотношением 


для чисел Белла. Следовательно, ам = @м. 
Несколько более длинное, но и более информативное до- 
казательство основывается на том факте, что, в силу (7.47), 


1/(п-— 1)... пм = пк. 


9.66 Ожилаемое число различных элементов в последователь- 


ности 1, Е(Т), +(1(Т)),..., когда { является случайным отображе- „Сейчас уже твердо 
нием множества {1,2,...,п} в себя, есть функция О(п.) из упр. 56, установлен тот 
и ее значение равно ТУ/2лп + О(1); это может как-то помочь в ПАРААОКСАЯРНЫЙ 
факт, что самые 
установлении множителя у 2те. крайние абстрак- 
_ ии как раз и 
9.67 Известно, что шхл ^^ 5т2 1 4; константа е_"/6 проверена Ц Р 
3 представляют 


эмпирически с точностью до восьми значащих цифр. орудия нашего по- 


9.68 Равенство будет нарушено, если, например, е\_У = т-+ : + фактов конкретных 
ов: 


Е/т для некоторого целого т и некоторого 0 < Е < 5; однако не — А.Н. Уайтхел 
известно ни одного контрпримера. [300] 


„Эта статья вос- 
полняет досадный 
пробел в литера- 


туре" 
— Май. Вемеу/я 
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шенсае соПесё, уоате 1, 473-476. Воспроизведено в его 
Орега Ошша, зет1ез 1, уоатше 3, 211-217. 


Эйлер Л. (Г. Ещето). „ОЪзегуаЙопез стса поушт её эпащаге 
ргортеззопит вепиз“ Моу! соттепаг! аса4епл1ае зслепйагит 
ппрепа|з РегороШапае 20 (1775), 123-139. Воспроизведено 
в его Орега Ошша, зеез 1, ухоаште 7, 246-261. 


Эйлер Л. (Г. Ещего). „Ое зее ГагаБегипа, ратии1заие ег 
11$121169$ ргориефай из, Асва аса4ет!ае злепнагит ппрета[5 
РегороШапае 3,2 (1779), 29-51. Воспроизведено в его Орега 
Отша, зет1ез 1, уоаше 6, 350-369. 


Эйлер Л. (1.Ещего). „эЭресппеп фтапзюгтайоп15 япЕ9- 
]аг1з зепегит“ Моуа асфа асаетуа зсепйагит ппрепа|$ 
РегороШапа 12 (1794), 58-70. Представлено в 1778 г.. 
Воспроизведено в его Орега Оша, зет1ез 1, уоште 16(В), 
41-55. 


ЭлькисН. (Моаш О. Еез). „Оп А“ + В* + С* = 04“ Маве- 
танс$ оЁ СотрщаНоп 51 (1988), 825-835. 


Эндрюс Г. Э. (Сеогре Е. Апагежз). „Арр|Псаоп$ оЁ Ъаз1с Бу- 
регреотей1с апсНопз" 51АМ Везем 16 (1974), 441-484. 


Эндрюс Г. Э. (Сеогре Е. Апагемз). „Оп зотЯшр мо ог4егеЯ 
зеёз“ П1зсгее Ма етайсз 11 (1975), 97-106. 


Эндрюс Г. Э. (Сеогре Е. Апагемз). ТВе ТВеогу оЁ РагИНопез. 
АЧ91зоп-\УТез]еу, 1976. [Имеется русский перевод: Эндрюс Г. 
Теория разбиений. — М.: Наука, 1982. 


Эндрюс Г. Э. (Сеогре Е. Апагемз). „Ел]ег’; ‘ехетрииа паето- 
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га). „Чет 1ез п со шпафог1с$ [У: ОЕегепнаНоп апа Багтог1с 
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Эрдёш П. (Ег@бз Ра]. „Аз х. + х. +... + > Ь еруее 
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В. Г. СгаБат, [. 0. Влаеза, апа Е. С. Э%таиз). „Оп #Ъе ргипе #ас- 


фогз о# (")“ Ма{ВетаНсз$ оЁ СотршанНоп 29 (1975), 83-92. 
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Первоисточники упражнений 


УПРАЖНЕНИЯ для этой книги подбирались из многих источ- 
ников. Авторы книги старались проследить происхождение всех 
задач — исключение составляют случаи, когда упражнение столь 
элементарно, что придумавший его, вероятно, и не помышлял 
что-либо придумать. 

Многие упражнения заимствованы из станфордских экзаме- 
национных задач по курсу конкретной математики. Зачастую но- 
вые задачи для этих экзаменов предлагались самими преподава- 
телями и ассистентами — вот подходящий повод перечислить их 
имена. 


Год Преподаватель Ассистенты 


1970 Дон Кнут Воган Пратт 
1971 Дон Кнут Лео Гюиба 
1973 Дон Кнут Хенсон Грейвс, Луи Жуайек 
1974 Дон Кнут Скот Драйсдейл, Том Портер 
1975 Лон Кнут Марк Браун, Луи Траб Пардо 
1976 Энди Яо Марк Браун, Лайл Рэмшоу 
1977 Энди Яо Йосси Сило 
1978 Фрэнсис Яо Йосси Сило 
1979 Рон Грэхем Фрэнк Лианг, 

Крис Тонг, Марк Хайман 
1980 Энди Яо Андрей Бродер, Джим Мак-Грат 
1981 Рон Грэхем Орен Паташник 
1982 Эрнст Мэйр Ажоан Фейгенбаум, Дэйв Хелмболд 
1983 Эрнст Мэйр Анна Карлин 
1984 Лон Кнут Орен Паташник, Алекс Шаффер 
1985 Андрей Бродер Пан Чжень, Стефан Шаркански 
1986 Лон Кнут Ариф Мёчант, Стефан Шаркански 


Помимо перечисленных специалистов, свой вклад в данный курс 
внесли Дэйвид Кларнер (1971), Боб Седгевик (1974), Лео Гюи- 
ба (1975) и Лайл Рэмшоу (1979), каждый из которых принял 
приглашение прочитать шесть и более лекций. Подробные записи 
лекций, которые каждый год составлялись ассистентами и редак- 
тировались преподавателями, послужили основой этой книги. 


Практические 
занятия были 
очень ценными, я 
бы даже сказал — 
бесценными. 


Оставьте на сле- 
дующий год Того 
же преподавателя 
И тех же ассистен- 
ТОВ. 


Практические 
пособия весьма 
удачны и полезны. 


Практически я ни- 
когда не „получал“ 
чисел Стирлинга. 
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Пойа [242, с. 120]. 

Скорер, Гранди и Смит [275]. 
Венн [51]. 

Штейнер [356]; Робертс [261]. 
Гаусс [69]. 

Коши [165, замечание 2 к 
теореме 17]. 

Эткинсон [397]. 

Идея Вуда [58]. 

Штейнер [356]; Пойа [242, гл. 3]; 
Врат Альфред [33]. 

Дьюдени [112, головоломка 1]. 
Болл [29] приписывает автор- 
ство Б. А. Суидену. 

Основано на идее Питера 
Шора.* 

Бьорн Поонен.* 


Фрейм, Стюарт и Данкель [320]. 


Айверсон [4, с.11]. 

[139, упр. 1.2.3-2]. 

[139, упр. 1.2.3-25]. 

Вине [24, $4]. 

Выпускной экзамен 1982 г. 
[139, упр. 1.2.3-26]. 
Коллоквиум 1979 г. 
Коллоквиум 1973 г. 
Стилтьес [285]. 

Риман [260, 83]. 

Эйлер [370] дал ошибочное 
„доказательство’, используя 
расходящиеся ряды. 
Голомб [76]; Варди [47]. 
Лео Мозер.* 

Эрнст Мэйр, домашнее задание 
1982 г. 

Дирихле [110]. 

Чейс [347]; Фибоначчи [312, 
с. 77-83]. 

[139, упр. 1.2.4—48(а)]. 
Битти [26]; Найвен [227, 
теорема 3.7]. 

[139, упр. 1.2.4-34]. 
Коллоквиум 1975 г. 

[139, упр. 1.2.4—41]. 

Браун [36]. 

Ахо и Слоан [12]. 

Грейтцер [81, задача 1972 /3, 
решение 2]. 

[89]. 

Коллоквиум 1984 г. 
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Коллоквиум 1970 г. 
Коллоквиум 1975 г. 
Коллоквиум 1976 г. 
Коллоквиум 1986 г; [147]. 
Коллоквиум 1974 г. 
Коллоквиум 1971 г. 
Коллоквиум 1980 г. 

Кламкин [133, задача 1978/3]. 
Успенский [308]. 

Ахо и Слоан [12]. 

Грэхем и Поллак [91]. 
Холанд и Кнут [340]. 

Р.Л. Грэхем и Д.Р. Хофштал- 
тер.* 

Френкель [322]. 

Ш. К. Стейн.* 

[146, $526]. 

Силвестер [273]. 
[144, с. 148—149]. 

Бертран [23, с. 129]; Чебышев 
[344]; Райт [252]. 

Бриларт [40]; Уильямс и 
Дюбнер [302]. 

Крау [169]. 

Лежандр [186, второе издание, 
введение]. 

[140, упр.4.5.3-43]. 

Паскаль [232]. 

Харди и Райт [335, 814.5]. 
Ахо и Слоан [12]. 

Люка [206]. 

[88]. 

Штикельбергер [358]. 
Лежандр [186, $135]; Харди и 
Райт [335, теорема 82]. 

[140, упр.4.5.1-6]. 

[140, упр. 4.5.3-39]. 

[140, упр.4.3.2—13]. 

Лемер [189]. 

Гаусс [67, $878]; Крелль [168]. 
Коллоквиум 1974 г. 
Коллоквиум 1973 г., идея Рао 
[254]. 

Коллоквиум 1974 г. 

Логан [200], ф-ла (6.15)]. 
Частный случай представлен в 
[148]. 

Серпински [270]. 

Кёртис [130]; Эрдёш [389]. 
Милс [222]. 

[139, упр. 1.3.2-19]. 
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Барлоу [13]; Абель [1]. 
Пирс [237]. 

Рибенбойм [259]; Серпин- 
ски [271, задача РЗ |. 
[86]. 

Крамер [166]. 

П. Эрдёш.* 

[391, с.96]. 

[391, с. 103]. 

Ландау [181, том 2, ф-ла 648]. 
Форкадель [316]. 

Лонг и Хоггат [204]. 
Курсовой выпускной экзамен 
1983 г. 

Коллоквиум 1975 г. 

[139, упр. 1.2.6-20]. 
Диксон [108]. 

Эйлер [363]. 

Гаусс [68, 87]. 

Эйлер [382]. 

Куммер [170, ф-ла 26.4]. 
Госпер [79]. 

Бейли [17, $10.4]. 
Куммер [171, с. 116]. 
Вандермонд [45]. 

[139, упр. 1.2.6-16]. 
Рёдсет [258]. 


Пфафф [249]; [139, упр. 1.2.6-31|. 


Раньян Рой.* 

Рой [262, ф-ла3.13]. 

Гаусс [68]; Ричард Аски.* 
Фрейзер и Мак-Келлар [319]. 
Станфордский общеобразова- 
тельный экзамен по информа- 
тике (зимний семестр 1987 г.). 
[139, упр. 1.2.6-41]. 

Люка [207]. 

Коллоквиум 1971 г. 
Коллоквиум 1974 г. 
Коллоквиум 1980 г. 
Коллоквиум 1983 г. 
Коллоквиум 1984 г. 
Коллоквиум 1976 г. 
Коллоквиум 1985 г. 

Лайл Рэмшоу, лекция по 
приглашению, 1986. 

Эндрюс [384, теорема 5.4]. 
Вильф [53, упр. 4.16]. 

Эрмит [394]. 

Коллоквиум 1979 г. 
Коллоквиум 1971 г. 


5.76 [139, упр. 1.2.6-59 (исправлен- 
ное)]. 

5.77 Коллоквиум 1986 г. 

5.78 [142]. 

5.79 Мендельсон [217]; Монтгомери 
[225]. 

5.81 Выпускной экзамен 1986 г.; 
[1511. 

5.82 Хиллман и Хоггат [338]. 

5.85 Су [289]. 

5.86 Гуд [93]. 

5.88 Эрмит [395]. 

5.91 Уиппл [303]. 

5.92 Клаузен [134], [135]. 

5.93 Госпер [79]. 

5.95 Петковшек [236, следствие 3.1]. 

5.96 Петковшек [236, следствие 5.1]. 

5.98 (Ира Гессель.* 

5.102 Г.С. Вильф.* 

5.104 Фолкер Штрел.* 

5.105 Хенричи [337, р.118]. 

5.108 Апери [8]. 

5.109 Гессель [71]. 

5.110Р. У. Госпер, мл.* 

5.111 [391, с.71]. 

5.112 [391, с. 71|. 

5.113 Вильф и Зильбергер [54]. 

5.114 Штрел [359] указывает в 

качестве автора А. Шмидта. 

Фибоначчи [312, с.283]. 

[141, упр.5.1.3-2]. 

Тейзингер [292]. 

Гарднер [63] приписывает 

авторство Денису Уилкину. 

Люка [206]. 

Люка [208, гл. 18]. 

Лах [185]; Л. У. Флойд.* 

Коллоквиум 1977 г. 

Шаллит [349]. 

[139, упр. 1.2.7-15]. 

Кламкин [133, задача 1979/1]. 

Коллоквиум 1973 г. 

Брук и Уолл [42]. 

Матиясевич [214]. 

Франческа [317]; Уоллис [305, 

гл. 4]. 

Люка [206]. 

[140, упр. 4.5.3-9(с]]. 

Дейвисон [103]. 

Коллоквиум 1985 г.; Рам [253]; 

Дейкстра [104, с. 230-232]. 
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Уоринг [306]; Лагранж [176]; 
Вольштенхольм [56]. 
Эсваратасан и Левайн [396]. 
Кауцки [128] излагает частный 
случай. 

Штаудт [355]; Клаузен [136]; 
Радо [251]. 

Эндрюс и Утимура [388]. 
Коллоквиум 1986 г. 

Задача коллоквиума 1984 г., 
предложенная Р. Флойлом.* 
[139, упр. 1.2.8-30]; коллоквиум 
1982 г. 

Барр [14]. 

Выпускной экзамен 1976 г. 


Д. Ворузн и П.Борузн [32, 33.7]. 


[139, разд. 1.2.10]; Стенли [282, 
предложение 1.3.12]. 

Танни [291]. 

[141, упр. 5.1.3-3]. 

Чжун и Грэхем [348]. 

Логан [201]. 

[141, упр. 6.1-13]. 

Эйлер [374, часть 2, гл. 8]. 
Эйлер [372, гл.9 и 10]; Шрётер 
[354]. 

Эткинсон [398]. 

[141, ответ 5.1.3-3]; Ленжиель 
[193]. 

Логан [201]. 

Во$фоп Нега]А, от 21 августа 
1904 г., раздел юмора 
Зилверман и Дан [118]. 

[149]. 

[85], по модулю ошибки вычи- 
сления. 

Барр [14]. 

[158]. 

[140, упр. 4.5.3-2 и 3]. 

Адамс и Дейвисон [3]. 

Лемер [190]. 

Часть (а) из работы Эсварата- 
сана и Левайна [396]. 

[139, упр. 1.2.9-1. 

Зейв [117]. 

[139, упр. 1.2.722]. 

Выпускной экзамен 1971 г. 
[141]. 

Рэни [265]. 

Белл [20]. 

Пойа |241]; [139, упр. 2.3.4.4-1]|. 


чо чнянан 
ш- мм Бы 
о мою оо 


мм 
4 © > ® 


хоча’ +-оо 


лм мм л мврррьвроо 


со со о о ча ча о м о нанннмання м 
> чл > — © мл Же) 


ыыы 


8.27 
8.29 
8.32 


[153]. 

Юнген [399, с. 299] указывает в 
качестве автора А. Гурвица. 
Пойа [243]. 

Домашние задания 1983 г. 
Майерс [210]; Седлачек [268]. 
[140, доказательство Карлитца 
леммы 3.3.38]. 

[139, упр. 1.2.8-12]. 

[391, с. 25-26] указывает в 
качестве авторов Л. Мирского и 
М. Ньюмена. 

Выпускной экзамен 1971 г. 
Томас Фидер.* 

Выпускной экзамен 1974 г. 
Эйлер [373, абзац 50]; выпуск- 
ной экзамен 1971 г. 

Карлитц [125]. 

[139, упр. 1.2.9-18]. 

Андре [7]; [141, упр.5.1.4-22]. 
Выпускной экзамен 1974 г. 
Гросс [83]; [141, упр. 5.3.1-3]. 
де Брейн [98]. 

Во и Максфилд [55]. 
Выпускной экзамен 1984 г. 
Уотерхауз [307]. 

Шрёдер [353]; [139, упр. 2.3.4.4-— 
31 


Фишер [314]; Перкус [235, 

с. 89-123]; Стенли [281]. 
Хаммерсли [331]. 

Эйлер [378, часть 2, раздел 2, 
гл. 6, 891]. 

Меснер [221]. 

Стенли [280]. 

Эйлер [377]. 

В 391, с. 48] имеется ссылка на 
П. Эрдёша и ЦП. Турана. 

Томас М. Ковер.* 

[139, упр. 1.2.10-17]. 

Пэтил [250]. 

Джон Кнут (в возрасте 4-х лет) 
и Л.Э.К.; выпускной экзамен 
1975 г. 

[139, упр. 1.3.318]. 

Фишер [315]. 

Гуиба и Одлыжко [94]. 
Выпускной экзамен 1977 г. 
Харди [334] ошибся в анализе 
этой ситуации и пришел к 
противоположным выводам. 
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Титчмарш [294]. 

Глейшер [75]. 

де Брейн [97, 83.7]. 
Выпускной экзамен 1976 г. 
Выпускной экзамен 1973 г. 
Выпускной экзамен 1975 г. 
Семинары 1980 г. 

[140, ф-ла4.5.3-21]. 
Выпускной экзамен 1977 г. 
Выпускной экзамен 1975 г., 
идея Рейча [256]. 
Выпускной экзамен 1977 г. 
Выпускной экзамен 1980 г. 
Выпускной экзамен 1979 г. 
'Трикоми и Эрдейи [295]. 


8.35 Выпускной экзамен 1981 г. 

8.36 Гарднер [64] указывает в 
качестве автора Ажорджа 
Сичермана. 

8.38 [140, упр. 3.3.2-10]. 

8.39 [143, упр. 4.3(а)]. 

8.41 Феллер [310, упр. [Х.33]. 

8.43 [139, разд. 1.2.10 и 1.3.3]. 

8.44 Выпускной экзамен 1984 г. 

8.45 Выпускной экзамен 1985 г. 

8.46 Феллер [310] указывает в каче- 
стве автора Гуго Штейнгауза. 

8.47 Выпускной экзамен 1974 г.; 
задача возникла при анализе 
2—3-деревьев. 


с А. Н> Н> > > > ооо 
ь=оФо чо но ох<очотлььооч 


* Неопубликованное личное сообщение. 


8.48 Выпускной экзамен 1979 г. де Брейн [97, 86.3]. 
8.49 Блом [27]; выпускной экзамен Домашнее задание 1980 г.; [141, 
1984 г. ф-ла5.3.1-34]. 
8.50 Выпускной экзамен 1986 г. Выпускной экзамен 1980 г. 
8.51 Выпускной экзамен 1986 г. Выпускной экзамен 1974 г. 
8.53 Феллер [310] указывает в каче- Выпускной экзамен 1984 г. 
стве автора С.Н. Бернштейна. [82, 84.2.1]. 
8.57 Лайл Рэмшоу.* Пуанкаре [247|; Борель [31, 
8.58 Гюибаи Одлыжко [94]. с.27.. 
9.1 Харди [333, 1.3(5)]. 3 Пойа и Сеге [244, часть 1, 
9.2 Часть (с) взята из Гарфункель задача 140]. 
[65]. 57 Эндрю М. Одлыжко.* 
9.3  [139, упр. 1.2.11.1-6]. 58 Хенричи [336, упр. 4.9.8]. 
9.6 [139, упр. 1.2.11.1-3]. 9.60 [157|. 
9.8 Харди [333, 1.2(1%)]. 9.62 Кенфилд [173]. 
9.9 Ландау [180, том 1, с.60]. 9.63 Варди [47]. 
9.14 [139, упр. 1.2.11.3-6]. 9.65 Комте [161, гл. 5, упр. 24]. 
9.16 Кнопп [137, издание > 2, 864С]. 9.66 М. П. Шюценберже.* 
9.18 Бендер [21, 83.1]. Либ [195]; Стенли [282, 
9.20 Выпускной экзамен 1971 г. упр. 4.37(с]]. 
9.24 [82, 34.1.6]. Боас и Ренч [28]. 


Указатели 


В СЛУЧАЕ, КОГЛА УКАЗАТЕЛЬ отсылает к странице, содер- 
жащей соответствующее упражнение, из ответа к этому упраж- 
нению (в приложении А) можно извлечь дополнительную инфор- 
мацию; при этом номера страниц с ответами не указываются, если 
только указатель не отсылает к понятию, которое не фигуриру- 
ет в формулировке соответствующего упражнения. Некоторые не 
представленные здесь обозначения (типа х”, [х| и (")) перечи- 
слены на сс. 1Би 16 в разделе „Значения обозначений‘ [В именной 
указатель вошли также и ссылки на авторов добавленной при пе- 


(Здесь должны 
быть ссылки и на 


граффити.) 


реводе литературы. | 


ИМЕННОЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Абель (АЪе|, №е!з НепиК) 651, 686 

Абрамовиц (АБгатомИа, МЩоп) 61, 68, 651 

Агеев Михаил Илларионович 678 

Адамс (Адатз, У/ИШатш \МеПз) 651, 687 

Айверсон (Туегзоп, Кеппен Ецвепе) 42, 88, 651, 
685 

Айерлэнд (ге]ап4 К.) 599, 651 

Аллардис (АПаг41се, ВоБег4 Еаваг) 19, 651 

Альфред, см. Вруссо 

Американское математическое общество 
(Атегсап Ма Бета са! бос1еу) 12 

Андре (Ап@гё, Афоше Оёзтё) 651, 687 

Апери (Арёгу, Вовег) 267, 652, 655, 686 

Аренс (АБгепз, У/ИЬейа Егоз& Маг Сеог8) 25, 
652 

Армагеддон (Агтаве@4оп) 108 

Армстронг (Аглзгопа, Раше] [011$ 
(= ЗафсЬто)) 103 

Арнольд Владимир Игоревич 7 

Аронсон (Аагопзоп, Вефе Лапе) 13 

Аски (АзКеу, ВасБагА АПеп) 252, 652, 686 

Ахиезер Наум Ильич 637, 652 

Ахо (АБо, АШ!еа Уа1то) 652, 685 


Ванах (ВапасЬ, Э4еёап) 471 

Варлоу (Ваг1ом, Реег) 652, 686 

Варр (Вшт, 54еЁап Ап@гиз) 652, 687 
Вартон (Вафоп, Рам1Я ЕШоНм) 649, 659 


Вахман (Вась тапп, Раш Сизёау Не1пилсН) 481, 
652 

Вашмаков Марк Иванович 653 

Вейер (Веуег, \\Шаш Нутап) 61, 652 

Вейли (Ва!еу, МИА Могтап) 252, 591, 652, 
686 

Велл (Вей, Емс Тетре) 365, 652, 687 

Вендер (Веп4ег, Е4магА Атфоп) 652, 688 

Вернулли И. (Вегпоч 1, Довапп (= еап)) 666 

Вернулли Я. (ВегпошШ, ЛаКоБ (= Засоы 
= Часачез = ДФатез)) 7, 313, 314, 315, 331, 
509, 653 

Вернштейн Сергей Натанович 688 

Вертран (Вегё4гапЯ, ЛозерЬ Шошз Егапсо!з) 170, 
653, 685 

Вине (Вше, Дасацез РыШрре Маше) 331, 335, 
653, 685 

Витон (Веефоп, ВатЪага Апп МецБамз Ецера 
ЭшиИН) 12 

Витти (Веа\у, Затие!) 653, 685 

Влом (Вот, Саг| Сиппаг) 653, 688 

Воас (Воаз, ВарЬ РыШНр, т.) 12, 646, 653, 688 

Воггс (Возз, У/а4е Ап{опу) 223 

Волл (ВаП, МУайег \У/Иашт Вочзе) 653, 685 

Воль (ВоБ1, Р1егз Рац] Рейх (= Вог, Риз 
Сеогрле\1сь)) 110, 653 

Ворель (Воге|, ЁшИе РёНх Едочага из п) 654, 
688 
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Воруэйн Дж. (Воглеш, ДопаёВап М1сБае!) 654, 
687 

Воруэйн П. (Вогме!п, Рефег Веп)апип) 654, 687 

Врат Альфред, см. Вруссо 

Враун Марк (Вгомп, МагкК ВоБЫп) 684 

Враун Мортон (Вгомп, Мохоп) 541, 654 

Враун Р. (Вгомп, Воу Но\мага) 13 

Враун Томас (Вго\п, 'ТБоштаз Сга1ё) 654, 685 

Враун Т. (Вгомп, Тиха!) 654 

Враун У. (Вгомп, \/ИПат Сог4оп) 393, 654 

Врауна университет (Вго\п Огауегз Ку) 13 

Врент (Вгеп&, РасБага Решсе) 338, 567, 608, 654 

Вриларт (ВиШЪаг*, ЗФоЬп Оам!А) 654, 685 

Вродер (Вго4ег, Апаге! Хагу) 12, 684 

Вроко (Вгосо*, АсЬШе) 140, 654 

Врук (ВгооКе, Махеу) 654, 686 

Вруссо (АИтеа [Вгоиззеац], Вго+Вег О1Бег{ аз) 
654, 685 

Вукгольц (ВисКВой2, ТБотаз ое!) 599, 663 

Вьенэме (В1епаутё, шёпёе Л\\ез) 427, 654 

Вюлер (Вшмег-Гу$оп, Е4\хагЯ Сеогре Еае 
Гу{воп, Вагоп) 659 


Вагстафф (М/абзаЯ 5.5.) 654 

Валлис, см. Уоллис 

Ван дер Портен (уап 4ег Роо{еп, АМ№ей 
Ласобиз) 267, 655 

Вандермонд (Уап4егтлоп4е, Айехапаге 
ТьборЬ!е) 195, 655, 686 

Варди (\Уага!, Пап) 567, 592, 649, 655, 663, 685, 
688 

Ватсон (\\афзоп, ЗоБп Нап1зВ) 258, 442 

Вебер (\№еъег, Не!пглсь) 563, 655 

Вейль (\!еу!, С1ацз Нибо Негтапп) 110, 655 

Вейснер (\М/е!зпег, [о1113) 557, 655 

Венн (Уепп, ДЛоБп) 538, 655, 685 

Вермут (У/еголёьв, Еараг Магт Еп!1) 650, 655 

Вильф (УГ, НегЪе4 бал) 104, 269, 271, 556, 
572, 592, 620, 655, 663, 669, 686, 687 

Вич (Уеесь, М/ИПат Азз1п) 556 

Во (УМ/ацёр, Етедетск \Уа!1) 655, 687 

Вольтер (Уо{аше, 4е (= Агоце+, Егапсо!з 
Маше)) 489 

Вольштенхольм (\М/о]54епво|пе, ЛозерВ) 655, 
687 

Ворпицки (\М/огри2Ку, лаз Рапе! 'ГЬеодог) 
299, 655 

Вуд (Уооа, ОепсКк) 656, 685 

Вудс (\ММоо4з, опа! Воу) 148, 673 

Вульф (УМ/оо{, М/ИШат В!апуей) 12 

Высоцкий (\Ууззо{зКу, У1сфог Айехап4ег) 592 


Гамбургер (НашЬигрег, Напз Гаде) 637, 656 

Гарднер (Сагапег, Маг п) 128, 331, 448, 656, 
686, 688 

Гарфункель (СагапКе|, ]асК) 656, 688 

Гаспер (Сазрег, Сеогре) 252, 656 

Гаусс (Саи8 (= Сацзз), Зовапп Елейтсь Саг! 
(= Са! Влеаяеь)) 7, 11, 23, 48, 136, 148, 
232, 235, 241, 251, 541, 551, 571, 656, 657, 
659, 685, 686 

Гейберг (НеЪегв, ДоБап Ши@л1в) 679 


Гейзенберг (Не!1зепбегв, \егпег Каг!) 522 

Гельфанд Израиль Моисеевич 7 

Герштейн (Негз4е!п, [згае] МафБап) 25, 657 

Гессель (Сеззе|, та Маг1п) 300, 657, 686 

Ги (Сиу, ВлсБагА Кеппеё) 565, 567, 657 

Гильберт (СИЪег, М! Шаш беБ\терсК) 483 

Гинсбург (С1пзБигв, Зеки&Ые!) 301, 657 

Глейшер (С1а1зБег, Латлез У/БЁЪЬгеаЯ Гее) 657, 
688 

Голомб (Со]о1аЪ, бо]отоп \\о!1) 87, 499, 535, 
536, 547, 548, 649, 655, 657, 685 

Гопинат (Сор1паёБ, ВвазКагрШа1) 541, 665 

Гордон (Сог4оп, Рефег 54паг*) 13 

Госпер (Созрег, Варь \М/ИНат) 253, 259, 608, 
657, 686 

Готшалк (Со&зсБаЩ, \МаЦег Не!) 10 

Гранвиль (СгапуШе, Апаге\м Латез) 592 

Гранди Г. (Сгап1, мив1 Си190) 78, 657 

Гранди П. (Сгипду, Раб1ск М1сБае!) 672, 685 

Грейвс (Сгауез, \МИНат Непзоп) 684 

Грейтцер (Стейлег, Затие! Го\1з) 658, 685 

Грин (Сгеепе, Дап1е! Н111) 578, 658, 688 

Гросс (Сгозз, ОПУег АМгеа) 658, 687 

Грэхем Р. (СгаБап, Копа! Ге\тз) 2-4, 9, 13, 
126, 541, 547, 554, 556, 568, 592, 601, 658, 
664, 672, 679, 682-685, 686, 687 

Грэхем Ш. (СгавБага, СЬегу!) 13 

Грюнбаум (СгапБаит, ВгапКо) 538, 658 

Гуд (Соо@, Плапв Зорп) 658, 686 

Гудфеллоу (СооеПо\м', Сеойгеу 5со{*) 148, 673 

Гурвиц (Нигм2, Адо!+) 687 

Гюиба (Си!Баз, Цеоп1Чаз [оапп1з (= Гео ЗоБп)) 
636, 659, 684, 687, 688 


Дайсон (Рузоп, Егеетап ЗоНп) 198, 269, 658, 
659 

Дан (Рипп, Апре|а Кох) 660, 687 

Данкель (РипКе|, О+4о) 676, 685 

ДЛаннингтон ()ипппе%фоп, Сиу \/а!4о) 23, 659 

Де Врейн (4е Вги)п, №1со!ааз Соуег*) 482, 485, 
641, 659, 687, 688 

Де Муавр (4е Мо!уте, АБгаБат) 329, 521, 659 

Дедекинд (Оедекта, лШиз \ИИЬейо ВасБага) 
161, 659 

Дейвид (Раз!4А, Е]огепсе №еЪ1пкае) 649, 659 

Дейвис (Пау1з, РЫШр ЛасоЪ) 239, 659 

Дейвисон (Дау1зоп, Лови ГезПе) 339, 651, 659, 
686, 687 

Дейкстра (РИКзга, ЕЧзрег М/уЪе) 200, 659, 686 

Декарт (Пезсаг{4ез Вепё) 675 

Дерст (Ригз+, Шпсош Кеагпеу) 12 

Джарден (Заг4еп, Роу) 600, 659 

Аженокки (Сепосср!1, Апрео) 594, 659 

Ажонс (Зопез, ВизЬ) 201, 660 

ДАмксон А. (Р1хоп, Аше Саг4ем) 660, 686 

Диксон Л. (О1сКзоп, Геопаг Еирепе) 551, 660 

Дирихле (0111сЬ]еф, ДоБапп Реёег Сизфау 
Гедепе) 7, 406, 409, 660, 685 

Драйсдейл (Огуз4а]е, ВоЪег+ Це\миз (5со{)) 684 

Дугол (Роцва|, ЗоБп) 198, 660 

Дьёдонне (П!еи4оппё, ДЛеап А]ехапаге) 565 


ДЛьюдени (Ридепеу, Нептгу Егпез\) 660, 685 

Аюбнер (РиБпег, Нагуеу) 660, 675, 685 

Дюбуа-Раймон (4и Во!1з-Веутопа, Рац! Рах:а 
Сизфау) 478, 660 

Аюпрё (Риргё, Гуп ОррепБе!т) 13 


Евклид (ВисНа (= ЕдкЛе[0тс)) 131, 679 
Жуайек (Л]оцаШес, [ош1з Маиисе) 684 


Заальшютц (баа1зсВ фа, Го\1з) 264, 660 

Загиер (Пар1ег, Ооп Вегпага) 267 

Зайльбергер, см. Зильбергер 

Зейв (7ауе, Оегек А]ап) 660, 687 

Зилверман (ЗИуегтап, Оау1А 1.) 660, 687 

Зильбергер (= Зайльбергер) (7еПЬегвег, Догоп) 
13, 259, 267, 269, 271, 608, 655, 660, 661, 
686 

Зипф (21рё, Сеогве Клпрз]еу) 456 


Иосиф Флавий (ЛозерНиз, Р]ау!из) 25, 36, 661 
Йонассен (Зопаззеп, Агпе Того) 578, 661 


Каплански (Кар|апзКу, ПушЕ) 25, 657 

Карамата (Кагатафа, Лоуап) 287, 661 

Карлин (КагЦп, Аппа Восре!е) 684 

Карлитц (СайЁв, [еопаг4) 661, 687 

Кассини (Сазз!!, СИап (= С1оуапп1 = Феап) 
Ротеп!со (= Попиааче)) 324, 661 

Каталан (Сафа]ап, Еиеёпе СБагез) 231, 396, 661 

Кауцки (КацсКу, ]ЛозеГ) 661, 687 

Кенфилд (Сапбе!а, Ваг1 Во4пеу) 688 

Кеплер (Керег, ДЛоБаппез) 324, 661 

Кёртис (Си 1зз, Рау1Я Ваутопа) 661, 685 

Кипер (Керег, Леггу Вгисе) 648, 661 

Киплинг (КарЦпЕ, Дозерь Вмдуага) 290 

Клайн (КИпе М.) 661 

Кламкин (Кати, Миггау Зеутоцг) 661, 685, 
686 

Кларнер (К1агпег, Оау1А Аг{Ъопу) 684 

Клаузен (С1аизеп, ТВотаз) 283, 662, 686, 687 

Клуб любителей конкретной математики 
(Сопсгее Маёв СЪ) 96 

Кляус У. М. 669 

Кнопп (Кпорр, КопгаЯ) 662, 688 

Кноэбл, см. Нобель 

Кнут Джилл (КрлёЬ, Мапсу ЛП Сацег) 13 

Кнут Ажон (Кии В, ДоБп Мат) 687 

Кнут Дональд (КпцёЬ, Попа! Егут) 2-4, 8-10, 
12-13, 42, 126, 133, 134, 153, 188, 224, 230, 
297, 319, 448, 541, 542, 547, 555, 572, 573, 
597, 599, 611, 618, 645, 658, 661-663, 678, 
683-688 

Кобб (СоЪЪ, Тугаз Ваутоп9) 223 

Ковер (Соуег, ТЬотаз Мегг!11) 687 

Коксетер (Сохефег, НагоШ4 5со# Мас4опа!а) 
653, 685 

Коллингвуд (СоШпечтоо4, 54 паг По4взоп) 325, 
664 

Коллинз (СоШпз, ДоБп) 669 

Колумб (Со]отБо, Ст1зфофого (= СотЬиз, 
СьизорБег)) 95 


УКАЗАТЕЛИ 691 


Колумбийский университет (Сола а 
Отмуегз Ку) 13 
Комте (Соп\е*, Гои1з) 664, 688 
Конан-Дойль (Роуе, 51: Аут Сопап) 187, 
258, 442, 664 
Конвей (Сопмау, Ловп Нооп) 448, 541, 664 
Коши (СацсЬу, Апризип Го1з) 664, 685 
Коэн (СоБеп, Непг! Лоз6) 267 
Крамер (Сгатёг, Саг| Нага!а) 567, 664, 686 
Крамп (Кгатшр, СЬг1зНап) 135, 664 
Крелль (СтеЙе, Ацриз*+ Георо!4) 664, 685 
Криспин (Си1зрал, МагК Вееа) 148, 673 
Кронекер (КгопесКег, [еоро!4) 563 
Кроу (Сго\ме, Оопа!4 \УГаггеп) 664, 685 
Крук (Кгак, оп Маги) 561 
Куммер (Китшег, Егпз& Е4цага) 234, 242, 572, 
664, 665, 686 
Куршан (КигзБап, НоБег Ра11) 541, 665 
Кэнфилл (Сапйве!4, Еаг| Ко4пеу) 649, 665, 668 
Кэррол (= Кэрролл) (Сагго!, Ше\у1з 
(= Роавзоп, Веу. СБашез [лил Аве)) 
49, 93, 249, 325, 664, 665, 675 


Лагранж (Гартапее (= 4е 1а Сгапре), ЗозерЬ 
Го\1з, соп\е) 510, 665, 687 

Ламберт (Гашрег, ДоВапп Нешилсь) 228, 665, 
682 

Ландау (ГапЧ4аи, Еатипа Сеогв Негтапп) 126, 
481, 487, 665, 686, 688 

Ланьи (4е Гавпу, 'ГБотаз Рапфе+) 336, 665 

Лапко Ольга Георгиевна 14 

Лаплас (Гар1асе, Р1егге Зипоп, плагализ ае) 505, 
654, 666 

Лах (Гаь, Гуо) 666, 686 

Левайн (Ге\упе, Ецрепе) 683, 687 

Лежандр (Герепаге, Адйеп Маше) 618, 666, 685 

Лейбниц (Це п!2, СоНЁлеа \МИВейа, Ете1Вегг 
уоп) 7, 11, 194, 658, 666 

Леккеркеркер (ГеккегКегкег, Согпейиз Сегги) 
327, 666 

Лемер (Гертег, Оегг1сК Непгу) 568, 666, 685, 
687 

Ленжиель (Гепвуе|, Татаз [бгап&) 193, 666, 687 

Лешифр (ШеСы ге, МагКк \е!1) 173 

Ли Сянь-Лянь (М ЗБашап ВёпзЬа (= Оагёл)) 
299, 666 

Лианг (Шар, ЕтапКИп МагК) 684 

Либ (Тлеь, ЕШой НегзВе!) 666, 688 

Линесс (Гупезз, ВоБег{& Сгапз+оп) 541, 666 

Линкольн (Шпсоп, АБгаВат) 438 

Литлвуд (1 е\мтоо4, Дов Едепзог) 269, 666 

Лиувилль (шопуШе, )озерь) 161, 667 

Логан (Гобап, Веп]лапип ЕгапКИп) 318, 667, 685, 
687 

Лойд (Гоу4, Затие!) 604, 667 

Лонг (Шоп, Сала 'ТЬотаз) 667, 686 

Лу (Гоа ЗЬЁ о) 567, 667 

Лучак (Бисзак, Тотазз Лап) 230, 683 

Лысенко Валентин Иванович 676 

Люка (Гиасаз, Егапсо!з Ндоцаг Апафо]е) 17, 324, 
667, 685, 686 
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Майерс (Муегз, Ваз! Во]апа) 667, 687 

Мак-Грат (МсСга&В, Затез РайлсКк) 684 

Мак-Келлар (МсКеПаг, АгсЬ1е СБагез) 676, 686 

Мак-Лорен (МасШаиип, Сойп) 509, 667 

Мак-Магон (МасМаБоп, Ма). Регсу АЛехапаег) 
164, 667 

Максфилд (Махве!а, Маграге* \УГачёВ) 655, 687 

Мак-Элис (МсЕПесе, ВоБег* Латлез) 93 

Марцлофф (Маг+2]оЯ, ЗДеап-С]аи4е) 299, 668 

Матиясевич Юрий Владимирович 326, 668, 686 

Маховая Ирина Анатольевна 14 

Мелзяк (Ме!хаКк, 2421з]ам А]ехап4ег) 9, 668 

Мендельсон (Мепае]зоБп, Ма+ВБап бам!) 668, 686 

Мерсенн (Мегзеппе, Маг1п) 133, 156, 668, 675 

Мертенс (Ме{епз, Егапх Саг| Зозерь) 41, 164, 
668 

Меснер (Моеззпег, А!№еа) 668, 687 

Мёбиус (МбЫчз, Ацриз& РегЧ1папа) 160, 163, 
668 

Мёрдок (Мигдоск, РвоеБе Затез) 12 

Мёчант (Мегсвап&, Аг АБ4и!Виззе!т) 684 

Милс (МШз, УИШатшт Наго!а) 668, 685 

Минковский (М!пКомзК!, Негтапп) 146 

Мир, издательство 3, 4, 14 

Мирский (МитзКу, Цеоп) 687 

Мозер (Мозег, Цео) 323, 668, 685 

Монтгомери П. (Могёвотегу, Рефег Гамтгепсе) 
668, 686 

Монтгомери Х. (Могёвотегу, НиёВ Го\е!!) 502, 
668 

Моцкин (Мок, ТЬео4ог батие]) 600, 608, 
659, 668 

Мэйр (Мауг, Егпз) 13, 684, 685 

Мэллоуз (МаПо\мз, Сойп лпрмоо4) 547 


Найвен (№туеп, [уап Мокоп) 365, 669, 685 

Национальный научный фонд (Ма\!опа] Зс1епсе 
ЕоипЧа&1оп) 13 

Никифоровский В.А. 653 

Нобель (= Кноэбл) (КпоеБе!, ВоЪБег& АгВиг) 
230, 669 

Нью-Йоркский университет (СИМУ (= Сиу 
ОтцуегзЦу оЁ Мех УогК)) 13 

Ньюмен (Мемтап, Датез Воу) 674, 687 

Ньютон (Мемфоп, Э1г [заас) 7, 216, 307, 669 


Одлыжко (ОЧузКо, Ап4гем М1сБае!) 104, 608, 
659, 669, 687, 688 

Ожигова Елена Петровна 670, 683 

ОребО. 651 

Отделение военно-морских исследований 
(О се оё Маха] ВезеагсЬ) 13 


Пале (Ра1а1з, ВасБагА ЗВе!Чоп) 12 

Паскаль (Разса1, В]а1зе) 180, 181, 669, 685 

Паташник О. (РафазЬтаК, Огеп) 2-4, 10, 13, 126, 
547, 658, 684 

Паташник Э. (Раёфазьтак, Ату МагКо\142) 13 

Пауле (Раше, Рёег) 580, 589 

Пачоли (Рас1оЙй, Баса) 676 

Пенни (Реппеу, \У/аЦег Бтапс1з) 446, 475, 669 

Перкус (Регсиз, ДЛеготе Кеппен) 669, 687 


Петковшек (Ре{Ко\5ек, МагКо) 259, 620, 669, 
686 

Пирс (Решгсе, Свагез Запйаво бап4егз) 567, 669, 
686 

Питтел (Ре|, Вогз СегзБоп) 230, 621, 683 

Погребысский Иосиф Венедиктович 666, 669 

Пойа (= Полиа) (Рб]уа, Сеогве (= Субгву)) 9, 21, 
33, 34, 36, 83, 207, 224, 361, 550, 670, 685, 
687, 688 

Полищук Ефим Михайлович 654 

Поллак (РоПак, Непгу Оо) 658, 685 

Поонен (Роопеп, В)огп) 542, 685 

Портер (Ро&ег, ТВотаз К.) 684 

Похгаммер (РосНВататег, ео) 67, 68, 670 

Походзей Ворис Ворисович 3, 4, 14 

Пратт (Рга#*, УачёВап Вопа!А) 684 

Принстонский университет (Рипсеёоп 
ОтпуегзИу) 13, 464 

Пуанкаре (Ро!псагё, лез Непг!) 670, 688 

Пуассон (Ро1ззоп, Зпавоп Оепз) 510, 670 

Пфафф (Р+а#, Довапп Еме4г1сь) 235, 246, 582, 
670, 686 

Пэтил (Ра#!, Сапарай РагазВигата) 670, 687 


Радо (Вадо, ВасБага) 670, 687 

Райс (Вл1се, З4еррап Оз\а19) 13, 671 

Райса университет (В1се ЧшуегзЦу) 13 

Райт (УЕ, 5х Е4мага МаЦ]апа) 135, 671, 
677, 685 

Рам (Ват, Сеогвез 4е) 671, 686 

Рамануджан (Ватапиап [уепваг, Эг!п1уаза) 
364, 652 

Рамаре (Ватагё, ОП\ег) 592 

Рао (Вао, ОекКаё&а Ваглезмаг) 671, 685 

Рахман (ВаБтап, М!1апиг) 656 

Рейнвиль (ВашуШе, Еаг| ах!) 571, 671 

Рейнгольд (Вешпро!а, Е4мага Маг п) 91 

Рейч (Ве1сЬ, Зипеоп) 671, 688 

Рекорд (Весог4е, ВоБег4) 484, 671 

Реми (Вёту, Леап-Гис) 649 

Рени, см. Рэни 

Ренц (Вепа, Реег Ге\м1з) 12 

Ренч (Умтепсь, Зорп \МИПат, т.) 646, 653, 688 

Рёдсет (Вдазеёь, дФузеш ЗЛоБап) 671, 686 

Рибенбойм (НаБепБоип, Рац]о) 599, 671, 686 

Рид (Веаа, Вопа!А Седг1с) 670 

Риман (Клетапп, Сеогр ЕиедисЬ ВегпВага) 86, 
232, 308, 406, 568, 671, 685 

Робертс (ВоБег#з, батие!) 671, 685 

Рой (Воу, Вап]ап) 671, 686 

Ролечек (ВоПе&зсЬек, НепиасЬ Егап2) 556 

Россер (Воззег, Лорп ВахгКеу) 134, 671 

Российский Фонд Фундаментальных Исследо- 
ваний (РФФИ) 4 

Рота (Вофа, С1ап-Са!1о) 557, 672 

Роузен (Возеп М.) 599, 651 

Ружа (Вляза, Пиге ДоНап) 568, 592, 683 

Рэлей, см. Стретт 

Рэмшоу (ВашзБам, Цуе Наго!а) 95, 684, 686, 
688 

Рэни (= Рени) (Вапеу, Сеогбе Меа!) 394, 397, 
408, 672, 687 


Салтыков Альберт Иванович 502, 672 

Свенсон (Змапзоп, Е еп Ез&Вег) 12 

Сегеди (5зереду, Маг:6) 567, 672, 677 

Сегё (Ззерб, СаЪог) 83, 670, 688 

Седгевик (Зе4режтск, КоЪБег{) 684 

Седлачек (Зе ЧМ1аАсек, ЛН) 672, 687 

Серпински (= Серпиньский) (З1егрийз К, 
\асфаж) 110, 551, 672, 685, 686 

Сивер (Зеауег, Сеогве 'ТВотаз (= 41)) 25, 117, 
129, 377 

Силвестер (= Сильвестр) (Зу1уезег, Латлез 
озерь) 157, 672, 685 

Сило (ЗЬПоасЬ, Лозерь (= Уозз!)) 684 

Сичерман (51сВеглап, Сеогве Цергесваип) 688 

Скиена (ЗКепа, З4еуеп 501) 592 

Скорер (Зсогег, ВНаснагА Зеваг) 672, 685 

Слоан (51]оапе, №е!1 Датез А]ехап4ег) 61, 376, 
503, 652, 673, 685 

Словински (З1]очипзК!, Рау! АПеп) 133 

Смит (ЗВ, Седис Аизеп Ваг4е!1) 672, 685 

Снегоход (ЗпомгугаЩег, ГиКе) 473 

Сойер (Замгуег, \УаЁег У/агилсКк) 235, 673 

Соловьев Александр Данилович 445, 673 

Спон (Зровп, МИШашт С14еоп, т.) 8, 673 

Спруньоли (Зргивпой, Вепзо) 608 

Станфордский университет (З+апог4 
ОттуегзЦу) 13, 464 

Стейн (5+е1п, ЗВегтап Кора!4а) 685 

Стенли (5+ап1еу, ВасБагА Реег) 300, 577, 657, 
673. 687, 688 

Стиган (З4ерип, гепе Аппе) 61, 68, 651 

Стил (534ее]е, Сиу Ге\м1з) 148, 673 

Стилтьес (5\1е{]ез, ТЬотаз Лап) 648, 656, 673, 
685 

Стирлинг (541:Ип8, Латез) 219, 223, 239, 287, 
288, 329, 493, 521, 673 

Столман (5+$аШтап, ВлсВаг4 Ма Ъечм) 148, 673 

Стоун (5+опе, МагзЬа! Нагуеу) 9 

Стретт (Вау1е1вЪ, Доп УИШаш 54га&, Зга 
Вагоп) 99, 673, 674 

Стройк Д. Я. 118, 158, 674 

Стюарт (54е\маг+, Вопп1е Ма41зоп) 676, 685 

Су (Нзи, Цее-Тзсь (= её = БеефсЪ) 
СЪ1пЕ-б1г) 674, 686 

Суиден (З\п4еп, Вепзапип АШгеЯ) 685 

Суини (5\меепеу, ига УУаггеп) 521, 674 

Сунь Цзы (= Сунь Тзу = Сунь Цю) (бип Тза 
(= Зара, Мазег бип)) 150 

Сянь-Лянь, см. Ли Сянь-Лянь 


Танни (Таппу, З+ерфеп М1сае!) 674, 687 

Тейзингер (ТЪе!з1пбег, Гаде) 674, 686 

Тейлор (Тау1ог, ВгооК) 189, 318 

Тиеле ('ТЫее, ТЬогуа1А М№со]а1) 435, 436, 674 

Титчмарш (ТИсЬтатзь, Е4мага СЪахез) 674, 
688 

Тодд (То@4, Ногасе) 541 

Тонг (Топв, Сьизорьег Н!1л8) 684 

Тото (Тофо) 626 

Траб Пардо (ТхаЪЬ Раг4о, [лиз 1з1Чого) 684 

Трикоми (Т1соп, Нгапсезсо С1асото Ерро) 
674, 688 
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Туран (Тигап, Рац!) 687 
Тюлина Ирина Александровна 665 


Уайтхед (= Уайтхэдъ) (У/ЬЦевеаа, А№е4 
Мо[ь) 77, 114, 544, 650, 674 

Уивер (\№еауег, У/аггеп) 325, 675 

Уидден (\У1А4еп, Затие! В1аскме!) 12 

Уилкин (\М/11ат, Оепуз) 686 

Уильямс (\/ИШатз, Нан Со\1е) 675, 685 

Уипил (\М/Ырр]е, Егапс1з Зовп \Уе!з) 283, 675, 
686 

Уитти (Му, Саг! Вобег) 550 

Унгар (Чпбаг, Рег) 311, 675 

Уолл (У/аИ, Съагез ВоЪег*) 654, 686 

Уоллис (= Валлис) (\№а1з, Довп) 675, 686 

Уоринг (\ММаппе, Е4\мага) 675, 687 

Уотерхауз (\Мафегноцзе, \/ИПат Сфашез) 675, 
687 

Успенский Яков Викторович (ОзрепзКу, Латез 
У1с+ог) 658, 675, 680, 685 

Утимура (Ос тлига, Ке1зиКе) 682, 687 


Файн Г. (Е!ше, Нергу Вигсвага) 669 

Файн Н. (Е!те, МаВап ЛасоЪ) 649 

Фаулхабер (РаиШаЪег, Довапп) 319, 675 

Фейгенбаум (Ре1бепЬаит, Доап) 684 

Феллер (ЕеПег, \/ИПат) 418, 675, 688 

Ферма (Еегта+, Р1егге Че) 155, 156, 675 

Фибоначчи (Е1Ъопасс!, Геопаг4о) 7, 118, 324, 
593, 675, 685, 686 

Фидер (Ре4ег, Тоглаз) 687 

Фидий (РЬы@1аз) 331 

Финетти (Е1пеё 1, Вгипо 4е) 43, 675 

Финкель (ЕшКе], КВарЪае] Аг!) 148, 673 

Фишер М. (Е1зЪег, М1съае! Е1Шз) 676, 687 

Фишер Р. (Е1зЪег, 51: Вопа14 Ау|тег) 676, 687 

Флавий, см. Иосиф Флавий 

Флойд (Е1оу4, ВоЪе!г{ УГ) 686, 687 

Форкадель (Рогса4е!, Р1егге) 676, 686 

Фрай (Ртуе, Ворег Е4мага) 155 

Франкфурт У.И. 669 

Франческа (Ртапсезса, Р1его Че]а) 676, 686 

Фредмен (Егейтап, М1сВае! Га\хтепсе) 555, 676 

Фрейзер А. (Ртазег, А]ехап4ег Уше) 19, 651 

Фрейзер У. (Етазег, \УИШат Оопа!а) 676, 686 

Фрейм (Бташте, Датез Зи{Вегапа) 676, 685 

Фрейнел (Ртапе|, ]Л6готе) 592, 676 

Фрейман Григорий Абелевич 567, 677 

Френкель (Етаепке|, А\!е2г!) 556, 607, 676, 685 

Фурье (Роипег, ДЛеап ВарИзе ЛозерН) 40, 676 

Фусс Николай Иванович (Ризз, №со]ао) 396, 
676, 680, 681 


Хайман (На1тап, МагК) 684 

Хаймович (Сраитот1св, МагК) 567, 677 

Халмош (На!|поз, Ра! ВасБага) 8, 9, 15, 677 

Халфен (На1рЬеп, Сеогрез Непг!) 337, 677 

Хаммерсли (Наттегз|еу, Зови М1съае!) 8, 677, 
687 

Хансен (Напзеп, Е1Чоп КоЪег*) 61, 677 

Харди (Нагау, Со4еу Наго!4) 135, 480, 677, 
685, 687, 688 
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Хелмболд (НешаБо!4а, Рау1А Рац!1) 684 

Хенричи (Непи1с1, Реег Каг! Епивеп) 332, 365, 
589, 649, 677, 686, 688 

Хиллман (НИйпап, АБгаБат Р) 677, 686 

Хоар (Ноаге, Сваг!ез Атфопу ВлсВага) 46, 95, 
663, 678 

Хоггат (Нобра&, Уегпег Ет!, т.) 667, 677, 686 

Ходулёв Андрей Ворисович 3, 4, 14 

Холанд (НаА]апа, 1пбег ДоБаппе) 556, 678, 685 

Холл (На|, МагзВа!1) 597, 678 

Холмс (Нойпез, ТБотаз ББег]осКк 5со#4) 187, 258 

Хофштадтер (НоЁ{аег, Роцв]аз ЕАсБага) 685 


Цапф (7арЁЕ, Негтапп) 12, 663 

Цеккендорф (ПесКепЧог#, Е4оцага) 327, 328, 
607, 678 

Цирик (Сз111к, Лапоз Апагаз) 636, 678 


Чебышеёв Пафнутий Львович 57, 170, 427, 678, 
685 

Чейс (СЬасе, Агпо!4 Вийит) 678, 685 

Чех (Сесв, Еацага) 9 

Чжень (СБеп, Рап;-СшеВ) 684 

Чжу Ши-цзе (Сва 5516-СЫеН (= 7Ъа 553 )16)) 
195 

Чжун (СБапв, Рап-Вопв К1пв) 601, 679, 687 


Шаллит (ЗВаП, ДЗеЯгеу Оч Нам) 679, 686 

Шаркански (ЗВагКапзКу, 5%еЁап М1сВае!) 684 

Шаркёзи (багКбзу, Апагаз) 592, 679 

Шарп (ЗВагр, ВоБег& ТКЬотпаз) 303, 679 

Шаффер (ЗсБаАЯег, А1едап4го А1Бегфо) 684 

Шёнфельд (Зсвоеп{е!4, Го\мей) 134, 671 

Шинцель (5сВ1п2е1, Апагае)) 567 

Шлёмильх (ЗсЬШбтасЬ, Озсаг Хауег) 325, 679 

Шмидт (5свпи4, Азтааз Гогепзеп) 686 

Шонхейм (ЭсЬбпВе!та, ДоБапеп) 567, 677 

Шор (Вог, Реег М/И оп) 685 

Шредингер (ЗсЬгоЧ1п рег, Егмит) 467 

Шрёдер (ЗсЬгбаег, Егпз*) 679, 687 

Шрётер (ЗсЬгбфег, Нешиср Едцага) 687, 679 

Штаудт (5%+ач 4, Каг Сеогр СЬизНап уоп) 679, 
687 


Штейнгауз (54е1пВамз, Ниро Пуоп12у) 688 

Штейнер (54е1пег, ЛасоЪ) 21, 679, 685 

Штерн (54егп, Могё2 АБгавВат) 140, 679 

Штикельбергер (З#1сКеЪегвег, ГаЧмив) 679, 685 

Штраус (5%гамз, Егпз+ СаБог) 568, 592, 608, 668, 
683 

Штрел (54геф, Каг! Егпз+ УоЖег) 592, 679, 686 

Шюценберже (ЗсЬ а лепЬегрег, Магсе! Рац!) 688 


Эвклид, см. Евклид 

Эдвардс (ЕЯмаг4з, АпёНопу \У/ИШат ЕазхЪапКк) 
180, 671, 680 

Эддисон-Уэсли, издательство (АЧЯ1зоп-\№ез1еу) 
2,4, 13 

Эйзенштейн (Е1зепз{еп, Рег Ипапа СоВо!а 
Мах) 230, 680 

Эйлер (ЕШег, ЦеопВага) 7, 8, 11, 14, 23, 68, 146, 
155, 156, 158, 230, 232, 235, 239, 273, 297, 
308, 317, 333, 335, 509, 510, 555, 572, 619, 
650, 652, 655. 659, 668, 680-682, 685-687 

Эйнштейн (Ешзеш, АЪег) 94, 339 

Элькис (ЕПез, Моат Пау1а) 155, 682 

Эндрюс (Ап@гемз, Сеогве У. Вуге) 244, 364, 
573, 620, 682, 686, 687 

Эратосфен (Егафоз+Вепез) 135 

Эрдейи (Ег461у1, А рог) 674, 688 

Эрдёш (Е г46бз, Ра! (= Рам!)) 7, 455, 556, 567, 
568, 592, 620, 682, 683, 685-687 

Эрмит (НеглЦе, Срагез) 581, 599, 673, 683, 686 

Эсваратасан (Езмага*Вазап, Аги]арраН) 683, 687 

Эткинсон (А&Ктзоп, М1сБае! Оау19) 683, 685, 
687 

Эхад (ЕКВаа, ЗВа]озН В.) 590 


Юнген (Дапреп, Ве!п\та!а) 683, 687 
Юшкевич Адольф-Андрей Павлович 658, 676, 
679 


Якоби (Ласо!, Саг! Сиз$ау ЛасоЪ) 85, 683 
Янсон (]апзоп, Саг| Зуаг\е) 230, 683 

Яо Ки (Уаб, 0!) 567, 667 

Яо Ф. (Уао, Роопв Ргапсез) 13, 684 

Яо Э. (Уао, Апагем СЬ1-СЬаВ) 13, 684 
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ПРЕЛМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


00_188 

М2 (= 1.41421) 123 

УЗ (= 1.73205) 414 

3, см. Комплексное число, мнимая часть 
&, см. Логарифмически-экспоненциальная 


2 
У, см. Комплексное число, действительная 


часть 
у (Е 0.57722), см. Константа Эйлера 
Г, см. Гамма-функция 
5 66-76 
Д, см. Оператор разностный 
Ер(п), см. Наивысшая степень р, делящая п 


С, см. Азета-функция 
$ 248 


©, см. Вольшая Тета 

9-функция, см. Тета-функция 

Кт, СМ. Кумулянты 

и, см. Функция Мебиуса 

у, см. Ню- ция 

п (А^ 3.14159), см. Константы канонические 

п(х), см. Пи-функция 

с, см. Стандартное отклонение, Константы 
Стирлинга 

ст(х), см. Многочлены Стирлинга 

ф (А 1.61803), см. Отношение золотого сечения 


ф, см. Фи-функция 

Ф, см. Сумма функций Фф 

О), см. Вольшая Омега 
-обозначение, см. Сигма-обозначение 
-операция, см. Операция произведения 
-обозначение 86 

<—, см. Тогда и только тогда 

—>, см. Влечет за собой 

\ см. Деление 

\\, см. Деление напросто 

1, см. Взаимная простота 

<, см. Растет медленнее, чем 

_, см. Растет быстрее, чем 

см. Растет так же быстро, как 


^, см. Приблизительно равно 

=, см. Отношение сравнимости 

+, см. Мощность множества 

!, см. Факториалы 

;„ см. Субфакториал 

..., СМ. Многоточие 

Ви, см. Числа Вернулли 

О, см. Аифференциальные операторы 
е(^ 2.71828), см. Константы канонические 
ед, см. Числа Евклида 

Е, см. Математическое ожидание 

Е, см. Оператор сдвига 

Ел, см. Числа эйлеровы 

Е, см. Гипергеометрические функции 
Рк, см. Числа Фибоначчи 

Нл, см. Гармонические числа 

1 40 

К-многочлены, см. Континуанты 

(«, см. Числа Люка 

тоа 104-108 

о малое 487 

О большое, см. Вольшое О 

Тл, см. Тангенциальные числа 


ТЯХ 248, 703 

‚ см. Дисперсия 
Абсолютная погрешность 490 
- сходимость 80 


Абсолютно сходящиеся суммы 81 

Автомат конечный 442 

Автоматный язык 442 

Автоморфы 562 

Азбука Морзе 335, 357 

Айверсона нотация, см. Нотация Айверсона 

Алгоритм Госпера 577 

- Госпера—Зильбергера 259, 352 

- Евклида 126, 147, 336 

- жадный 124 

- Фибоначчи 118, 124 

Алгоритмы самоподтверждающие 127 

Алчность 424 

Анализ алгоритмов 450 

- - вероятностный 450 

Аналитические функции 224 

Антиразностный оператор 68 

Антиразность 74 

Апери числа, см. Числа Апери 

Аппроксимация Стирлинга 531 

Аргумент 233 

Аргументация полиномиальная 183 

Арифметика модулярная 148 

Арифметическая прогрессия 44, 49, 412 

Асимптотика 477-6536 

- Ава приема 502-508 

- завершающее суммирование 515-529 

- иерархия 478-481 

- операции с О 488-502 

- символ О 481-488 

- формула суммирования Эйлера 508-515 

Асимптотически 138 

- равно 134 

Асимптотическое раскрытие рекуррентных 
соотношений 495 

- суммирование 505 


База индукции, см. Вазис индукции 

Вазис индукции 20, 353 

Вазовое слагаемое 270 

Вашня Врамы, см. Ханойская башня 

Вейсбол 94, 173 

Велла числа, см. Числа Велла 

Вернулли многочлен, см. Многочлен Вернулли 

- числа, см. Числа Вернулли 

Вертрана постулат, см. Постулат Вертрана 

Весконечная в обе стороны сумма 523 

Весполезные тождества 252, 284 

Веспорядки 221, 227 

Весселева функция 234 

Виекция 58 

Винарное дерево 141 

Винарный поиск 210 

Виномиальная свертка 400 

- система счисления 275 

- теорема 187, 250 

Виномиальное распределение 439, 469 

- - отрицательное 439 

Виномиальные коэффициенты 178-286 

- - гипергеометрические преобразования 245-252 

- - - функции 232-245 

- - механическое суммирование 259-271 

- - необходимые навыки 199-213 

- - обернутые 347 

- - обобщенные, см. Обобщенные биномиальные 
коэффициенты 

- - основные тождества 178-199 

- - производящие функции 224-232 

- - специальные приемы 213-224 
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- - частичные гипергеометрические суммы 
252—259 

Виномиальный коэффициент средний 286, 535 

- ряд 234 

- - обобщенный 228, 282 

Влижайшее целое 117 

Вольшая Омега 486 

- Тета 487 

Вольшие числа, испытание на простоту 133 

Вольшое О 481-502 

Вулыжная мостовая 54 

Выстрая сортировка 46 


Вандермонда свертка, см. Свертка Вандермонда 

Ваниль 54 

Венна диаграмма, см. Диаграмма Венна 

Венок Штерна—Вроко 557 

Вероятностей теория 418 

Вероятностное пространство 418 

Вероятностный анализ алгоритмов 450 

Вероятность 223 

- лискретная 418—476 

- - бросание монеты 438-448 

- - дисперсия 424-432 

- - математическое ожидание 424—432 

- - определения 418—424 

- - производящие функции случайных величин 
(ПФСВ) 432-438 

- - хеширование 448—464 

- условная 453 

Верхнее обращение 190 

Верхние параметры 233 

Верхний индекс 179 

Взаимная простота 139-148 

Вильсона теорема, см. Теорема Вильсона 

Вино 471 

Влечет за собой 93 

Внесение 291 

Вознаграждение 13, 286, 567 

Возрастающе-убывающая перестановка 413, 615 

Возрастающие факториальные степени 67 

Война 108, 472 

- иудейская 25 

Волшебство 325 

Вольштенхольма теорема, см. Теорема 
Вольштенхольма 

Вопросы 118 

- уровни 93 

Время работы 462 

Все или ничего 477 

Вталкивание в стек 395 

Выборка информации 448 

Выполовинивание 213 

Выпуклая область 22 

Выражение в замкнутом виде 364. См. также 
Замкнутая форма, Замкнутое выражение 

Вырожденный гипергеометрический ряд 277 


Гамма-функциональный эквивалент 571 

Гамма-функция 239, 242, 522, 571 

Гармоники суммы 60 

Гармоническая сходимость 82 

Гармонические числа 47, 74, 303-309, 520 

- - аналоги логарифмов 73 

- - лелимость 347 

- - делители 352 

- - комплексные 343 

- - обобщенные, см. Обобщенные гармонические 
числа 

- - приближенные значения 308 

- - производящая функция 387 

- - суммы 60 

- - второго порядка 307 


Гаусса тождество, см. Тождество Гаусса 

Геометрическая прогрессия 51 

Гильберта проблема 670 

Гиперболические функции 316 

Гипергеометрическая функция, смежная 571 

Гипергеометрические преобразования 245-252 

- ряды 232 

- суммы, частичные 252-259 

- функции 232-245 

- члены 253, 254, 272 

Гипергеометрический ряд вырожденный 277 

Гиперфакториал 531 

Гиперфакториальная функция 273 

Гипотеза Римана 568 

Глейшера константа 641 

Головка сыра 36 

Голоморфные функции 224 

Гольдбаха теорема, см. Теорема Гольдбаха 

Гольф 468 

Горные хребты 394 

Госпера алгоритм, см. Алгоритм Госпера 

- метод, см. Метод Госпера 

Госпера—Зильбергера алгоритм, см. Алгоритм 
Госпера—Зильбергера 

Граничные условия 97, 109 

Граф 383, 411 

- полный 403 

Граффити 79 

Грея код 537 


Даймы, см. Домино и Размен 

Двоичная система 176 

Двоичное представление 28 

- разложение 28 

ДАвоичный поиск 145 

Двойная сумма 652, 128 

- - Гарри 279 

Авойственность 297 

Де Врейна цикл 541 

Дедекинла—Лиувилля правило 162 

Лействительные тригонометрические функции 
316 

Деление 125 

- напросто 171 

Делимость многочленов 254 

Дельта Кронекера 42 

Дерево 141, 382 

- бинарное 141 

- Штерна—Вроко 140, 337, 414, 567 

ДАженокки числа, см. Числа Аженокки 

Дзета-функция 86, 267, 308, 406, 568 

Диаграмма Венна 34, 37 

ДЛиксона формула, см. Формула Диксона 

Дирихле принцип ящиков, см. Принцип ящиков 
Дирихле 

- производящая функция, см. Производящая 
функция Дирихле 

- ряды 490 

Диски Фрисби 472, 475 

Дискретное распределение 476 

Дисперсия 424—432, 457, 460 

- средняя 460 

ДЛифаг 472, 476 

Аифференциальное исчисление 52 

- уравнение 249 

Лифференциальные операторы 66, 342 

ЛАифференцируемая конечность 410, 417 

АНК марсианская 414 

Доказательство по индукции 24 

Домино 353, 411, 415 

ДАроби континуальные, см. Ароби непрерывные 

- непрерывные 334, 336 


- основные 118 

- правильные 159, 163 

- представление Штерна—Вроко 561 
- элементарные 85, 276 

Дробная часть 91 

Дробь 159 

Дружественный монстр 589 
Думать ни о чем 76, 353 

Думать о главном 18, 479, 497, 526 


Евклида алгоритм, см. Алгоритм Евклида 
- числа, см. Числа Евклида 
Египетские математики 118 


Единица 172 
Единственное разложение 129 


Жадность 96 
Жадный алгоритм 124 
- подход 327 


Заальшютца тождество, см. Тождество 
Заальшютца 

Зависимость рекурсивная 19 

Задача Иосифа 25-33, 102, 117, 123, 169 

- - рекурсия 30 

- - победе футбольной команды 220, 430 

- - разрезании пиццы 21-25 

- - ханойской башне 17-21 

Задачи возвратные 17-38 

- уровни 93 

Закон больших чисел 429 

- взаимности 117 

- Зипфа 456 

- Мерфи 95 

- симметрии 246 

- сочетательный 48, 81, 85 

- транзитивности, нарушение 448 

Замкнутая форма 19, 24 

Замкнутое выражение 618 

Замкнутый интервал 95 

Зиг 24, 37 

Зигзаг 539 

Зигзагообразные линии 36 

Зипфа закон, см. Закон Зиифа 

Знак х 542 


Игра Пенни 475 

Игральный кубик 418 

Иерархия 478—481 

Инвариантное условие 141 

Индекс верхний 179 

- - обращение 190 

- нижний 179 

- переменный 40 

- суммирования 40 

Индуктивный скачок 21 

Индукции базис 20, 353 

- фиаско 620 

Индукция 20, 24, 28, 34, 35, 62, 550 
- обратная 35 

Интегралы 64, 192 
Интегрирование по частям 511 
Интервал 95 

- замкнутый 95 

- открытый 95 

- полуоткрытый 95 

Информации выборка 448 
Инфрагеометрический ряд 273 
Иосифа задача, см. Задача Иосифа 
- числа, см. Числа Иосифа 
Иосифово подмножество 38 
Иррациональные числа 110, 146, 267 
Испытания Вернулли, см. Монеты бросание 
Исчисление бесконечно малых 66 
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- лифференциальное 52 
- конечных разностей 66 
Иудейская война 25 


Кавычки 16 

Каламбур 13 

Калькулятор 88, 379 

Карты, стопка 303 

Кассини соотношение, см. Соотношение 
Кассини 

Каталана числа, см. Числа Каталана 

Квадратные пирамидальные числа 61 

Кегли 23 

Километр 333, 342 

Кирпичи 345 

Китайская теорема об остатках 150, 172 

Кнута числа, см. Числа Кнута 

Код Грея 537 

Колесо 96, 411 

- большое 97 

- Фортуны 492 

Комбинаторная интерпретация 178, 184, 186, 

96 

Комбинации 178 

Комплексное число 84 

- - действительная часть 84 

- - мнимая часть 84 

- - модуль 84 

Композиция 465 

Конечные разности 66 

Конечный автомат 442 

Константа Глейшера 641 

- Стилтьеса 642, 648 

- Стирлинга 521 

- Эйлера 308 

- - вычисление 521 

Константы канонические 92 

Континуальные (непрерывные) дроби 334 

Континуанты 335-340 

Корень из единицы 174, 644 

Крайние случаи 18, 21 

Кратное соотношение 125 

Крибедж 86 

Кролики 342 

Круговой многочлен 174 

Кубик 418, 464 

- несимметричный 419 

- правильный 419 

Куммера формула, см. Формула Куммера 

Кумулянт 435, 467 


Лагранжа тождество, см. Тождество Лагранжа 

Левосторонние максимумы 348 

Лежандра многочлен 586 

Лексикографический порядок 480 

Линеечная функция 137, 171 

Линейные разностные операторы 269 

Ловушка 180, 182, 210, 251 

Логарифм 307 

- обычный 488 

Логарифмически-экспоненциальные функции 
480-481 

Логарифмы натуральные 74 

Лопиталя правило, см Правило Лопиталя 

Лотерея 424, 474 

Лошади 34, 507, 544 


Максимумы левосторонние 348 
Малая теорема Ферма 155 
Малое о 487 

Марковские процессы 443 
Марсианская ДНК 414 

Массив треугольный 55 
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Математики египетские 118 

Математическая индукция, см. Индукция 

Математическое ожидание 422, 423, 424—432, 
461 

Медиана 422, 475 

Медианта 140 

Мерсенна простое число, см. Простое число 
Мерсенна 

- числа, см. Числа Мерсенна 

Мерфи закон 95 

Метод Госпера 253, 275 

- приведения 50, 63, 84, 205, 315 

- суммирования асимптотический 505 

Мёбиуса функция, см. Функция Мёбиуса 

Миля 333, 342 

Минимальное из чисел 86 

Многоточие (...) 39, 70, ... 

Многоугольник 415 

Многочлен 216 

- Вернулли 403, 509, 511 

- круговой 174 

- Лежандра 586 

- обращенный 373 

- Эйлера 618 

- Якоби 586 

Многочлены Стирлинга 301, 322, 343, 387 

Множества разбиение 288 

Множество обратимое 172 

Мода 422, 475 

Модуль 105 

Модулярная арифметика 148 

Момент 436 

Монета несимметричная 438 

- правильная 438 

Монеты бросание 438-448 

Морзе азбука, см. Азбука Морзе 

Мошенничество 183 

Мощность множества 58 

Мультимножество 99 

Мультиномиальный коэффициент 194, 614 

Мультипликативная функция 158, 406 

Мю-функция 154-168, 170. См. также Функция 
Мёбиуса 


Наибольшая нижняя грань 86 

Наибольшее целое 88 

Наибольший общий делитель (НОД) 115, 126, 
131 

- - множитель 126 

Наивысшая степень р, делящая п 136-138 

Наименьшее общее кратное (НОК) 126, 131 

- целое 88 

Натуральные логарифмы 74 

Начальные значения 180 

- случаи 353 

Независимые случайные величины 421 

Необходимое и достаточное условие 94 

Неожиданный результат 265 

Неопределенная сумма 68, 253 

Неподвижная точка 29, 431 

Непрерывные дроби 336 

Неравенство Чебытиёва 57, 427, 467 

Несимметричная монета 438 

Несимметричный кубик 419 

Несмещенная оценка 467 

Нетранзитивный парадокс 448 

Неявная рекуррентность 220, 314 

Нижние параметры 233 

Нижний индекс 179 

НОД, см. Наибольший общий делитель 

НОК, см. Наименьшее общее кратное 

Нормальное распределение 476 


Нотация Айверсона 50, 52, 97 
Нулевое очень сильно 43 
Нулевой случай 353, 383, 609 
Ньютона ряд 216 

- производящая функция 414 
Ню-функция 596 


Обернутые биномиальные коэффициенты 347 

Области 35 

Область выпуклая 22 

Обобщение 28, 30, 33 

Обобщенные биномиальные коэффициенты 351, 
572 

- гармонические числа 314, 349, 406 

Обозначай и властвуй 18, 164 

Обозначение 18, 40, 42, 68, 88, 89, 104, 125, 135, 
139, 221, 287, 481, 485 

- произведения 85 

- распространение 72 

Обозначения, необходимость обновления 105 

Обратная индукция 35 

Обратные числа 157 

Обращение 172 

- верхнее 190 

Обращения формула 220 

Обращенный многочлен 373 

Общий член 40 

Обычный логарифм 488 

Односторонние равенства 484 

Ожерелье 164, 289 

Ожидаемое значение, см. Математическое 
ожидание 

Оператор антиразностный 68 

- разностный 66, 510 

- - линейный 269 

- савига 75, 215 

Операторы 66, 75, 215 

Операция замены переменной суммирования 57 

- произведения 85 

Оптический обман 323 

Органных труб порядок 566 

Основание р 171 

Основная теорема алгебры 236 

- - аифметики 129 

- - лифференциального и интегрального 
исчисления 68 

Основные дроби 118 

Остатки независимые 151-154 

Остаток 104 

Остовное дерево 382, 390, 403, 411 

Отклонение 110, 120, 351, 533, 536 

Открытый интервал 95 

Относительная погрешность 491 

Отношение делимости 125-131 

- золотого сечения 331 

- сравнимости 148-151 

- членов 235 

- эквивалентности 148 

Отрицательное биномиальное распределение 
4 


Отрицательные убывающие степени 72, 215 
- факториальные степени 83 

Оценка несмещенная 467 

- хвоста 465, 467 

Очевидно 455, 626 

Ошибок функция 192 


Парадокс 448 

- нетранзитивный 448 

Параллельное суммирование 185 

Параметры верхние 233 

- нижние 233 

Паскаля треугольник, см. Треугольник Паскаля 


Пенни игра 475 

Пентагон 472 

Переменная суммирования 57 
Переменные свободные 40 

- связанные 40 

Переменный индекс 40 
Переместительный закон 48, 81, 85 
- - ослабление 49 

Перенос 91 

Периодичное решение 37 
Периодичность 37 

Персональный компьютер 133 
Пирса последовательность 176 
Пифагора теорема, см. Теорема Пифагора 
Пицца 21, 460 

Пища 55 

Плоскости сечение 36 

Плоскость 21 

Погрешность абсолютная 490 

- относительная 491 

Подобный член 584 

Подсолнух 323 

Подтверждение правильности 127 
Подход жадный 327 

Подходящий член 269, 285, 286 
Поиск бинарный, см. Поиск двоичный 
- в таблице 448 

- двоичный 145, 210 

Показателей правило 72 
Показатель степени трудности 208 
Пол 88 

- определения 88-91 

- применения 91-101 

- рекуррентности 101-104 

- суммы 108-117 

Полиномиальная аргументация 183 
- рекурсивность 410 

Полный граф 403 

Полуоткрытый интервал 95 
Порядок лексикографический 480 
- органных труб 566 

Последняя теорема Ферма 155, 176, 599 
Последовательности Рени 395 
Последовательность Пирса 176 

- Фарея 142, 159, 162, 176, 177 
Постулат Вертрана 170, 541, 594 
Потолок 88 

- определения 88-91 

- применения 91-101 

- рекуррентности 101-104 

- суммы 108-117 

Правило внесения 182 

- Дедекинда—Лиувилля 162 

- замены переменной 523 

- Лопиталя 585 

- обращения 163 

- показателей 72 

- симметрии Пфаффа 277 

- суммирования по диагонали 237 
- цепочки 74 

Правильная монета 438 
Правильные дроби 163 
Правильный кубик 419 
Превышения 348 

Предок 141 

Представление в виде показателей 130 
- Штерна—Вроко 338, 593 

- с основанием р 173 
Приближение 98 

Приближенное суммирование по интегралу 64 
Принцип голубиных гнезд 154 

- неопределенности 522 


УКАЗАТЕЛИ 699 


- обращения 161 

- ящиков 118 

- - Дирихле 118, 154 

Проблемы Гильберта 670 

Прогрессия 412 

- геометрическая 51 

Произведение 85 

- нечетных чисел 301 

- последовательных нечетных чисел 214 

- пустое 67, 129 

Производная 52 

Производящая функция Дирихле 405-407, 409 

- - - случайной величины 469 

- - Ньютона 414 

- - производящих функций 387 

- - случайной величины (ПФСВ) 432 

Производящие функции 224-232, 329-332, 
353-417 


- - основные маневры 364—371 

- - решение рекуррентных соотношений 371-385 

- - свертки 387-399 

- - специальные 385-387 

- - теория домино и размен 353-364 

- - экспоненциальные 399-405 

Простое число 129, 495 

- - Мерсенна 152, 564 

- - наибольшее из известных 133 

Простые делители 41 

- числа 129-131 

Процедура Госпера—Зильбергера 284 

Процессы марковские 443 

Прямые на плоскости 21 

Пуассона распределение вероятностей, см. 
Распределение вероятностей Пуассона 

- формула суммирования, см. Формула 
суммирования Пуассона 

Пустая сумма 42, 67 

Пустое произведение 67, 129 

Пустой случай 353, 383, 609 

Пфаффа правило симметрии 277 

Пчелы, родословные деревья 323 

Пятиугольник, см. Пентагон 

Пятиугольные числа 416 


Равенства односторонние 484 
Равномерное распределение 110, 433 
Равномерность 177 

Разбиение 99, 363 

- множества 288 

Развертывание рекуррентности 23, 123 
Разделяй и властвуй 101 
Разложение 106, 133, 135 

- в элементарные дроби 373, 602 

- единственное 129 

- на простые числа 129 
Разматывание рекуррентности 23 
Размен 353-364, 379 

- большие суммы 380, 533 

Размер стека 395 

Разности конечные 66 

Разностный оператор 66 

Разность вторая 215 

- п-го порядка 215 

Разрушение 366 

Разумность 42 

Раскрутка 503 

Распределение вероятностей 418 

- - Пуассона 466, 624 

- нормальное 476 

- равномерное 110, 433 

- совместное 421 
Распределительный закон 48, 54, 81, 85, 106 
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Растет быстрее, чем 480 

- медленнее, чем 480 

- так же быстро, как 480 

Расходящийся ряд 575 

Рациональная функция 236, 372 

Резинка 305, 309 

Результат неожиданный 265 

Рекуррентное соотношение 19 

- - приближенное или асимптотическое 495 

Рекуррентности развертывание 23, 123 

Рекуррентность 17, 19, 43, 45, 61, 101, 120, 123, 
124 


- неявная 160, 162, 163, 314 

Рекуррентные соотношения, см. Рекуррентность 

- - асимптотическое раскрытие 495 

- - решение 371-385 

- - - периодичное 37 

Рекурсивная зависимость 19 

- - полиномиальная 410 

Рекурсия в задаче Иосифа, обобщение 30 

Рени последовательности 395 

Репертуар 64 

Репертуарный метод 32, 36, 37, 44, 84, 280, 344, 
346, 408 

Репликативная функция 123 

Рецензент 201 

Решето 135 

- Эратосфена 135 

Римана гипотеза 568 

Рисковые капиталисты 534 

Родословные деревья пчел 323 

Рулетка 96, 492 

Ряд биномиальный 234 

- инфрагеометрический 273 

- Ньютона 216 

- обобщенный биномиальный 228, 282 

- расходящийся 575 

- Тейлора 218 

- Фарея 501 

- Фурье 535 

Ряда сходимость 365 

Ряды гипергеометрические 232, 254, 272 

- Дирихле 490 


Самовоспроизводящиеся числа, см. Автоморфы 
Самоописательная последовательность 87 
Самоподтверждающие алгоритмы 127 
Сбор купонов 628 

Свертка 225, 367, 387, 409 

- биномиальная 400 

- Вандермонда 195, 214, 225, 229, 240, 263, 278 
- Стирлинга 321 

Сверхтрудная сумма 243 

Свободно от квадратов 592 

Свободные переменные 40 

Свойство шестиугольника 181, 271, 281 
Связанные переменные 40 

Сдвиг циклический 29 

Секансные числа 603 

Семиинвариант, см. Кумулянт 

Сечение плоскости 36 

Сигма-обозначение 40 

Сила тяжести 303 

Симметрии соотношение 181 

Система представления (каноническая) 130 
Система счисления 143, 275, 328 

- - биномиальная 275 

- - в остатках 151, 169 

- - с основанием п 499 

- - фибоначчиева 328, 342, 350 

- - Штерна-—Вроко 146, 171 

Скачок индуктивный 21 


Скептицизм 92 

Скобки 394 

Скрипка 47 

Слияние 201 

Словарь 97 

Сложения формула 183 

Случайные величины 420 

- - независимые 421 

Смесь 465 

Событие 419 

Совершенные степени 87 

Совместное распределение 421 

Соотношение Кассини 324, 325, 332, 335 

- рекуррентное 19 

- симметрии 181 

Сортировка 46, 201, 389, 487 

- быстрая 46 

- методом пузырька 487 

- по образцу 389 

Составные числа 129 

Сочетательный закон 48, 81, 85 

Спектр 99, 119, 122, 124, 339 

Специальные числа 287-352 

- - гармонические 303-309 

- - гармоническое суммирование 309-313 

- - континуанты 333-341 

- - числа Вернулли 313-322 

- -- Стирлинга 287-297 

- - - Фибоначчи 322-333 

- - - Эйлера 297-303 

Спиральная функция 122 

Спорт, см. Теннис, Гольф, Диски Фрисби, 
Кубик, Вейсбол 470 

Справочник 61 

Сравнимость 148 

Среднее, см. Математическое ожидание 

- арифметическое 422 

- обратных 470 

Средний биномиальный коэффициент 286 

Средняя дисперсия 460 

Стандартное отклонение 426 

Стек, вталкивание 395 

Стека размер 395 

Степени возрастающие факториальные 67 

- совершенные 87 

- убывающие отрицательные 72 

- - разность 68, 73 

- - факториальные 67 

Степенной ряд 224 

- - формальный 234, 365, 575 

Стилтьеса константа, см. Константа Стилтьеса 

Стирлинга аппроксимация, см. Аппроксимация 
Стирлинга 

- константа 521 

- многочлены, см. Многочлены Стирлинга 

- свертка 321 

- треугольники, см. Треугольники Стирлинга 

- формула, см. Формула Стирлинга 

- числа, см. Числа Стирлинга 

Стопка карт 341 

Ступенчатые функции 110 

Субфакториал 221 

Сумм исчисление 39-87 

- обозначения 39-43 

- преобразование 48-52 

Сумма абсолютно сходится 80 

- бесконечная в обе стороны 79, 120, 523 

- гипергеометрически вырожденная 238 

- двойная, см. Двойная сумма 

- неожиданная 193, 244 

- первых квадратов 483 


- последовательных квадратов 60, 71, 207, 315, 
319, 403, 510 

- - кубов 71, 84, 314, 403 

- - целых чисел 63, 86 

- - т-степеней 314 

- пустая 42, 67 

- расходится 80 

- сверхтрудная 243 

Суммирование асимптотическое 505 

- гармоническое 309-313 

- завершающее 515-528 

- изменение порядка 53, 210 

- механическое 259-270 

- неопределенное 187, 253 

- общие методы 60-66 

- параллельное 185 

- по верхнему индексу 186 

- - интегралу приближенное 64 

- - частям 74, 75, 84, 310 

- последовательных целых чисел 23 

- снизу 185 

Суммирования индекс 40 

Суммирующий множитель 45, 84, 306 

Суммы 39 

- абсолютно сходящиеся 81 

- бесконечные 76-83 

- кратные 52-60, 81 

- неопределенные 68 

- определенные 69 

- по делителям 406 

- последовательных квадратов 299 

- телескопические 70 

- частичные 191 

Суперпроизводящие функции 387 

Суперфакториальная функция 273 

Сходимость 234, 575 

- абсолютная 80 

- гармоническая 82 

- ряда 365 

- условная 80 

Сэндвич 183, 191 


Тангенс 318, 349 

Тангенциальные числа 318, 349 

Тейлора ряд 218 

Тейлора формула, см. Формула Тейлора 

Теннис 470 

Теорема алгебры основная 236 

- арифметики основная 129 

- биномиальная, см. Виномиальная теорема 

- Вильсона 156, 173, 174, 558 

- Вольштенхольма 598 

- Гольдбаха 86 

- лифференциального и интегрального 
исчисления основная 68 

- о среднем 647 

- об остатках китайская, см. Китайская теорема 
об остатках 

- Пифагора 551 

- Ферма 166, 173, 175 

- - обратная 174 

- - последняя, см. Последняя теорема Ферма 

- Цеккендорфа 327 

- Эйлера 158, 166, 172 

Теоретико-множественное включение 485 

Теория вероятностей 418 

- домино 353-364 

- чисел 125 

- - дополнительные примеры 154 

- - простые примеры 131-135 

Тета-функции 523, 566 

Тогда и только тогда 89 
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Тождества для чисел Стирлинга 294 
Тождество Гаусса 251, 582 

- Заальшютца 243 

- Кассини, см. Соотношение Кассини 
- Лагранжа 85 

- Эйлера 274 

Тотиента 157 

Точное покрытие 412 

Треугольник Паскаля 180 

- - продолженный вверх 189 

- Стирлинга 296 

- Эйлера 298, 348 

Треугольные числа 23 

Треугольный массив 55 

Тривиально 455 
Тригонометрические функции 316 
Триномиальная перестройка 590 
Триномиальные коэффициенты 194, 616 
Трифаг 472 

Трутень 323 

Турнир по теннису с выбыванием 470 


Убывающие степени, отрицательные 72 
- - разность 68, 

- - факториальные 67 

Уловка Гаусса 345 

Упражнения 11 

Уравнение дифференциальное 249 
Уравнения однородные 268 
Уровень 553 

Уровни 93, 118 

Условие 42, 52 

Условие инвариантное 141 
Условная вероятность 453 

- сходимость 80 

Участки подъема 297 


Фаги 472 

Факториал Фибоначчи 532 

- обобщенный 219, 239, 242, 349 

Факториалы 135-139, 273 

Факториальная функция 136 

Факториальные степени 67, 84, 293 

- - комплексные 239 

- - отрицательные 73, 83 

- - убывающие 67 

Фан 382 

Фанаты 220 

Фарея последовательность, см Последователь- 
ность Фарея 

- ряд 501 

Ферма теорема, см. Теорема Ферма 

- числа, см. Числа Ферма 

Фи-функция 154-168, 175, 177 

- Эйлера 175 

Фибоначчи алгоритм, см. Алгоритм Фибоначчи 

- факториал, см. Факториал Фибоначчи 

- числа, см. Числа Фибоначчи 

Фибоначчиева система счисления, см. Система 
счисления фибоначчиева 

Фибоначчиевы коэффициенты 351, 600 

Философия 28, 33, 66, 92, 93, 97, 114, 196, 208, 
222, 364, 506, 544, 550, 650 

Формула Диксона 243 

- Куммера 242, 246 

- обращения 220 

- сверток 302 

- сложения 183 

- Стирлинга 136 

- суммирования по верхнему индексу 186 

- - Пуассона 649 

- - Эйлера 508 

- Тейлора 433, 510 
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- удвоения 213, 273 

Фортран 485 

Фрейнела числа, см. Числа Фрейнела 

Функции аналитические 224 

- гиперболические 316 

- гипергеометрические, см. Гипергеометриче- 
ские функции 

- голоморфные 224 

- действительные тригонометрические 316 

- логарифмически-экспоненциальные 480-481 

- производящие, см. Производящие функции 

- ступенчатые 110 

- суперпроизводящие 387 

- тригонометрические 316 

- целочисленные 88-124 

Функция бесселева 234 

гиперфакториальная 273 

линеечная 137, 171 

Мёбиуса 160, 170, 174, 407, 501, 502 

мультипликативная 158 

ошибок 192 

рациональная, см. Рациональная функция 

репликативная 123 

смежная гипергеометрическая 571 

спиральная 122 

суммируемая в гипергеометрических членах 

253 


- суперфакториальная 273 

- факториальная 136 

Фурье ряд 535 

Фусса-Каталана число, см. Число Фусса-— 
Каталана 


Хакер 148 

Ханойская башня 17, 21, 44, 133, 171, 309 
- - разновидности 34 

Хеширование 448—464 


Цвета 536 
Цеккендорфа теорема, см. Теорема Цеккендор- 
а 


Целая часть 91 

Целое наибольшее 88 
- наименьшее 88 
Цепочки правило 74 
Цикл 164, 289 

- де Врейна 541 
Циклический сдвиг 29 


Частичные суммы 191 

Частное 104 

- неполное 608 

Чебышева неравенство, см. Неравенство 
Чебышеёва 

Червяк 305, 309 

- и яблоко 467 

- на ленте 534 

Числа 287 

- Апери 267, 285 

- Велла 533, 650 

- Вернулли 314, 347, 350, 402, 509 

- - вычисление 319 

- - обобщенные, см. Многочлены Стирлинга 301 

- взаимно простые 132, 139 

- гармонические, см. Гармонические числа 

- Аженокки 594 

- Евклида 131, 170, 177 

- замкнутая форма 132 

- Иосифа 104, 120 

- иррациональные, см. Иррациональные числа 

- Каталана 208, 350, 393 

- квадратные пирамидальные 61 

- Кнута 101, 120, 123 


- Люка 344 

- Мерсенна 133, 177 

- многократной точности 152 

- обратные 157 

- по основанию 4 33 

- представление в виде показателей простых 
1 


- пятиугольные 416 

- свободные от квадратов 170, 177 

- секансные 603 

- составные 129 

- Стирлинга 287-297, 320, 350, 352, 533, 649 

- - как суммы произведений 614 

- - первого рода 289 

- - производящие функции 386 

- - обобщенные 301 

- - свертки 302 

- тангенциальные, см. Тангенциальные числа 

- треугольные 23 

- Ферма 156 

- Фибоначчи 322, 364, 620 

- - второго порядка 411 

- - производящая функция 371 

- Фрейнела 592 

- Эйлера 299, 619 

- - второго порядка 300 

- - обобщенные 345 

- - производящая функция 386 

- эйлеровы 603, 619 

Число, деление напросто 171 

- просто с 139 

- фибоначчиево-нечетное и фибоначчиево- 
четное 339 

- Фусса—Каталана 396 

Член 39 

- общий 40 

- подобный 584 


Шерри 471 

Шляны 220, 227, 430 

Штерна—Вроко венок 557 

- дерево, см. Дерево Штерна—Вроко 

- представление, см. Представление Штерна— 
Вроко 

- система счисления, см. Система счисления 
Штерна—Броко 

Шутка 249 


Эйлера константа, см. Константа Эйлера 

- многочлен 618 

- теорема, см. Теорема Эйлера 

- тождество, см. Тождество Эйлера 

- треугольник, см. Треугольник Эйлера 

- фи-функция, см. Фи-функция Эйлера 

- формула суммирования, см. Формула 
суммирования Эйлера 

- числа, см. Числа Эйлера 

Эйлеровы числа, см. Числа эйлеровы 

Эквивалент гамма-функциональный 571 

Экспоненциальная производящая функция 399 

Экспоненциальный ряд, обобщенный 228 

Элементарные дроби 85 

- события 419 

Элементы теории чисел 125 

Эратосфена решето 135 


Ядро 405 

Язык автоматный 442 
Яйца 184 

Якоби многочлен 586 

Ясно 455 

Ящиков принции 118 


УКАЗАТЕЛИ 703 


УКАЗАТЕЛЬ ТАБЛИЦ 


Суммы и разности 75 

Треугольник Паскаля 180 

Продолженный вверх треугольник Паскаля 189 

Суммы произведений биномиальных коэффициентов 195 

Десять самых главных тождеств с биномиальными коэффициентами 199 

Общие соотношения свертки, справедливые при целом п > 0 229 

Треугольник Стирлинга для числа циклов 289 

Треугольник Стирлинга для числа подмножеств 288 

Основные тождества для чисел Стирлинга при целом п > 0 294 

Аополнительные тождества для чисел Стирлинга при целых 
тп >20 295 

Треугольники Стирлинга в тандеме 297 

Треугольник Эйлера 298 

Треугольник чисел Эйлера второго порядка 300 

Формулы сверток Стирлинга 302 

Преобразования производящих функций 368 

Простые последовательности и их производящие функции 369 

Производящие функции для специальных чисел 386 

Асимптотические аппроксимации, справедливые при п — хир-0 491 
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